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FOURIER DONUSUMU VE
KARAKTERISTIK FONKSiYON

Samim DUNDAR"

OZET

Istatistikte onemli bir yer tutan moment cikaran fonksivonlarin bulunamamast
durumunda , karakteristik fonksiyonlara gerek duyulur. Karakteristik fonksiyonlar
ile dagilis fonksiyonlari arasinda onemli iliskiler bulunmaktadir. Uygulamall
Matematigin bir cok alaminda kullanilan Fourier doniisiimleri ile karakteristik
fonksiyonlar arasinda biiyiik benzerlikler bulunmaktadir. Moment ¢ikaran
Sfonksiyonu bulunamayan bir dagihs fonksiyonunun karakteristik fonksiyonunun
bulunmasi , bu dagilis fonksiyonunun bir sabit farkiyla ters Fourier doniigiimiinii
bulmak islemidir.

Anahtar Kelimeler: Fourier Doniisiimii, Karakteristik Fonksiyon, Lojistik Dagilis.
1.Giris

Siirekli veya kesikli bir dagilimin momentlerinin elde edilmesine yarayan
fonksiyona moment ¢ikaran fonksiyon denir. Momentlerin hesaplanabilmesi
icin ya frekans dagiliminin , ya da olasilik yogunluk fonksiyonunun bilinmesi
gerekir. Momentlerin kolaylikla bulunmasini saglayan bir baska secenek de
moment ¢ikaran fonksiyonlardan yararlanmaktir. Moment ¢ikaran fonksiyonu ,
olasilik yogunluk fonksiyonu yardimiyla bulunur. Bir x rasgele degiskeninin
orijine ve aritmetik ortalamaya gére moment ¢ikaran fonksiyonlar1 bulunabilir.

Rasgele x degiskeninin orijine gdére moment g¢ikaran fonksiyonu ; f(x)
olasilik fonksiyonu olmak iizere ; ¢ € (—h,h) igin e” 'in beklenen degeridir.

Yani x 'in kesikli olmasi durumunda Ze"' f(x) toplaminin , x ’in siirekli

olmasi durumunda da f e" f(x)dx integralinin hesaplanmasi gerekir.

Bazi frekans fonksiyonlarinda yukaridaki toplam hesaplanamaz veya yukaridaki
integral yakinsak olmayabilir. Bu gibi hallerde moment ¢ikaran fonksiyonu
bulunamaz. Bu durumda momentlerin bulunmasi karakteristik fonksiyon ile
miimkiin olur. Gergekten her dagilimin moment ¢ikaran fonksiyonu yoktur. Bu
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durumda s6z konusu rasgele degiskenin dagiliminin seklini ortaya koymak igin
karakteristik fonksiyona gerek duyulur. Her dagilisin karakteristik fonksiyonu
mutlaka vardir. Karakteristik fonksiyon ile olasilik yogunluk fonksiyonu
arasinda onemli iligskiler var olup , bunlardan biri bilindiginde digeri de
bulunabilir (Saragoglu ve Cevik , 1995 :355).

Karakteristik fonksiyon istatistik teorisinde dnemli ve yararli 6zelliklere
sahiptir. Teoriyi agiklayabilmek ve gecisleri kavrayabilmek icin ileri
matematikten yararlanmak zorunludur. Bu amagla, ¢alismanin ikinci boliimiinde
integral dontisiimlerine , 6zellikle de Fourier doniisiimlerine yer verilmistir.
Ciinkii karakteristik fonksiyonlar , Fourier doniisiimlerinin genel teorisinin 6zel
bir durumudur (Stuart ve Ord , 1987 :119-154).

Calismanin {iglincii bolimiinde de karakteristik fonksiyon teorisinin temel
teoremi olan "Inversion Teoreminin" ispat1 yapilmis ve teoremin ifadesinin
tirevi alinarak dagilis fonksiyonu ile karakteristik fonksiyon arasindaki ilgi
gosterilmistir.

2. integral Déniisiimleri

(a, b) x-ekseninde sinirli yada sinirsiz bir aralig1 gostersin. Bu araliktaki
x degerleri i¢in tanimli olan f(x) fonksiyonunun integral dontisiimii ;

T{f ()} = F@) = [f(x) K(x.) dx (1)

bagintis1 ile tanimlidir (Churchill, 1972 :317-347). Burada x 'in ve o 'nin
fonksiyonu olan K(x,o) fonksiyonuna déniisiimiin ¢ekirdegi , F(&)
fonksiyonuna da f{x) 'nun K(x,) gekirdegi altinda doniisiimii denir. (1)
'deki integralin varligi kabul edilir. Uygulamali matematik ,matematiksel
istatistik ve miihendisligin ¢esitli alanlarinda kullanilan integral doéniisiimleri ;
K(x,x) c¢ekirdeginin farkli sekillerde segilmesi ile degisik isimlerle ifade
edilir. Baslica kullanilan integral doniisiimleri Fourier , Laplace , Henkel ,... vb
dir. Ayrica Legendre ve Jakobi polinomlarini g¢ekirdek kabul eden bagka
dontigiimler de vardir (Churchill , 1972 : 1-24 , 348-378 , 420-437).

2.1 Fourier Doniisiimii

Her sonlu (—L,L) araliginda Drichlet kosullarini saglayan (Spiegel ,
1974 : 20-25) ve (— 0, oo) araliginda mutlak yakinsak olan f{x) fonksiyonunun ;

. nmx

f=Ye, et 5
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ile tanimlanan kompleks Fourier serisini ele alalim (Spiegel , 1974 : 24). Burada
¢, katsayilari ;

1 - .
c, _Z Lj-f(x)e dx 3)

ile tanimli olup , ¢, 'ni (2) 'de yerine koyarsak.

© 1 L 71-@
f=3 2—[ (x)e ! dx}e :
n=-c| L
w | i nm T
:Z — jf(u)e L du}e L2 @)
o L
seklinde yazilip bu toplamin L — o igin limitini arastiralim. %:a ile

gosterilirse L — o0 igin o — 0 olur ve ardisik iki periyot arasindaki fark ;

(n+Dz nm _ 7

T
olup , (4)'de — yerine Ao yazilirsa;
7 7] p. 4 7Y Y

X)= — u)ye " du | " Aa 5
/() nzZ_Lﬂ _{f( ) } 5)
L—>w , Aax—>0 igin limite gegildiginde (5) 'den belirli integralin
tanimina gore ;
1 ¥ ¥ —iom iox
f=o- £ M Fu)e du}e dot (6)
bulunur.

Yukarida f(x) ile yapilan islemlerin gegerli olmasi ; f{x) fonksiyonunun

Drichlet kosullarini saglamasi ile miimkiindiir.
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2.2 Drichlet Kosullar:

a) fix) , (—oo , oo) araliginda tek degerli ve pargali siirekli olmalidir.

(yani sonlu sayida siireksizlik noktalar olabilir)

b)Bir x, stireksizlik noktasindaki degeri ;

£ =517, +0)+ £, 0]

ortalamasina esittir.

o) f(x) , (— ) ,oo) araliginda mutlak yakinsak , yani ;

1G] (oo

olmalidir.
Bu kosullar altinda (6) esitligine f{x) fonksiyonunun Fourier integrali

denir. (6) esitliginden ;

F(a)= [f(x)e™™ d @)

1 .
f(x)_Z_O[F(“)e dot ®)

tanimlamalar1 yapilarak yazilan (7) esitligine f(x) fonksiyonunun Fourier
dontigiimii denir. (8) ile verilen esitlik ise ters Fourier dontisimiidiir. Yani
F(a) 'nin bilinmesi durumunda f{x) 'in bulunmasi i¢in kullanilir. Eger f(x)

(2.2) 'de verilen Drichlet kosullarindan (c) 'yi sagliyorsa (7) 'deki integral
yakinsak , yani ;

]f(x) e-"”\ dx (oo

olur. Gergekten ‘e_im‘ =1 oldugundan ;

e e=] = 7 dv (o0

118



Karakteristik Fonksiyon
dir. f{x) mutlak yakinsak olduguna gore (7) 'deki integral yakinsaktir. Yani f{x)
'in Fourier doniistimii vardir. Yeter olan bu kosul gerek degildir. Nedeni , yeter

kosulu  saglamayan  bazi  fonksiyonlarinda  Fourier  doniistimleri
bulunabilmektedir.

Ters dontsiimiin varhigl , yani (8) 'deki integralin yakinsak olmasi ve
yakinsaklik halinde gercekten f(x) 'i vermesi i¢in f(x) 'in siirekli olmasi
yeterlidir (Churchill , 1972 : 385-400).

2.3 Uygulama

1
/’(J€)={O ya

fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyonun Fourier dontigiimiinii bulmak istersek.
F{f(o)}=F@) = [f(x)e'™ d

Flar) = J-e_,w e — 2 sinax ©)

(24

—-a

olur. (9) 'da bulunan doniisiimiin , ters doniistimiinii aldigimizda ;

F1{2 sinaa} _ ()
o

olmalidir. Yani (8) 'den ;

F_1{2 sinaa}zij- 2sinaa o' dot

o 2r L«
1 “sinaa .
=— j (cosax +i sinox) da
7 a

-0
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o0 .
1 I smaa.cosooc

i
T o 7T

—0

J' sinaa . sin ax
—0

(10)

bulunur. (10) 'daki ikinci integral , integrandin tek olmasi nedeniyle sifira esittir.

Boylece ;

1 % sinaa . cosax {1 |x|<a
_ I do =
72- —0o0

0 |x|>a

bulunur. Eger x=0 ve a)0 ise (11) 'den;

da =1

1 ”j- sinaa

dir.
3. Karakteristik Fonksiyon

(1)

(12)

F(x) stirekli ve dF = f(x) dx olmak iizere , karakteristik fonksiyon ;

#(a) = wje"m dF

ile tanimhidir (Saragoglu ve Cevik , 1995 : 355-366 ).
¢(cr) fonksiyonu ;
Ie“’“ dF

—0

¢(e0)] =

—0

oldugundan (13) 'deki integral yakinsaktir, yani ¢(er) mevcuttur.

3.1 Inversion Teoremi

ﬂ | dF = de_l

(13)

fx) dagilis fonksiyonu , dF = f(x)dx , F(x) siirekli ve ¢(cx) , f{x)

fonksiyonunun karakteristik fonksiyonu ise ;

1_ e—iOL\‘

1 o)
F(x)-F(0)=— j d(a) da
2r =,
dir Stuart ve Ord , 1987 :119-121).
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Ispat : (14) 'de ikinci taraftaki integralde @(cr) yerine (13) 'deki esiti

yazilirsa ;

j ! ;;,m #(@) da jlli{ fe™ F() du} da

—o0 —0

o 0 eiom _ ia(u-x)
= | d fu) dudo
A i
@ @© eioal @© io(u—x)
:j{ [$—da - [“——dalar (5
B I 177 I 121
olup, (15) esitligindeki koseli parantezin i¢indeki ilk integral , Euler formiilii
yardimiyla ;
e’ w o *  (cosau+isina
J.e.—dazj-—ie—dazj.—i( LT u)da
i _ o a
“t—icosau tsina
= [ da + [ da (16)
A1 ooa

olup, (16) 'deki ilk integralde , integrand tek fonksiyon oldugundan sifira esittir.

Bu durumda ;

yje— da = Uj- sin au da a7

olup , (15) 'daki koseli parantezin igindeki ikinci integral de , yine Euler

formiilii yardimiyla ;

= pla(u=x) PR * cosa(u—x)+isina(u—x
I dOt = I— d(l = J-—l { ( ) ( )} d
A 104 o a

_J- cosa(u x) da +°]-sina(u—x) da (18)
a

-

olur. (18) 'daki ilk integral yine integrandin tek olmasi nedeniyle sifira esittir.
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Bu ylizden ;
el “t sina(u—
J. da = J. sina(u = x) da (19)
oa - o

bulunur. Elde edilen (17) ve (19) esitlikleri kullanildiginda , (14) esitligi ;

wj 1—;"0“ d(a) da = H?Sir;“” da - jw da} dF (20)

o

—o0 —o0 —0 —0

olarak yazilip , ikinci boliimdeki (12) sonucu kullanilirsa (20) esitligi;

—iox

1 l—iea P(a) daZ(i[—ﬁ dF-i-:[ﬂ dFJ—[Z[—ﬂ dF+jf7r dF]

= z[(=2F(0)+1)- (- 2F (x) +1)]

=27 [F(x)- F(0)]
olur.
Simdi , ispatin1 yaptigimiz (14) esitliginin her iki tarafinin x 'e gore tiirevi

aliirsa ;

& 27 o 0x

N {1‘."’%' ¢(a>}da e

1124

(Churchill ,1972 :202-203) ve dF /dx = f(x) oldugundan, (21) esitliginden ;

1 ¥ —iox
f(x)—g_ie #(a) da (22)

buluruz. Ikinci béliimde (7)ile verilen bagmntiya gore (22)'den ¢ikan sonug

f(x) fonksiyonunun ,@(ar) 'min Fourier doniisiimii oldugunu gésterir.

3.2 Ornek

/104

#(a) =

sinh 7o

fonksiyonunu ele alalim.
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1 —t

sinht =% "¢
tanimindan yararlanarak ;
2 a -
o) =—"" =270 —— (23)
e — I-e
dir.
e =—1,e™ =1ve i’ =—1 oldugu kullanilirsa , (23) 'deki esitlik ;
—na -N. -2 -na -~
¢(ax) =27 ¢ (2 L =270 £ Ze 121‘
I—e7™.(1) l—e™ e "
. ‘ —na—mi ) . e(ia—l)m‘
=il 2m1_(m21a2ﬂ7m (24)
olur.
(P
27rim =I'(p)I'(1-p) (Stuart ve Ord , 1987 : 100)
4
ve

I(p+1)=pI(p)
oldugundan , (24) esitligi ;

d(a)=iaT(ia) T(1-ia) (25)
seklinde yazilir. Diger taraftan ;
I(pT(g)
— =B,
I(p+q) P

oldugundan , (25) esitliginden ;
da)=T(+ix)'(1-ix)
_I'+ia)I'(1-ia)
C T(+ia+1-ia)

=p(l+ix,1-ix) (26)

yazilir. Beta fonksiyonunun tanimi ;
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B(p.q)= [y (=) dy

olup , buna gore (26) esitliginden ;

1
pla)= [y (1-)" dy 27)
0
.. 1 -1 -
yazilir. (27) 'deki integralde  y= , dy du  degisken
u+1 (u+1)

dontistimii yapilirsa ;

i T
#@) = I(u+1) (-i-lj (u+1)>

=Ju w1y 1) du @8)

)

bulunur. (28) 'daki integralde de u=e* , du=-—e"" dx degisken

dontigiimii yapilirsa ;

—-X

o) = I e'™ ¢ dx (29)

o (1 +e™ )2

bulunur. Elde edilen (29) esitligindeki integral , (13) ile verilen karakteristik

fonksiyonun tanimui ile karsilastirildiginda ,

-X

e
f)=T——= (30)
(1 + e"‘)
fonksiyonunun , karakteristik fonksiyonunun ;
Ta
$(a) =
sinh 7o

oldugunu gosterir. (30) 'deki f(x) fonksiyonunun (—o0,0) araliginda integrali

hesaplanirsa ;
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_1 f(x) dx:_ol ﬁdle

oldugu goriiliir. (30) deki f{x) fonksiyonu istenirse hiperbolik fonksiyon
seklinde ;
1

4 cosh? (xj
2

f(x)=

olarak ifade edilebilir.

4. Sonuc¢

Inversion teoreminin ifadesinin tiirevi alinarak bulunan (22) bagntisi
f(x) fonksiyonunun , Fourier déniisiimiiniin @¢(cr) oldugunu gosterir. Bu durum
(13) ile verilen karateristik fonksiyonun tanimi ile karsilastirildiginda da
@¢(ax)nin , yani karakteristik fonksiyonun , bir katsayi farkiyla ters Fourier
dontistimiiniin f{x) oldugudur.

Ornek 3.2 ' de ele alman ¢@(«) = 7z /sinhzwar  fonksiyonu , (30) ile
verilen ve dagilis teorisinde  Lojistik  dagilis  olarak  bilinen
f(x)=e " /(1+e*)* fonksiyonunun karakteristik fonksiyonudur. Elbette
f(x) biliniyorken , ¢@(cr) bulunabilir. Ancak bunun igin (29) 'daki integralin
hesaplanmasi gerekir. Bu da bazen uzun ve yorucu matematiksel islemleri

gerektirmektedir. Burada izlenen yol , yani problemin tersten ¢6ziilmesi oldukg¢a
kolaylik saglamistir.

ABSTRACT

Characteristic functions are requried in case of inability to find the
moment genarating function which have a great importance in statistics. There
is a strong relationship between characteristics functions and distribution
function.

Fourier transformations which are used in many fields of applied
mathematics have many similarities with characteristics functions. Obtaining
the characteristics function of a distribution function which it is moment
genarating function does not exist is the process of finding the invers Fourier
transform of this distribution function with a constant difference.
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