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MARKA TERCiHi PROBLEMINE HiPERKUBLE COZUM

Samim DUNDAR® Pinar DUNDAR®™

OZET

Toptanct piyasasinda her firma, biiyiitk miktarda iirettigi mallarin satis bag-
lantilarint baska bir mala kaptirmama gayreti icindedir. Eger saptanabilirse, tekrar-
It satiglar ve anahtar marka kurulusun yonetiminin taktik ve stratejilerini belirleme-
sinde ¢ok degerli bilgiler verirler. ilk problem tek bir mal icin anahtar markay: ve
onun piyasa yiizdesini saptamaktir. Bu bir olasiliksal Markov modelidir. Farz ede-
lim ki sabit bir durumda ,verilmis bir periyotta sadece iki iiriiniin piyasa yiizdeleri
bilinmis olsun. Bunu izleyen periyotta bu iki iiriinden birinin onceki satig
popiilasyonuna bagh olarak tanitim aktivitesi ;i)Sabit ve degisen durumun her iki-
sinde de zaman iliskisi, ii)Periyottan periyoda degisim, iii)Kiimiilatif satglar,
iv)Yakinsama zamani bilgilerine dayanilarak yapilir. Burada énemli olan tiim ii-
riinler satildiginda , bir iiriinden baslayarak diger iiriinlerin de satisini saglayan
bir modelde tiim iiriinlerin satisi icin gereken zamanin bulunmasidir. Probleme uy-
gun olan Markov modelinde iiriinler bir grafin tepeleri ve énceki periyotta i.inci
iiriinii alan kiginin o andaki periyotta j. inci iiriinii almas: grafin ayritlar: olarak
diisiiniiliirse problem bir graf problemine doniisiir. Bu ¢alismada yukarida sozii
edilen grafin bir hiperkiib olmasi durumunda tiim tepeleri érten yolun ayrit sayist
hesaplanmis ve hiperkiibte herhangi bir tepede biten yolun olasiliginin her zaman
ayni degere egit oldugu ispatlanmustir.

1. GIRIS

Birlestirilmis bir grafin bir x tepesinden tur ortiisii,x tepesinden baslayan
ve her adimda o andaki tepenin komsulugundaki bir tepeye esit olasilikla hare-
ket ederek grafin tiim tepelerini dolastiginda biten bir random walk’tur. C,
cevresinin herhangi bir tepesinden bir tur Ortiisii, istenilen herhangi baska bir
tepedekine esittir. K, tam grafi da bu garip 6zellige sahiptir. Lovazs ve
Winkler(3) de baska bir grafin bu 6zelligi saglamadigini sdylemislerdir. Bu
calismada Q, ile gosterilen hiperkiibiin de ayni 6zelligi sagladigint gosterdik.
Bunun bir sonucu olarak marka tercihi probleminde Markov modelinin bir
hiperkiib olmasi durumunda T durma noktsasinin hiperkiibiin tepe sayisina
bagli olarak 2"-1 olacagini belirttik. Ayrica Q, grafinda farkli ii¢ X,y ve z tepe-
si i¢in Pr(L(x,y))=Pr(L(x,z))=1/n oldugunu ispatladik.

Once konu ile ilgili tanim ve teoremler ele almmustir.

(*) Yrd.Dog.Dr..D.E.U.,1.L.B.F. Ekonometri Boliimii.
9 Yrd.Dog.Dr.Ege Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Boliimii.
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Tamim 1:Olasilik yasalariyla kontrol edilen zamana bagl olarak degisen
stirece stokastik siire¢ denir. Matematiksel olarak {X(t): teT } rasgele degis-
kenlerinin bir kolleksiyonu bir stokastik siirectir.

Tamim 2:V tepeler kiimesi olmak {izere g:V—V bagintis1 bir graf tanim-
lar. Grafin (v;,vj) ikilileri grafin ayritlart adini alir. Ayntlar kiimesi E ile isaret-
lenirse bir graf G=(V,E) ile gosterilir.

Tamm 3: Bir G grafi iistiinde bir random walk, sabitlestirilmis bir x te-
pesiyle baglayan ve grafin tepelerini durum uzay1 kabul eden bir stokastik sii-
rectir. Bu siire¢ 0 aninda x tepesindedir. Eger t aninda bir y tepesinde ise t+1
aninda y ye bitisik ve esit olasilikli bir z tepesinde olur.

Yardimei Teorem 1:Bir grafta p tepeli bir yol (p-1) ayrita sahiptir.

Tamim 4: G grafi iistiindeki bir random yolun zaman 6rtiisii tiim tepele-
rin ziyaret edilmesi i¢in gereken adimlarin sayisidir.

Tamm 5:Bir grafin bir v tepesine bir ayritla bitisik ayritlarin sayisina v
tepesinin derecesi denir. Bu deg(v) ile gosterilir. G istiindeki bir random
walkta bir v tepesinin olasiligi 1/deg(v) dir.

Tamm 6:G grafinin tiim tepelerinin derecesi ayni bir r sayisina esitse
grafa r-diizenli graf adi1 verilir.

Tamm 7: ki grafin carpimi asagidaki bigimde tanimlanmustir.
G, ve G, iki graf olsunlar. u=(u;,u;) ve v=(v;,v») V=V *V, icinde iki
tepe u;=v; ve u, bitisik v yadau,=v, veu, bitisik v; oldugunda G,*G,

icinde u ve v tepeleri bitisiktir.

Tanim 8: n>2 olmak tizere Q,=K,*Q,.; seklinde tanimlanan grafa n-
kiib graf ya da hiperkiib denir.

0 * 01 00 00 101 001 \000
1 *
11 10 0 111 011 /010
K2 Q2 Q3: KQ* Q2 grafl ve iki tabaninda
gosterimi
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Qs grafinin 10 tabaninda

Q, grafinin 10 tabaninda gbsterimi

gosterimi )
SEKIL - 1

Q; ve Q; graflari

Yardimer Teorem 2: Q, grafi 2" tepeli ve n*2™' ayritli bir graftir.

Yardimci Teroem 3: Q, grafi n-diizenli graftir.

Tamim 9: Bir G grafinda bitisik olmayan tepelerin bir SCV kiimesine
grafin bagimsiz kiimesi denir. Bagimsiz kiimelerin en biiyligiine maksimal ba-
gimsiz kiime ,bu kiimenin eleman sayisina grafin bagimsizlik sayisi ad1 verilir.

Tamim 10: Bir grafin tiim tepelerinden gegen bir ¢evre varsa grafa
Hamilton graf, grafin her ¢evresi bir Hamilton ¢evreye tamamlanabiliyorsa
grafa Randomly Hamilton graf denir.

Tamim 11:Bir grafin V tepeler kiimesi U ve W gibi iki bagimsiz kiimeye
ayrildiginda her ayritinin bir ucu U da bir ucu V de kaliyorsa grafa iki kiimeli
graf adi verilir.

Tanim 12:En az k+1 tepeli bir grafin her u,v tepe ¢ifti ikiser ikiger ayrik
k tane yolla birlestirilebiliyorsa graf k-birlestirilmis graftir. k nin enbiiyiik de-
gerine grafin birlestirilmisligi denir. Bu say1 grafi birlestirilmemis yapmak i¢in
graftan atilmasi gereken tepe sayisidir.

Teorem 2:Q, grafinin birlestirilmigligi n dir.

2. BIR RANDOM WALK ARACILIGINDA VARILMIS EN SON
YENI TEPE USTUNE HiPERKUBLE YAKLASIM

Stokastik siirecin durum uzay1 G grafinin tepeleri olarak alindiginda G
nin saptanmis bir x tepesinde baslayan,bu tepeye bitisik bir y tepesine esit ola-
silikla vardiktan sonra bu kez esit olasilikla y ye bitisik bir z tepesine varan ve
bu 6zelligi ardisik olarak gectigi her tepede saglayan bir yolda G nin tiim tepe-
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lerinin ziyaret edilmesi i¢in gereken adim sayisina zaman Ortiisii denilmekte-
dir. Zaman Ortiisliniin bulunmasi,en son yeni tepenin dagilimim saptama olarak
zor bir problem olmakla beraber olaya graf goziiyle bakildiginda en son yeni
tepenin dagilimi bir C, cevresidir.

Bos olmayan birlestirilmis bir G grafinda x ile baglayan bir random
walkla varilmasi gereken en son yeni tepenin y oldugu bir olay L(x,y) ile gos-
terilsin. x baslangicta ziyaret edilen tepe olarak diisiiniildiigiinde Pr(L(x,x))=0
dir.

Teorem 3:Eger G bir gevre ise ii¢ farkli X,y ve z tepesi igin
Pr(L(x,y))=Pr(L(x,z)) dir(3).

Teorem 4:u ve v birlestirilmis bir G grafinin bitisik olayan iki tepesi
olsunlar. O zaman u nun Pr(L(x,u))<Pr(L(u,v) yu saglayan bir x komsulugu
vardir.Ustelik V(G)-(u,v) ile indirgenmis alt graf birlestirilmis ise esitsizlik
kesindir(3).

Teorem 5:Eger p tepeli n-birlestirilmis bir G grafinda bazi k<n sayila-
11 igin ,her k tepeli SCV kiimesi |N(S)|>p*(k-1)/(p+1) esitsizligini saglarsa G
grafi Hamilton graftir(1). Burada N(S) S ye bitisik tepelerin kiimesidir(1).

Teorem 6: Q, hiperkiibii Hamilton iistelik randomly Hamilton graftir.

Ispat:Q, grafinda Teorem 5 de sozii edilen S kiimeleri olarak Tanim
11 de verilen ,Q, ni iki parcaya ayiran U ya da W bagimsiz kiimelerinin alt
kiimeleri alinirsa Q, n birlestirilmis oldugundan Teorem 5 saglanir. Buradan
Q. Hamilton graftir ve her yolu bir Hamilton g¢evreye tamamlanabileceginden
randomly Hamilton graftir.

Teorem 7:Q, grafinin  li¢ farkli tepesi x,y ve z ol-
sun.Pr(L(x,y))=Pr(L(x,z))=1/n dir.

Ispat:Q, grafi n-diizenli oldugundan,saptanmis bir x tepesi ile baglandi-
ginda ilk adimda 1/n olasilikla {V(Q,)-x } kiimesinin bir tepesine varilir. Bu
tepe t olsun Ikinci adimda t tepesinden 1/n olasilikla {V(Q,)-(x,t)} kiimesinin
bir z tepesine varilir. Bdyle devamla Q, nin tiim tepeleri dolasilir. {V(Q, )-x }
kiimesi 2"-1 elemanli olup x tepesini bu kiimenin tepelerine birlestiren
Hamilton yol x de katilirsa t=2" tepeli ve bir yolun ayrit sayisi tepe sayisin-
dan bir eksik oldugundan sozii gegen Hamilton yol a=2" -1 ayrithdir. Bu yo-
lun agarligi da 1/n” olur.

Agag diyagramu ¢izildiginde Q, nin her tepe ¢ifti arasinda varolan yol-
lar arasindan bazilariin Hamilton yol oldugu goriiliir.

Herbir adim stokastik siirecin bir ¢ikt1 fonksiyonu olarak diistiniiliip
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fn (m=1,2,...,2") ile indislenirse dal olasiliklar1 asagidaki bigimde he-
saplanir.

Birinci adimda (x baglangi¢ tepesinin se¢imi)

Pr(fi=r;| r;:baslangi¢ range)=n"/(n"*t)=1/t dir.

Ikinci adimda(x tepesinden bir adimla varilan tepelerin segimi)
Pr(fy=rj|f,=r;)=Pr(f, ve f,)/Pr(f;)=(n""/(n>*t))/((n*/(n**t))=1/n dir.
Ugiincii adimda(x tepesinden iki ayritla varilan tepelerin se¢imi)

Pr(fi=r| £r=1; ve fi=rj)=Pr(f; ve f; ve f})/Pr(f, ve £, )=
(™ H/(@**)/(n*/(n**t))=1/n dir.
Hesaplamalara devam edilirse a. inc1 adimda

Pr(ft\ ft—l ve ft_z Ve...fz ve f1 )=Pr(ﬁ ve ft—l ve ft_z VC...f2 ve fl)/(ft-l ve ft_z
ve ...F ve f))=(n"(n**t))/((n")/(n**t))=1/n olur.

Her adimdaki agarliklar bir 6nceki adimin agarliklarinin 1/n i oldugun-

dan sonugcta yolun ayrit sayisi(tepe sayisi) ne olursa olsun x tepesi ile baslayan
bir yolun olasilig1 her zaman 1/n dir.

Ornek 1:Sekil 2 de Q, grafi ve bu grafin baslangi¢ tepeleri x=0,1,2,3
tepesi alindiginda miimkiin yol dizileri verilmistir.

x=0 x=1 x=2 x=3
0 1 0101 1010 2010 3101
« 0102 1013 2013 3102
0131 1020 2020 3131
0132 1023 2023 3132
0201 1310 2310 3201
0202 1313 2313 3202
2 3 0231 1320 2320 3231
0232 1323 2323 3232
SEKIL 2.
Q, grafi
Sonugta bir Q, grafinda ¢ farkli tepe x,y ve z olsun.

Pr(L(x,y))=Pr(L(x,z))=1/n olur.

Ornek 2:Q; grafinda bir tur ortiisii 8 tepeli bir Hamilton yol olup 7 ayit-
lidir.Q; iin herhangi bir tepesi x olarak alinip her seferinde ona esit olasilikli
(1/3) komsu bir tepeye varmak iizere grafin tiim tepelerini dolasan yol
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(zaman oOrtiisii) 7 aynthdir. Sekil 3. de verilen Qs grafinin x=0 tepesi ile bag-
layan iki farkli tur ortiisi sadece 4 tepesi (3 ayrit1 ) alinarak hesaplamalar
yapilmustir.

Q; grafi
durumlar agirhklar
dl 1/8%27
d2 "
d3 "
d4 "
ds "
deé "
d7 "
ds "
d9 "
d1o "
d11 "
di12 "
d13 "
d14 "
d1s "
d16 "
d17 "
d1g "
d19 "
d20 "
d21 "
d22 "
d23 "
d24 "
d25 "
d26 "
d27 "

I

OO OO OO DD OCOOCOOCOOCOOR
N N N N N N N N N S N N N N N N N e N N
AN UNUNUNOODOANANAWWWOODUNULNULNWWWODDGR
R T N N N T N N S e "N \C G I NG IS N NG I T NS T NO I N NS R
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Pr(0 4 5 1) hesaplandiginda, n=3 ve 3 ayrith yollar alindigindan a=3
diir. Grafin tepe sayisi ise t=2°=8 dir.

Pr(0)=3"/(3**8)=1/8.
Pr(4]0)=Pr(4 ve 0)/Pr(0)=(3%/(3**t))/(1/8)=1/3.
Pr(5|4 0)=Pr(5 ve 4 ve 0)/Pr(4 ve 0)=(3"/(3**8))/(3%/(3**8))=1/3.

Pr(15 4 0)=Pr(1 ve 5 ve 4 veO)/Pr(5 ve 4
ve0)=(3"/(3**8))/(3'/(3**8))=1/3 olur.

Pr(0 2 4 6) hesaplanmak istenirse

Pr(0)=3%/(3**8)=1/8 .

Pr(2|0)=Pr(2 ve 0)/Pr(0)=(3%/(3**8))/(1/8)=1/3.

Pr(6]2 0 )=Pr(6 ve 2 ve 0)/Pr(2 ve 0)=(3'/(3°*8))/(3%/(3**8))=1/3.

Pr (46 2 0) = Pr (4 ve 6 ve 2 ve 0) / Pr (6 ve 2 ve 0) =
(3%/(3**8))/(3'(3**8))=1/3 olur.

3.MARKA TERCIiHi PROBLEMINE HiPERKUBLE COZUM

Toptanci piyasasindaki her firma tirettigi tirlinler i¢in yaptig1 dnceki sa-
tis baglantilarin1 eksiltmeksizin korumak ister. Eger tekrarli satiglara ait bilgi-
leri ve anahtar marka egilimini hesaplayabilirse ,bunlar yonetimin taktik ve
stratejilerini belirlemede 6nemli rol oynarlar.

[k problem bir peryotta tek bir mal igin anahtar markay1 ve piyasa yiiz-
desini belirlemektir. Bu bir olasiliksal Markov modelidir. Farz edelim ki sabit
bir durumda verilmis bir periyotta sadece iki {irliniin piyasa yiizdeleri bilinsin.
Bunu izleyen periyotta bu iki iiriinden birinin 6nceki satis popiilasyonuna bagl
olarak tanitim aktivitesi;

1)Sabit ve degisen durumun her ikisinde de zaman iliskisi
ii)Peryottan peryoda degisim

tii)Kiimiilatif satiglar

iv)Yakisama zamani

bilgilerine dayanilarak yapilir.

Problemin olasiliksal modeli;
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pij:0nceki peryotta i.c. mali alan kisinin j.ci mali alma olasilig1
N;(t+T):t+T zamaninda i.ci markanin satis miktari

N(t):verilmis bir periyotta piyasada tiim markalarin toplam satig mikta-
rin1 gostersin.

Ormnegin iki marka i¢in N; ve N, iki durum olmak iizere uygun bir
Markov siireci sekil 4. de verilmistir.

Py,

Sekil 4.
ki durumlu Markov siireci

Ni(t) ve Ny(t) T=0 anindaki 1.ci ve 2.ci markalarin satislar1 olsunlar.
putpiz=1 ve patpp=1 dir.

|:p11 P

} olasilik matrisi kisaca P ile gosterilirse
p21 p22

( Ni(t+1)  N(t+1) )=(Ny(t) Ny(t) )*P dir.
( Nu(t+2) - Nap(t+2) )=( Ny(t+1)  Ny(t+1) )*P
ile hesaplanir.

Genel olarak T=1,2,3...  almarak her mal i¢in toplam satig miktarlari
bulunur. Burada T nin alacagi son deger énemlidir. T sayist bir markadan bag-

layarak tiim markalar1 dolagsmak igin gecen zamani(yakinsama zamani- adim
sayisint) gosterir.

Bu problemde markalar1 bir grafin tepeleri; i.ci markay1 alan bir kisinin
daha sonra j.ci mali tecih etmesini iki tepe arasinda bir ayrit olarak diisiiniirsek
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bir graf problemi ile karsilagiriz. Bu grafta tiim tepeleri dolagsmak igin gereken
ayrit sayisinin bulunmasi T nin son degerini bulmak olacaktir. Bir grafta tiim
tepelerden, bu tepeleri birer kez kullanarak gecen yol Hamilton yol adim alir.
Q. hiperkiibii 2" tane tepesi ve n*2™' tane ayrit1 olan, Hamilton yola sahip
graftir. Q, nin Il.boliimde agiklanan 6zellikleri dikkate alindiginda marka ter-
cihi probleminde karsilagilan modelin grafi bir Q, grafi ise tiim tepeleri hem
esit olasilikla hem de tam bir kez kullanan yolun 2"-1 ayritli olacagi bilindi-
gine gore T nin son degeri 2"-1 olarak alinir.

ABSTRACT

In the consumer mass market, the struggle of each firm to retain the
loyalty of a large number of consumers and to cause other consumers to shift
to the brand of the firm goes unceasingly. ”Repeat buying” and “brand
switching” trends, if they can be determined, represent very valuable
information for managing a company’s tactics and strategy. One approach to
determining brand switching and market share on a period-to-period basis for a
single product is the probabilistic Markov model. Let G be a connected, simple
graph. A random walk on G, beginning at some specified vertex X,is a
stochastic process whose state space consists of vertices of G. At time 0 the
process is at x; if at time t it is at vertex y, then at time t+1 it will with equal
probability(namely the inverse of the degree of y) be at any z adjacent to y.
The cover time of a random walk on G is the number of steps required for all
vertices to be visited. In this work we proved that, the cover time of the
hipercube graph is 2" -1, if the Markov process is a hipercube. This number is
the convergence time of the process.
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