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Ozet: Bu calismada, SO(2,1) D SO(I,I) indirgemesine karsilik gelen potansiyel sinifinin bir iiyesi ele

alind1 ve Manning-Rosen potansiyeli bulundu. Bu potansiyele sahip sistemin dalga fonksiyonu ve sa¢ilma mat-
risi (Kerimov ve Seckin-Gorgun, 2002)’deki genel ifade kullanilarak belirlendi.

Anahtar kelimeler: Bir-boyutta sacilma, Cebirsel yaklasim, Ginocchio potansiyel sinifi, Manning Rosen Po-
tansiyeli, Natanzon potansiyelleri, Sagilma teorisi

Algebraic Approach of The Scattering of Manning Rosen Potential

Abstract: In this work, a member of a class of potentials corresponding to the reduction of
SO(Z,I) Y 0(1,1) is studied, and thus the Manning-Rosen potential is recovered. The wave function and

the scattering matrix of the system with this potential were determined using the general expression given in
(Kerimov and Seckin-Gorgun, 2002).

Key words: Algebraic approach, Ginocchio potential class, Manning Rosen potential, Natanzon potentials, One-
dimensional scattering, Scattering theory.

Giris

Relativistik olmayan kuantum mekaniginde analitik olarak ¢oziilebilen problemlerin incelenmesi uzun bir
gecmise sahiptir. Natanzon (1971, 1979) ¢oziilebilen Schrodinger denklemi icin genel bir potansiyel yapisi
bulmustur. Natanzon potansiyelleri adin1 alan bu genel yap1 analitik ve tam ¢6ziilebilen potansiyellerin bir ¢o-
gunu icerir. Ornek olarak Poschl-Teller, Morse, Rosen-Morse, Manning-Rosen, Coulomb, Harmonik osilator,
Hulthen, Scarf, Wood-Saxon, Kratzer, Toda, Ginocchio potansiyelleri verilebilir. Bu potansiyellerden Manning
Rosen potansiyeli iki atomlu molekiillerin titresimlerinin incelenmesinde ortaya ¢ikar (Infeld ve Hull, 1951).

Natanzon potansiyellerinin kuantum fizigindeki sayisal ve analitik uygulamalarindan biri de cebirsel yon-
temlerle sagilma problemlerinin incelenmesidir (Zwanziger, 1967; Frank ve Wolf 1984, 1985; Alhassid ve
Ark. 1983, 1984, 1986). Bu ¢aligsmalarda kullanilan yontemler ya diger sagilma problemlerine uygulanamamus,
ya da kullanilan teori yeterince gelistirilemediginden ¢ok-parcacikli sagilma problemlerine uygulanmasi olduk-
¢a zor olmustur.

Bu cebirsel yontemlerin diginda ¢oziilebilir bagli durum problemlerinin cebirsel olarak incelenmesi icin

farkli bir yontem Ghirardi (1972) tarafindan sunulmustur. Bu yonteme gore sistemin /A Hamiltonyeni
50(2,1) cebrinin C Casimir operatérine Q(x)(H —E) = [C—j(j+l)]|

50(2,1) cebrinin kesikli (discrete) seri temsillerini tamimlar ve #  kompakt jeneratdriin 6z alt uzayidir. Bu

ile baghdir. Burada j

H

yontemde invaryans cebir bilgisi bagli durum problemlerini ¢6zmeye yeterli olmustur.
Sagilma problemlerinin cebirsel olarak hesaplanmasi yoniinde giincel bir metot Kerimov (1998, 2002) tara-
findan sunulmustur. Bu metot invaryans cebri dogrudan kullanarak sagilma matrislerinin tam olarak hesapla-


mailto:endernur@ttnet.net.tr
mailto:endernur@yahoo.com

150 Nursen SECKIN GORGUN

nabilecegini gosterir. SO(2,1) grubuna H = f (C)|j{ iliskisiyle bagli sagilma problemleri ele alinmistir

(Kerimov ve Sezgin, 1998), burada H Hamiltonyeni C' Casimir operatoriiyle lineer iliskilidir ve # temsil
uzayinin bir-boyutlu alt uzaylaridir. Sagilma problemlerinin etkilesme potansiyel yapilari agikg¢a bilinmeksizin,
grup teorisi  vasitasiyla tamamen  ¢oziilebildigi  gdsterilmistir.  Ayrica  SO(2,1) D SO(2),

SO(2,1) o SO(1,1) ve SO(2,1) o E(1) alt grup indirgemelerine karsilik olarak SO(2,1) grubuna bagh
bir-boyutlu sagilma problemlerinin ii¢ sinifinin oldugu gésterilmistir. Hamiltonyenleri ile SO(2,1) grubunun

C Casimir operatorii arasinda

. |
[€=jG+D], =QH ~E) . j==Z—ip. 0 p<eo, p=my,2 ()

iligkisini koruyan sistemler i¢in etkilesme potansiyel yapisinin ne oldugu belirlenmistir (Kerimov ve Seckin-

Gorgun, 2002). Burada %1, SO(2,1) grubunun temsil uzaymin SO(2,1) > SO(2), SO(2,1) > SO(1,1)
veya SO(2,1) o E(1) indirgemelerindeki bir-boyutlu alt uzay;; p, m, v ve A parametreleri ise sirastyla
SO(2,1), SO(2), SO(1,1) ve E(1) grubunun indirgenemez temsillerini belirtir. Kullanilan p*, m*, v°

ve A parametreleri E  enerjisinin lineer fonksiyonlaridir. Buna gore, SO(2,1) o SO(2),
SO(2,1) © SO(1,1) ve SO(2,1) o E(1) indirgemelerine karsilik gelen potansiyel yapilari smiflandirilmis-
tir (ayrintilar igin bak Segkin Gorgiin (2002)).

Bu galismada analitik bir uygulama olarak SO(2,1) © SO(1,1) indirgemesine karsilik gelen potansiyel
smifinda @, = a, = a ’ya karsilik gelen potansiyel bulundu. Makalede (Kerimov ve Seckin-Gorgun, 2002)

genel yapilari verilen dalga fonksiyonu ve sacilma matrisi ifadelerini kullanarak bu potansiyele sahip sistemin
dalga fonksiyonu ve sagilma matrisi belirlendi. Elde edilen sonuglarin saglamasi olarak, sistemin dalga fonksi-
yonunun asimptotik davranisi incelendi. Yansima ve ge¢gme katsayilart bulundu. Bulunan sonuglarin makalede
verilen genel yapiyla uyumlu oldugu gorildi.

S$0(2,1) © S0(1,1) indirgemesine Karsilik Gelen Potansiyel Sinifi
Ghirardi (1972)’nin fikirleri izlenerek, / Hamiltonyenleri ile SO(2,1) grubunun C Casimir operatdrii

arasinda (1) iligkisini koruyan sistemler i¢in etkilesme potansiyel yapis1 bulunurken, Schrédinger enerji 6z de-
ger denklemi

. A
Cf:J(J+1)fo]=—E—lp,O£p<oo

bagntisinin saglanmasin gerektirir. Bu nedenle, Hamiltonyenler bulunurken SO(2,1) grubunun iiniter indir-
genemez temsillerinden temel serisini i¢eren indirgenebilir quaziregiiler temsiller goz oniine alinir.
SO(2,1) grubunun T quaziregiiler temsili == SO(2,1)/SO(2) hiperboloidinin iist kolunda

9802 -& 12 =& 22 =1, &, >0 tammlanan ve di quazi-invaryant hacim elemanina gdre karesi
integrallenebilen f'(&) fonksiyonlarmin L* (2, du) Hilbert uzayinda gergeklenebilir. Bu temsil, = deki her
bir d ,u(f ) quazi-invaryant 8lgiimlii L° (2, d) uzaymni tastyan quaziregiiler temsilin kurulmast igin kullani-

lacaktir. Bu temsil kurulurken d, ,u(f ) quazi-invaryant hacim elemam keyfi olarak segilebilir. 7(g) temsil
islemcileri ve 6l¢iimiin invaryansligi, sirasiyla
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T(g)f (& )=[dulé g)/du(& )] f(£ g)
= [ FENF(& Jule )

ile verilir. SO(2,1) grubunun her bir eleman: igin d,u(f )= d& saglamirsa E hiperboloidi invaryant 6lgii-
me sahip olur. Bu durumda d& = d& d&, /&, ve d,u(f g)/d,u(f )2 1 dur.
SO(2,1) © SO(1,1) indirgemesinde di quazi-invaryant hacim elemam SO(1,1) déniisiimleri altinda

2

-1/2
invaryant olacak sekilde segilir. Hacim eleman1 dy = U(f 5 )d E,u(é,) = (1 +£& 22) , U(,)20 ya-
pisindadir. Burada

cosh ﬂ sinh ,5’ z(x)

_ _ g, =20 3)
= -2 J1-22(x)
dir. fve x,—0< ,B <0 ve —00 < X <00 araliginda degisir; z(x) [— 1,1] arahiginda deger alan, R de

tiirevlenebilir bir fonksiyondur. J,, i = 0,1,2 quaziregiiler temsil jeneratorleri

| 1=z 0 o (2(1-2z%)
Jozz[— P s1nhﬂa+zcoshﬂ£—[2—2 2Js1nhﬂ}

_f1== 9 =2 =
JZ—{ coshﬂ zsmh,B o5 ( YE +2]coshﬂ}

yapisindadir. Burada J,, 1-2 diizlemindeki donmelerin yerini tutan operatérdiir. J, ve J, ise sirasiyla, 1 ve

2 eksenleri boyunca has Lorentz déniisiimlerinin yerini tutan operatorlerdir. C = J g -J 12 -J 22 Casimir
operatorii ise asagidaki gibi tanimlidir

(l—z2 o’ 1% 3(% 2(2+2%) 20

C="——"FH|t+tz7— + + =

z ox~ 2z 4 4(1_22)2 1-z"0p

SO(2,1) grubunun temel serisinin SO(2,1) © SO(1,1) indirgemesine kars1 gelen baz fonksiyonlar1 C

“4)

z

ve J,| islemciler kiimesinin 6z fonksiyonlaridir

1
cf,. = (— i p’ jfw 5)

Jlfvr =V vt 2 (6)
burada v SO(1,1) grubunun indirgenemez temsillerini belirtir ve 7 = £1 dir. f,_ fonksiyonunun gerdi-

gi bir-boyutlu alt uzayr #, ile, C islemcisinin bu alt uzaya kisitlanmasini da C,, ile gosterelim. Bdylece C

Casimir islemcisi
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o _l=zflo 1z 3(2)2+22(2+22)_Z’2V2

Rl Rt e ()
z* ox*> 2z 4\:z 22(1_22)2 1-z°
yapisini alir. Hamiltonyenlerin bu sinifi i¢in (1) bagintist asagidaki gibi yazilir
o N
C,—j(j+1)=0x)[H - E], j==5=ip. 0<p<m. ®)
Bu bagmti £ nin bir fonksiyonu olan v’ ve /O2 ‘nin
1+v: =aqE+b, , 1+ p° =a,E +b, 9)

secimiyle saglanabilecektir. Bu durumda Hamiltonyen, 2m = fi =1 olmak iizere asagidaki yapiy1 alir
2

d
H=-""4V(x
dx? )

bz*(1-2z%)

2
_3(142)_b222+1

Vix)=

4 252 2 2 __1
+ = d ZZ ) a1+a‘ +2a2(22 ) 58 ,(10)
R R z (z"-1) 4R
burada R(Z)= azt+ (a2 —al)Z2 ve A=(a, —a,)’ dir. H Hamiltonyeni

(Cv +p’ +%j 0= g

z

1— 22)?
—% dir. Burada

iliskisini degismez birakir. Bu ifade (8) denklemiyle karsilastirildiginda Q(x) =

z(x)
Hx)=2(1-2" ) JRE) (an

bagmtisini saglar. z ile x arasindaki iligkiyi veren (11) bagintisinda farkli parametre se¢imlerine karsilik de-
gisik z(x) ¢dziimleri bulmak miimkiindiir. Bdylece farkli parametre segimlerine karsilik farkli potansiyel ya-
pilar1 elde edilebilir.

Denklem (10)’daki potansiyellerin dalga fonksiyonlar1 f| ve (&) baz fonksiyonlarma baglidir. Burada v

SO(L,]1) grubunun indirgenemez temsillerini belirtir ve 7 = +1 dir. f, (&) baz fonksiyonlar: seri temsille-

rinin baz fonksiyonlari i¢in integral temsili yardimiyla bulunur. Dalga fonksiyonu
2j43

¥, (o) o (2) 2(1-2*) 4

T Jj+iv+1 r j—iv+l1 F ]+IV+1,]—ZV+1;1;ZZ
2 2 2 2 2

9ol j+iv+2 r J—iv+2 JF, ]+IV+2,]_ZV+2;§;ZZ (12)
2 2 2 2 2

iliskisine sahiptir. Burada , F| hipergeometrik fonksiyonlari ile I" fonksiyonlar1 arasindaki iliski asagidaki gi-
bidir (Bateman, 1953)
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“Tla+n)Tb+n) I'lc) z"
o) $ T 1)
s F(a) F(b) F(c + n) n!
Bu sinifa ait potansiyel fonksiyonlar1 enerjinin her pozitif degeri i¢in dalga fonksiyonunun iki kat dejenere-
ligine sahiptir. Bu yiizden, potansiyel tarafindan kismi olarak gegirilen ve kismi olarak yansitilan dalga paket-

leri diizenlenebilir. Burada ‘¥ fonksiyonu soldan gelen dalgay: temsil eder. Potansiyel engelinde yansima
olur ama ayni zamanda saga dogru gegis de olur. W, fonksiyonu sagdan gelen dalgay1 temsil eder. Potansiyel

engelinden yansima olmasina ragmen sola dogru gecis de olur. Bu ¢alismada 7 = +1 durumunu gbz 6niine
alacagiz.

S matrisi 2 x 2 ’lik iiniter matristir ve

S_RV T, 3
" \T, R, (13

R, = c(,o)l cosh(m/)l“(l —ip+ iv]l"[l —ip- ivJ
T 2 2

T, = —c(,o)lsinh(ﬂ,o)F(l —ip+ ivjf(l —ip - iv)
V4 2 2

yapisindadir. Burada C(p) keyfi bir faz carpamdir; p ve V parametreleri sirastyla SO(2,1) ve SO(L]) in
indirgenemez temsillerini belirtir.

Manning Rosen Potansiyeli
Bu béliimde analitik bir uygulama olarak SO(2,1) © SO(1,1) indirgemesine karsilik gelen potansiyel si-
nifinda @, = a, = a ’ya karsilik gelen potansiyeli ele alacagiz. Denklem (1)’den dolay1 bu potansiyele sahip

sistemin dalga fonksiyonunu ve sagilma matrisini (12) ve (13) denklemlerinden belirleyecegiz. Ayrica belirle-
digimiz sonuglarin bir saglamasi olarak, sistemin dalga fonksiyonunun asimptotik davranigini inceleyerek yan-
sima ve ge¢me katsayilarint bulacagiz.

Denklem (11)’de a, =a, =a aldigimzda R(z) = a,z * olur. Boylece z ile x arasindaki iliskiyi
v(&,) > 0 ifadesinden belirlenen z > 0 ve 1 — z* > 0 kosullarini kullanarak

“Al—e™Ve < x<0, -—1<z<0

z(x) = (14)
+1—e e 0O<x<oo, 0<z<I
olarak buluruz. Denklem (10)'da @, =a, =a, R(z) =a,z*, A =0 ve denklem (14)'deki z(x) ¢dziimii-

nil yazip diizenleme yaptigimzda A Hamiltonyeni

2 _ —
H:—dz—b1+b2 2+bz blCOth X _3/—4 —o<x<0
4asinh”| —
Ja
(15)
2 _ _
B S S S WY 0 [ [ S PP
dx 2a 2a \/;

4asinh? x}
&
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Manning-Rosen potansiyel Hamiltonyenine karsilik gelir.

Manning-Rosen potansiyeline sahip sagilma sisteminin dalga fonksiyonlar1 (12) denkleminden
-0 < x <0 i¢cin

4 4
Xszl 1+ZZ(V_p)’1_2l(v+p);l;1_62x/\/; -2 l_eZX/\/;F 3+2Z(V_p)
4 4 2 4
T 3-2i(v+ p) F 3+21(V_'0),3_2l(v+p);§;l—e2x“/; (16)
4 4 4 2
Ve
0< x <o igin
lI;+1(x)meipx/\/Z(l_e—Zx/\/Z)l/4 r 1+2Z(V_p) r 1_2Z(V+p)
4 4
xza[”z’(:"’),1‘2’2”“’);%;1_(“/@}2 1_e_zx/¢;r[3+2ziv—p)}

er —21(4v+ p)}FIF + 21(41/ - p) , 3 —21(4v+ p) ;%;1—52’”5}} an

iliskisine sahip olur. Burada v ve p, 2m=h=1, k> =2mE/h>, 0 < p <0 olmak iizere (9) bagmnti-

sindan v = +.Jak® +b, =1, p=+/ak® +b, —1 olarak belirlenir.

Manning-Rosen potansiyeline sahip sistemin sagilma matrisini (13) denkleminden belirleriz. Bu durum igin

R - c(p)%cosh(m/)l{%+ (v p)H%_i(v . p)}

(18)

I . 1 1

T, =—c(p)— smh(;zp)F[E +i(v - p)}r[g —i(v+ p)}
Vs

olur. Yansima ve ge¢cme katsayilarini asagidaki gibi buluruz

2 cosh® zv 2 sinh” 7,
R = e (19)
cosh” zv +sinh” 7p cosh” zv +sinh” 7p

Denklem (13) yardimiyla belirledigimiz (18) ve (19) ifadelerinin saglamasini denklem (16) ve (17) ile veri-
len dalga fonksiyonlarinin asimptotik davraniglarini inceleyerek yapalim.

Oncelikle — o0 < x < 0 araliginda tanimh (16) ifadesini goz oniine alalim. Burada lim (1 — ez’”\/;) 1

: — a x/a /4 — a q. . . .
lim e Ha (1 —e’ /\F) =e " Ha dir. Hipergeometrik fonksiyonlar
X—>—00

B
X—>—00
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lim , F 1+2z(v—p)’1—21(V+p);1;1_e2x/¢; _
x> 4 4 2
N [(ip) N T(-ip)e™
r 1-2i(v—p) r 1+2i(v+ p) r 1+2i(v—p) r 1-2i(v+ p)
4 4 4 4
ve
llszvl 3+2l(v_p)’3_2l(v+p);§;1_82x/\/; —
x> 4 4 2
Jr I'(ip) N T(-ip)ee :
2 F[3—21‘@— p)H3+ 2i(v + p):l FF + 2i(v—p)H3 —2i(v+ p)}
4 4 4 4

yapisini alir. Boylece
lim W, (x) oc V7 T(ip) T e 20)

iliskisini buluruz. Burada x, — o0 < x < 0 araligindadir ve

F[H 21’(:— p)}r{l —2i(:+ p)} r[3 +2i(v—p)}r[3 —2i(v+ p)}

4 4
B F[l —2i(v - p)Hl +2i(v + p):| - r[3 —2i(v - p)H3 +2i(v + p)}
4 4 4 4
yapisindadir. 7' yi daha diizenli olarak asagidaki gibi yazabiliriz
T=- - sinh(zrp)l“{% +i(v— p)}l{% —i(v+ p)} 1)
0<x<oo analignda tammh (17) ifadesini goz Gniine aldigimizda  lim (1 - e*z”ﬁ): 1,
lim '™/ (l e e )1/4 = e gir Hipergeometrik fonksiyonlar

X—>+00
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lim , F}

X—>+00

2

1+2i(v—p) 1-2i(v+ p) 'l'l—e_zx“/; _
4 4 92:

M)t
r[ - z(v—p)}r[nzz(wp)} F[1+2l(v—p)}r{l—21(v+p):|
4 4 4 4
lim FI[3+2i(V—p),3—2i(v+p);§;1_e_2x/ﬁ:|: ,
xtoo 4 4 2
W I(ip) N [(-ip)e
2 r[3—2i(v—p)}r[3+2i(v+p)} r{3+2i(v—p)}r[3—2i(v+p)}
4 4 4 4

yapisini alir. Boylece
lim ¥, (x) o 7 [2r(— ip)e” ™" +T(ip)R el‘f’”“] (22)
iliskisini buluruz. Burada x, 0 < x < o0 araligmdadir ve
r 1+2i(v—p) r 1-2i(v+ p) r 3+2i(v—p) r 3-2i(v+ p)
Az 4 4 N 4 4
2 r[l — 213: - p)H1 + 218: + p)} r["’ —2i(v - p)H.% +2i(v + p)}

4 4
dir. R vyi diizenledigimizde asagidaki yapiy1 buluruz

» 1 1 1
R =2""" —cosh(zv)[| =+i(v—p)[[| =—i(v+ p)|. (23)
b2 2 2
Denklem (21) ve (23) ifadelerini (18) ile karsilagtirdigimizda ¢(0) = o1e oldugunu goriiriiz.

Tartisma
Bu c¢alismada SO(2,1) grubunun temel serisine bagli ¢oziilebilir potansiyel yapilarindan

SO(2,1) © SO(1,1) indirgemesine karsilik gelen (10) potansiyel yapisini ele aldik. Analitik bir uygulama

olarak (11) denklemindeki @, = a, = a parametre se¢imine karsilik gelen potansiyeli Manning-Rosen potan-
siyeli olarak belirledik. Denklem (1)’den dolay1 bu potansiyele sahip sistemin dalga fonksiyonu ve sagilma
matrisi grup yontemiyle bulunabilir. Genel yapilar1 (12) ve (13) denklemleri ile sunulan dalga fonksiyonu ve
sacilma matrisi ifadelerini kullanarak bu potansiyele sahip sistemin dalga fonksiyonunu (—o0 < x < 0 aralig
icin (16), 0 < x < 00 aralig1 i¢in (17) ) ve sagilma matrisini (18) belirledik. Ayrica belirledigimiz sonuglarmn
bir saglamasi olarak, sistemin dalga fonksiyonunun asimptotik davranisini inceleyerek sagilma matrisinin (18)
denklemiyle ayn1 oldugunu gordiik.
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