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1. GIRIS

Deng [1], fuzzy metrik uzay konusunu bulduktan sonra, sabit nokta teorisi konusu arasgtirmacilarin ilgi
odagi haline gelmistir [2-6]. Fuzzy metrik uzaylarda 6zellikle Banach [7] tarafindan bulunan sabit nokta
teorisinin temel biiziilme prensibinden yola ¢ikilarak bir¢ok yeni biiziilmeler elde edilmis ve bunlar
genellestirilmistir [8-10]. Diger taraftan, fuzzy sabit nokta teorisinin énemli konularindan biri olan
Hausdorff fuzzy metrigi konusu Rodriguez-Lopez ve Romaguera tarafindan iiretilmistir [11]. George ve
Veeramani nin tanimladig1 fuzzy metrik uzayin bos olmayan kompakt alt kiimeleri kiimesi lizerinde insa
etmislerdir ve Hausdorff fuzzy metriginin bazi 6zelliklerini vermislerdir [12]. Sonra, Hausdorff fuzzy
metrik ozellikleri kullanilarak fuzzy metrik uzayda ¢ogul degerli biiziilmeler i¢in bazi sonuglar elde
edilmigtir [13-18].

Bu ¢alismada, daha 6nce bulunan y-biiziilme ve y-zayif biiziilmeyi kullanilarak genellestirilmis ¢ogul
degerli y-tip-1-biiziilme ve y-tip-11-biiziilme olarak adlandirilan iki yeni tip biiziilme tanimlanmustir.
Daha sonra, genellestirilmis ¢ogul degerli y-biiziilme doniisiimler icin bazi sabit nokta teoremleri
ispatlanmistir ve elde edilen sonuglarin kullanilabilirligini desteklemek i¢in bir 6rnek verilmistir.
2. TEMEL BILGILER
Tamm 2.1. *:[0,1] x [0,1] - [0,1] ikili islemi

1. = siirekli,

2. Hera€[0,1]icin*(a,1)=a

3. Hera,b,c,d €[0,1] i¢cin a<c, b<d iken * (a,b) <*(c,d)

ozelliklerini sagliyorsa t-norm olarak tanimlanir.

Tanmm 2.2. [13] Q bostan farkl1 bir kiime, = siirekli bir t-norm ve M: Q% x (0, o) bir fuzzy kiime olsun.
Herv, & u € X, s,t > 0igin

1. M(u,§t) >0,

2. M) =1 v=E§

3. M(v,§,t) = M(§,v,0),

4. M@, t+s) =2 M@, * M 1),
5. M(u, 1,"): (0,0) — (0,1] siirekli

ozellikleri saglaniyorsa, (2, M,*) tgliisiine fuzzy metrik uzay denir.

Tamim 2.3. (Q, M,*) bir fuzzy metrik uzay ve {v,}, Q da bir dizi olsun.

1. {v,} dizisinin bir v € Q noktasina yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart her s> 0
igin lim M(v,,v,s) = 1 olmasidir [4, 6].
n—»oo

2. Herp > 0ves >0 igin lim M(v,, Up4p,s) = 1 limiti var ise {v,} dizisine G-Cauchy dizisi denir.
n—-»>oo

[2, 19, 20].

3. Q daki her G-Cauchy dizisi yakinsak ise  tamdir [19, 20].

0 c Q olmak iizere, v € ) noktasina yakinsayan her {v,} € @ dizisi i¢in v € © ise © kapalidir. © daki
her dizinin yakinsak bir alt dizisi varsa ® kompakttir. Bu ¢aligmada, ) nun bostan farkl: biitiin kompakt
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alt kiimelerinin kiimesi K()) olarak tanimlansin. T: Q — K(Q) cogul degerli bir doniigiim olsun. Bu
durumda, bir v € Q noktasinin T nin sabit noktasi olmasi i¢in gerek ve yeter sart v € Tu olmasidir.

Tamm 2.4. [11] M: Q2 X (0, 0) bir fuzzy metrik ve {(v,, &y, s,)} dizisi bir (v,&,s) € Q2 x (0, )
noktasina yakinsak olsun. Eger

lim M(vp, &4, 8n) = M(V,§, 5)

n—oo

limiti var ise M siireklidir denir.

Onerme 2.1. [11] (Q, M,*) bir fuzzy metrik uzay ise M siireklidir.

M(v, 0,s) = supaeeM(v, 3, s) olarak verilsin. M fuzzy metrigi tarafindan iiretilen bir Hausdorff fuzzy
metrik Hy: K(Q) X K(Q) X (0, ) olmak tizere s > 0 ve 0, Z € K(Q) i¢in

Hu(Q,E,s) = min{ailgef)M(a, =z, s),ti)ggM(G), b,s)}

esitligi ile tanimlanir ve (K(Q), Hy,*) ticliisiine ise Hausdorff fuzzy metrik uzay denir.

Lemma 2.1. [11] (Q, M,*) bir fuzzy metrik uzay olsun. (Mg,") standart fuzzy metrik tarafindan tiretilen
(Hwmy,,+) Hausdorff fuzzy metrigi ile K(€) tizerinde tanimlanan Hq Hausdorff metriginden elde edilen
(My,,") standart fuzzy metrigi gakisir.

Tanmm 2.5. [10] y: [0,1) = R doniisiimii

(9-1) kesin artan,

(9-2) her {vp, }nen dizisi igin limv, =1 limy(v,) = +oo,
n—oo n—-oo

(g-3) stirekli

Ozelliklerini saglasin ve T, biitiin y-donisiimlerinin kiimesi olarak tanimlansin. y € I' olmak {izere
bir T: Q - Q doniistimii ve her v, € € Q i¢in

Hy(Tu, T, s) < 1 = y(Hy(Ty, TE,s)) = y(M(v,§,5)) + &
esitsizligi saglanacak sekilde bir 6 € (0,1) var ise T dontisiimiine bir y-biiziilme denir.

Ornek 2.1. Asagida y doniisiimiine bazi 6rnekler verilmistir:
Her @ € [0,1) igin,
1

) ()—+w (i)—s (V) =

Not: y kesin artan oldugu i¢in y-biiziilme sartin1 saglayan olan her T doniisiimii biiztilebilirdir, yani Tx #
Ty olmak iizere her x,y € X igin, M(Tx, Ty,t) > M(x,y, t) esitsizligi saglanir. Bdylece, her y-biiziilme
bir siirekli doniisimdiir.

Tamim 2.6. [10] y € I’ olmak iizere T: Q — Q doniisiimii verilsin. Her v, § € Q i¢in

Hym(Ty, TE,s) < 1 = y(Hy(Ty, TE,s)) = y(min{M(v, §, s), M(v, Tv, s), M(§, TE,s)}) + 6

esitsizligi saglanacak sekilde bir § € (0,1) var ise T doniisiimiine bir y-zayif bliziilme denir.
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3. SABIT NOKTA TEOREMLERI

Tanmm 3.1. T: Q — K(Q) olsun ve y doéntisiimii (g-1) ve (g-2) sartlari ile birlikte verilsin. Eger her
v, € € Qigin

Hy(Tu, T, s) < 1 = y(Hy(Tv, TE, s)) = y(min{M(v, §,s), M(v, Tv, s), M(§, T¢,s)}) + & (2.1)

esitsizligi saglanacak sekilde bir 6 € (0,1) var ise T ye genellestirilmis ¢ogul degerli y-tip-1-biiziilme
doniisiimii denir.

Teorem 3.1. (Q, M,*) bir G-tam fuzzy metrik uzay ve T genellestirilmis cogul degerli y-tip-I-biiziilme

déniisiimii olsun. T doniisiimii (g-3) sartin1 saglar ya da T siirekli olursa, bu durumda T nin bir sabit
noktast vardir.

Ispat. Q nun bir v, noktasi verilsin. Tv, € K(Q) oldugundan bir v; € Tv, vardir. Eger v, € Tv, ise
V4, T nin bir sabit noktasidir. Bu durumda ispat tamamlanir. v; € Tv; olsun. v; kapali oldugundan
M(vq, Tuq,s) < 1 esitsizligi saglanir. Ayrica M(vq, Tuq, s) = Hy(Tvug, Tuy, s) oldugundan ve (g-1)
sartindan,

Y(M(Ul, Tv,, s)) > y(HM (Tvg, Tuy, s))

elde edilir. (2.1) esitsizliginden
Y(M(v1, Ty, s)) = y(Hm(Tvug, Ty, s))

> y(min{M(vg, v, ), M(vg, Tvg, s)), M(vq, Tuy,s)}) + 8

> y(min{M(vg,v,5), M(v1, Tvy,8)}) + 8 (2.2)
elde edilir. Kabul edelim ki,
min{M(vy,v4,s), M(vq, Tvy,s)} = M(vq, Tuy, s)
olsun. Bu durumda, (2.2) den,
Y(M(v1,Tvy,s)) = y(M(vyg, Tuy,s)) + 6
elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. Bu nedenle,
min{M(vy,v4,5), M(vq, Tuy,s)} = M(vg,v4,5)
dir. (2.2) esitsizligi kullanilirsa
Y(M(vy, Tuy, 8)) = y(Hm(Tug, Tuy, 5)) = y(M(Vg,vy,5)) + 8 (2.3)

elde edilir. Tv; kompakt oldugundan, bir v, € Tv, vardir 6yle ki M(v1,V,,s) = M(vq, Tuy, s) dir. (2.3)
den,

Y(M(v1,02,5)) = Y(M(vg,v4,5)) + 8

elde edilir. Boyle devam edilirse bir Q de bir {v,,} dizisi elde edilir 6yle ki v,,; € Tu,, dirve hern € N
icin

Y(M(Un'Un+1' S)) = Y(M(Un—liunl S)) + 6
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saglanir. Bu sekilde devam edilirse, her n € N igin

Y(M(Un, Un+1,8)) 2 Y(M(Un-1,Vp,8)) + 8 2...2 Y(M(Vg, Uy, 5)) + nd (2.4)
elde edilir. (2.4) esitsizliginde n — oo i¢in limit alinirsa

lim y(M(Up, Uy, ) = +00

elde edilir ve (g-2) sartindan

lim M(v,,vh44,8) =1

n—»oo
bulunur. Simdi, {v,} dizisinin G-Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. (2.4) den,

YM(Vn, Unsp,8)) 2 Y(M(Vn—1,Unsp-1,5)) +8
= Y(M(Un—ZJUn+p—2'S)) + 28

> ].(‘('M(UO,UP, s)) + né (2.5)
elde edilir. Sabit bir p i¢in y(M(v, vp, s)) de sabittir, dolayisyla (2.5) de n — oo igin limit alinirsa,
1im Y (M(0y, Uy 5)) = +00
elde edilir. (g-2) sartindan,

lim M(v,, Vpik,8) =1
n—->oo

bulunur. Boylece {v,}, G-Cauchy dizisidir. Q tam oldugu i¢in, bir v € Q vardir 6yle ki limv,, = v dir.
n—oo
Kabul edelim ki y, (g-3) sartin1 saglasin ve bu durumda v € Tv oldugunu gosterelim. Bir an i¢in v & Tv

olsun. O halde bir ny € N ve{v,} in bir {v,, } altdizisi vardir dyle ki her ny = ny i¢in M(vp,,v,s) <1
dir. (2.1) den,
Y(M(xny +1, Tz 5)) = Y(Hu(Txn,, Tz 5))
= y(min{M(Xy,,7,5), M(Xp,, TXp,,s), M(z, Tz, s)}) + &
= y(min{M(Xy,,7,5), M(Xp,, Xn, +1,5), M(z, Tz,s)}) + & (2.6)
elde edilir. (2.6) da n - oo igin limit alinirsa,
Y(M(z,Tz,s)) = y(M(z, Tz,s)) + &

elde edilir ki bu ise bir ¢eliskidir. Yani, v € Tv dir. Kabul edelim ki T stirekli olsun, bu durumda

lim Tv, = Tv

n—-»oo
dir ve
M(v,, Tv, s) = Hy (Tu,, T, s)

saglanir. Yukaridaki esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa, M(v,, Tv,s) = 1 elde edilir. Ayn1 zamanda,
Tv kompakt oldugundan v € Tv dir.
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Tanim 3.2. T: Q = K(Q) olsun ve y doniisiimii (g-1) ve (g-2) sartlar1 ile birlikte verilsin. Eger her v, § €
Q icin

Hy(Ty, T, s) < 1 = y(Hy(Ty, TE,s)) = y(M(v,§,5)) + & (2.7)

esitsizligi saglanacak sekilde bir 6 € (0,1) var ise T ye genellestirilmis ¢ogul degerli y-tip-11-biliziilme
donsiimii denir.

Sonug 3.1. (Q, M,*) bir G-tam fuzzy metrik uzay ve T genellestirilmis ¢cogul degerli y-tip-11-bliziilme
dontisiimii olsun. Bu durumda T nin bir sabit noktas1 vardir.

Ispat. Q nun bir v, noktasi verilsin. Tvg € K(Q) oldugundan bir v; € Tv, vardir. Eger v, € Tv; ise
vy, T nin bir sabit noktasidir. Bu durumda ispat tamamlanir. v; & Tvu, olsun. Tv; kapali oldugundan
M(vq, Tuy, s) < 1 dir. Ayrica M(vq, Tuq,s) = Hy(Tvg, Tuy, s) oldugundan ve (g-1) sartindan,
Y(M(Ull TUll S)) = Y(HM(TUOi TUl; S))

elde edilir. (2.7) den,

Y(M(vy, Tug,s)) = Y(Hu(Tvg, Tuy, s)) = y(M(vg, vy, 8)) + 6

elde edilir. Tu; kompakt oldugundan, bir v, € Tv; vardir 6yle ki M(v1,V,,s) = M(v4, Tuy, s) dir. (2.7)
den,

Y(M(Ull U2, S)) 2 Y(HM(TUO' TUl) S)) = Y(M(UO' V1, S)) +8

elde edilir. Benzer sekilde devam edilirse, Q de bir {v,,} dizisi vardir 6yle ki v, 41 € Tv, dir ve hern €
N igin,

Y(M(Un, Vn+1,8)) 2 Y(M(Vn—1,Vp,8)) + 6

dir. Boyle devam edilirse her n € N igin,

Y(M(Up,v041,9)) = y(M(up—1,05,8)) + 8 =...= y(M(vg,v1,5)) + nd (2.8)
bulunur. (2.8) de n = o i¢in limit alinirsa,

lim y(M(op, Up1,5)) = +o0

elde edilir. (g-2) sartindan,

lim M(v,, vp41,8) =1
n—»oo

elde edilir ve {v,} nin G-Cauchy dizisi oldugu Teorem 3.1’in ispatindaki gibi gosterilebilir. Q. tam
oldugundan, {v,} birv € Q noktasina yakinsar, yani lim v, = v dir. (2.6) dan, Hy;(Tv, T§, s) < 1 olmak
n—»>oo

iizere her v, § € ( i¢in,

Hp (Tv, TE, s) > M(v, §, s)

elde edilir ve her v, € € Q icin,

Hyp (T, TE s) = M(v, &, s) (2.9)
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saglanir. M(vy44, Tv, s) = Hy(Tvuy, Ty, s) oldugundan ve (2.9) esitsizliginden,
M(vp41, Ty, s) = Hy(Tu,, Ty, s) = M(vy, v, s) (2.10)

elde edilir. (2.10) esitsizliginde n — oo i¢in limit alinirsa, M(v, Tv, s) = 1 elde edilir. Sonug olarak Tu
kompakt oldugundan v € Tv dir.

Ornek 31. Q={68, ="""2 neNj olsun. t; +t, = minft;,t,} olmak iizere d(v,§) = v —§|

standart metrigi ve her s > 0 i¢in standart metrikten tretilen fuzzy metrik ise My(v,§,s) =

s
s+d(v,§)

olarak tanmimlansin. y: [0,1) = R déniigiimii her @ € [0,1) i¢in y = ﬁ ve T: Q - Q doniislimil ise

({61} , v=0
T(“)‘{{ei,en_l} " u=s,

olsun. Oncelikle T nin cogul degerli y-tip-11-biiziilme doniisiimii oldugunu gosterelim:
(2.7) de, v = Tv,, ve § = Tuy olsun. Bu durumda Hy (Tvy, T, s) < 1 dir ve her p,k € N

HMd(TUp,TUk, s) <le Hd(TUp,TUk,S) >0 (p>k>1)veya(p>2vek=1)
saglanir. Lemma 2.1°den, Hy, (TUp, Tvug,s) = My, (TUp, Tuy, s) dir ve iki durum s6z konusudur.

Durum 1: Her p,k € N icin p > k > 1 olsun, bu durumda

S

s + Hq(Tup, Tuy)
S 2s

HMd (TUp,TUk, s) = MHd(TUp, Ty, s) =

CsH|uper — U] 25+ (-R@P+k-1

ve
S S 2s

S+d(Up,Uk)=S+|Up—Uk| T2+ (p-K)(p+k+1)

Mg (Vp, VK, S) =

elde edilir. Buradan da

Hy, (Tvp, Tvi, 8) > Mg (Vp, Vi, S)

elde edilir.

Durum 2: Her p,k € N icin p > 2 and k = 1 olsun, bu durumda

S
HMd (TUp,TUk, S) = MHd(TUpJ Toy, S) = s + Hd(TUp,TUk)

S 2s

_s+|Up_1—U1|=25+(p2—P—2)

ve
S S 2s

s+dUpU) s+ |up—vy| 25+ (P2 +p—2)

Mg (Vp, VK, S) =

elde edilir. Buradan da
Hpm, (Tup, Tug, s) > Mg (vp, vk, S)
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elde edilir. (g-1) sartindan her v, § € Q igin bir § € (0,1) vardir 6yle ki yukaridaki iki durum igin de
Hyp, (Tu, T, s) < 1 = y(Hum, (Tv, T, s)) = y(Mg(v,§,5)) + 8

saglanir. Boylece, T bir ¢ogul degerli y-tip-ll-biiziilme doniisimiidiir ve Sonu¢ 3.1°in biitiin sartlari
saglanir, dolayistyla T nin bir sabit noktasi vardir.
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