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Bir Sinif Jacobi Matrisi igin Ozdeger Problemi’
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Ozet : Bu calisma; 7 x 1 simetrik Jacobi matrislerinin 6zdegerleri {izerine bazi yeni
sonuglari icermektedir. Ele alinan problem; simetrik Jacobi matrisler ailesinin 6zel bir
halidir. Burada ele alinan simetrik Jacobi matrisi, bir sinif hiperbolik tip diferensiyel
denklemin fark denklemi hale getiriimesi sonucu olusan katsayilar matrisi ile aynidir
[4]. Elde edilen sonuglar; bazi diferensiyel denklem sistemlerinin ¢dzimdinin
davranigini irdelemeye imkan verir.

Anahtar sbzciikler: Ozdeger, simetrik Jacobi matrisi, Diferensiyel Denklemler

Eigenvalue Problem For A Class Of Jacobi Matrices

Abstract: This study contains some new results about the eigenvalues of a n X n
symmetric Jacobi matrix. The problem is a special kind for the of family of the
symmetric Jacobi matrices. The symmetric Jacobi matrix in this paper, is the same as
the coefficient matrix obtained by converting one class of hyperbolic type differential
equation into difference equation [4]. The obtained results enable to analyses the
behavior of the solution of the system of some differential equations.
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1.Girig

Bu calismada bir sinif simetrik Jacobi matrisinin 6zdegerleri ve bu 6zdegerlerin
davranisi incelenecektir. Jacobi matrislerinin ¢ézimlerinin varlik ve tekliklerinin temel teorisi
litaratlirde mevcuttur [5,6]. Simetrik Jacobi matrisleri genel olarak,

aj bl 0 0
5] %) b2 0 0
0 a b 0 .. 0
J= 2 3 3 (1.1)
. bnfl
0 Cn-1 ay nxn
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bigiminde verilen ve ¢; =bl- , 1=1,n—1sgartini saglayan matrisler olarak tanimlanmaktadir

[7]. ikinci bélimde; (1.1) ile gdsterilen simetrik Jacobi matrisilerinden 6zel bir matris ele
alinacaktir. Bu matris; Ax) ve g(x) fonksiyonlari stirekli fonksiyonlar, a, b katsayilari reel sayi ve
? >0igin

o'u  ,0°U  oU

——— -a +

b— =0 , (tx)eQ=R.x][0, (] (1.2)
o’ o> ot
Ut o)=ut ¢)=0 , t>0 (1.3)
U, x) = Ax) Ui (0, x) = g(x) . xelo, 0] (1.4)

biciminde verilen lineer hiperbolik diferensiyel denkleminin asagida gosterilecedi gibi fark
denklemi halinde yazilmasi sonucu elde edilen katsayilar matristir [4]. Yeterli kadar blyutk n
dogal sayisi igin [0, /] arali§inda asagdidaki gibi noktalar belirleyip uzakliga bagh sonlu farklar
yontemi kullanilarak; (1.2)-(1.4) problemi sonlu farklar problemine donustirilsin [1,8].

14
Xj = j . j = 0,n+1 olmak lzere (1.2)-(1.4) problemine uygun sonlu farklar yontemiyle
n+
olusturulmus problem;
2 2
" ' n+1)“a S —
U(t,2) 46U (1 5) -0 (U1 3x,00) = 2U(6,5) + Ut x,1)= 0, = L
l
(1.5)
Ut xo)=U(t, xp+1) =0 (1.6)
U@, x;) = fix;) , U’ (0, x) = g(x;) i=ln (1.7)
olur. Yukarida her bir i de@eri icin n tane denklemden elde edilen sistemde;
U(xp) S (x1) g(xy)
U(xy) S Gxn) g(x,)
esitlikleri ile 1xn boyutlu vektorleri,
-2 1 0
-2 1 0
0 1 -210 . 0
A= . . e (1.8)
. . A |
o o . . .1 =2
ile de nxn boyutlu matrisi gosterilirse (1.5)-(1.7) probleminden asagidaki ifadeyi elde edilir
[9,10,11].
” ! 2 2
= =" n+1)"a =
U+bU—¢AU=O (1.9)
£2
U0)=r , U (0)=¢ (1.10)

Bu galismada (1.9)-(1.10) probleminin ¢éziminden ziyade (1.9) denklemindeki (1.8) ile
gosterilen A matrisi incelenecektir. Ele alinan matrisin karakteristik polinomu vasitasiyla
sirasiyla; 6zdegerlerin tanimlanmis olduklari aralik, bu aralikta nasil siralandiklari ve
davraniglari incelenmistir. Elde edilen sonuglar matrisin elemanlarina bagl oldugundan, bu
galisma matrisin elemanlarina bagl olarak 6zdegerlerin siniflandiriimasi i¢in yeni bir
karakterasyon vermis olacaktir.



2. Simetrik li¢lii bant matrisin 6z degerleri

Bu bélimde n-mertebeden (1.8) matrisinin spektral yapisi incelenecektir.
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-2 | 0o . 0
1 -2 1 0 0
0 1 -2 1 0 .. 0
A=
. 1
0 1 -2
nxn
Biliniyor ki keyfi A matrisinin 6zdegerlerini ve d6zvektdrlerini bulmak igin,
Ap=1¢

denkleminden faydalanilir [1,2,3]. Bu sistem homojen sistem oldugundan; bilindigi gibi sifirdan
fakli ¢cozimuinlin olabilmesi icin A-AE matrisinin determinantinin sifira esit olmasi lazimdir.
Bunun i¢in asagidaki formda tanimlanmis P,(1) polinomunu incelemek yeterlidir.

-2-1 1 0 0
-2-1 0 0
P,(A)=| 0 1 -2-4 1 0 0 (2.1)
. 1
0 01 -2-4
Lemma 2.1.
vVn2>3icin; P, (1) =(-2-1) Po.g (4) - Pn2 (1) (2.2)

esitligi dogrudur.
Ispat : Yukaridaki (2.1) determinantinin degeri birinci satiri kullanarak hesap edilirse;

-2-1 1 0 .. 0
1 -2-2 | R 0
1+1 . . . 0
Pa(1)=(2-24)(-1) +
1
0 0 ! —2-4 (n=D)x(n-1)
1 1 0
0 -2-2 1 0
1(-1)""
. . . . 1
0 vee O 1 _2_1 (}’l*l).x(l’lfl)

olur. Elde edilen yukaridaki esitlikteki toplamin birinci determinanti P,_(1)’ ya esittir. Toplamin
ikinci determinantinin degeri ise; birinci sttun kullanilarak hesap edilirse degerinin P,_5(1) ya
esit oldugunu goérilur. Boylelikle (2.2) bagintisinin dogrulugu ispatlanir.

Sonug 2.2.
Yn>1igin Py(-4-2)=(-1)"P,(4) (2.3)
dir.
ispat: P,(4)’ nin tanimindan ,
Py (2) =-2-4, P () =(2+3)*~1
degerleri kolaylikla bulunabilir. Bu degerler indiksiyon metodunun ilk agsamasi olarak (2.3)’ Un
dogrulugunu kontrol i¢in kullanirsa;
Py (-4-2) = -2-(-4-1) = 2+ = -P4(})
Py (-4-2) = (2+2)%-1 = (-1)°Po()
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esitlikleri bulunur. Bu ise n = 1 ve n = 2 igin (2.3) Gin dodru oldugunu gésterir.ikinci asama olarak
varsayalim ki; n = k-1 ve n = k igin (2.3) esitligi dogru olsun. n = k+1 igin dogru oldugu
gosterilmelidir. (2.2) formiline gore,
Pis1 (-4-2) = (2+2) Py (-4-2)-Py. 1 (-4-2)
= (2+2) (-1) P ()-(-1)""Pic_1 ()
= (1) [ (-2-2) Pi(A)-Pie-1 (] = (1) P 1 (3)
olur. Buv n>1 igin (2.3) esitliginin dogru oldugunu gosterir.

Sonug 2.3.

Vv n>1 igin asagdidaki esitlikler dogrudur

Py (0) = (-1)" (n + 1) (2.4)
P.(-4)=n+1 (2.5)

ispat: (2.5) esitliginin dogrulugu (2.3) ve (2.4) den kolayca gériilir. Bu nedenle sadece
(2.4) esitliginin  dogru oldugunun ispatlanmasi yeterli olacaktir. Yine indiksiyon metodunu
kullanilirsa,

n=1ven=2igin; Pi(0)=-2,P,(0)=3
olur. (2.4) esitliginin n = k-1 ve n = k igin dogru kabul edip, n = k+1 igin dogru oldugu
gosterilmelidir. (2.2) den dolay: ;

Pt (0)= -2 P (0) - Py (0) = (-2)(-1)" (k+1)-(-1)"" k

= (-1)*" (2k+2-k)
= (1) ((k+1)+1)

olur. Bu ise (2.4) Un n = k+1 igin dogru olmasi demektir. Boylelikle Sonug 2.3’ Gin ispati yapilmis
olur.

Teorem 2.4.

Pn(A) ve P4 (1) polinomlarinin kdkleri asagidaki formda siralanmislardir.

—4<n <"V <<, V<™ <0 L izln

n=2k+1, vk >0igin, P, (-2)=0
ve kokler 4 = —2 noktasina gore simetriktir.

ispat: Koklerin A = —2 noktasina gére simetrikligi Sonug 2.2.’den gériilebilir. Lemma
2.1’ deki (2.2) esitliginden de

Py ('2) =- Py ('2)
dir. Buradan her k> 1 igin

Pacr(-2) = - Poes(-2) = .. = (-1)"P4(-2) = 0

olur.Teoremin esas hikmunu ispatlamak icin burada da indiksiyon metodu kullanilacaktir.

n=1ven=2igin;

P«(4) =0 = -2-2=0 = A=-2

Py(2) =0 = (-2-2)2=1 =  A=-3 A,=-1
dir. Py (1) ve Py (4) icin teoremin hukmU dogru olsun. Yani, bu polinomlarin sirasiyla (k-1) ve
(k) sayida negatif, ayni zamanda A = —2 noktasina gore simetrik olan kokleri mevcut olsun ve
Pc1(A) nin kokleri Py(A) nin kokleri arasina girsin. Koklerin negatif ve 1 =-2" ye gore
simetrikliginden anlasihyor ki, kdkler (-4, 0) aralidinda tanimlidir. Bu kokler sirasiyla,

ﬂ,'(k-” y i= l,k _1

A , i=1k

seklinde gosterilirse,

-4< /11-(") < /11.("_1) <...< ﬂk_i(k_l) < lk(k) <0
olur. Buise;

4 ==4-2,,9 =1k

A =42, D G=1 k-1
demektir.
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Buradan Py, (A) igin teoremin hikminin dogrulugu gorilir. Kokler simetrik
oldugundan (-4,-2) veya (-2,0) araliklarindan sadece birinde inceleme yapmak yeterli
olacaktir. P, (4) ve P,_(A) polinomlarini garpanlarina ayrildiginda,

Pea () = (D A= 4" 2"(2= 2, >} o0
Pe(A) = (D (=42~ 2.2 25
olur.[-4,— 2] araliginda P, ,,(A) = 0 denkleminin koklerini bulunsun.[—4,— igk)]arallgmm

uclarinda P, (A) 'ninisareti incelenirse, (2.5)’ den

Pa(-4)=k+2>0

olur. (2.2) formalinden ;
k k k k

P4y =(2-2p 40y - Py ()
olup, burada (2.6) kullanirsa;

P,A"y=0ve P, (1,%)>0

k\M k1M

olur ki, bu

Py (") <0

olmasini gerektirir. Bu ise Cauchy teoreminden; Hll(kﬂ) € (4, /ll(k)) 3 Py (/11(k+1)) =0
olmasi demekiir.

Simdi [ﬂi(k_l),/'tm(k)] i= 1,2,...,{]{7} parcalarinin uglarinda P,,;(4; ) nin

isaretleri bakilmalidir. (2.2) formilinden;
Pen () = (2= 2P 4 ) - BTy =0
dir. (2.6) den dolayi ;

Pea (4 = (2= 245 R 45 @7)
(2.6) daki ikinci esitlikten dolay! P, (/'Ll-(k_l)) nin isareti , (—l)k.(—l)k_i =(-1)" olur.
Bu sonug ve ﬂi(k_l) € (—4,-2) oldugu (2.7) de goz 6niine alinirsa; Py (xli(k_l)) nin isareti
(—l)i olur. (2.6) ve (2.2) ye gore
Pyt (i) = =P (41) (2.8)
dir. (2.6) 'e gore de P4 (/'Ll-H(k)) nin igareti (—I)k_1 (—l)l_l_i = (—l)i olur. Bu (2.8)'de goz

oniine alinirsa; P, (/IHl(k)) nin isareti (~1)"*! olur.
Yine Cauchy teoreminden;

kel k-1 0 - k-1 fe+l
EMHI( e (ﬂ“i( )J“Hl( )) 12152""’[T:| 3 By (ﬂ*iﬂ( " )):0

i 3 k+1 PR
olur. Boylelikle (-4,-2) araliginda P, ,(A) nin toplam olarak BN +1 tane koki oldugunu
bulunmus olur. k’nin tek veya ¢ift sayi olusuna goére koklerin sayisina bakilirsa;

y . y R k+1 S
I) Eger k tek ise; (-4,-2) araliginda P, (A) nin koklerinin sayisi olur. Simetri

Ozelliginden (-4,0) araliginda koklerin toplam sayisi (k+1) dir.
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k
)] Eger k cift olursa, (-4,-2) araiginda P, ,(A) nin koklerinin sayisi — olur.

k
Simetri 6zelliginden (-2,0) araligindaki koklerin sayisi E olur.

A=-2; P,,1(4) nin kdki oldugundan (-4,0) araliginda koklerin toplam sayisi (k+1)
bulunur.

Teoremin ispatindan anlasilir ki P, (A4) nin kékleri Py (A) nin kékleri arasina
yerlesir.

Teorem 2.5.

P,(A) polinomunun k&kleri igin, , limitler dogrudur.

Bu teoremin ispati asagida ispati yapilacak olan lemmalarin bir sonucudur. Ayrica bu
lemmalarda Teorem 2.5’ de sdylenen limitlerin yakinsama hizlari da incelenecektir.

ilk olarak; /1'1(;1) nin sifira yakinsama hizina bakalim.
1 1

Oncelikle genel terimleri ; M, = 2—— > 1 ve y, = 5 1
n n+ n—

oniine alalim Im >1 segelimki VA € l— 4,4+ ymOJ icin
B+A)A+4)
o o Xm
(=2-4) '
olsun. Bu m,’larin varlhgi asagidaki limitlerden agiktir.
(_1+:un)(_3+/un) 3

seklinde olan dizileri g6z

(2.9)

lim =—
n—>o 2-u,) 2
limy, =1

Lemma 2.6.

VA e [— 4,-4 + un+m0—1J igin, Byu1(A)> Xyim—15, (A ) esitsizligi vardir.

ispat: Ispat indiiksiyon metoduyla yapilirsa;

n =1 icin, B(A)=-2-1 P(A)=2+1)* -1
olur. (2.9) esitsizliginden VA e[-4-4+u, ] ign , P 1) > mePl(ﬂ) olur. Lemmanin
hikmindn n=k igin dogru kabul edip n=k+1 igin bakilirsa;

VAel-4 =4+ thomalicing P (V) > gy, 1 P() (2.10)
olup, VA € [-4,—4+n,,,, ] icin (2.2) formiilinden

Poir(A)=(2-)Pyy — P (1) (2.11)

M, > MU, oldugundan (2.10)-(2.11) den

1
Pk+2(/1)>(—2—/1— kaﬂ(/l)
Xk+my—1
1
> (2 ~ Hismy—1 — —JP +1(4)
k+my—1
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(5o 1 N 1 _2(k+my -1 -1 P2
2k+my, -1 2k+my,-1)+1  2(k+m,—-1)
1 2(k+m,)
=1+ P(A)=—r7—"—F (D)= Xpsmy Pest (4)
20k +my, -1)+1 2(k+m;)—1
dir.
Lemma 2.7.
lim (/In(")n2 )S L limiti dogrudur.
n—om 4
ispat:
VAel-4-4+ phy, ] icin,
1 1

P(A)=-"2-122- o, =2- + >
i(4) Hntm, =2 2n+my—2) 2n+my—2)+1

ve 7, > 1 oldugundan Lemma 2.6." ya gére

PA)>P _(A)>..>B(1)>0
olur. Buradan anlagiliyor ki [-4,—4 + 11,,,.,, ] araliginda P, (4) nin kdkii yoktur.

Sonu¢ 2.2 den anlasilr ki, [-W,,, ,,0] parcasinda da P, (4) nin kdki yoktur.
Buradan da

ﬂ'n(n) < ~Hpim,-2

elde edilir. Boylelikle

T, ,2) T 2)-_1
e
olur ..

Teorem 2.5 igin ispat
Teorem 2.4.’e gore
20 > 2,00 5 200D s s 4
yani; {Zl(")} dizisi monoton azalan ve alttan sinirli oldugundan bir noktaya yakinsar. Yani;

3 a >4,
n—»0
Benzer olarak

2,V <2,™ < "< <0

yani; {in(")} dizisi monoton artan ve Ustten sinirl oldugundan bir noktaya yakinsar. Baska bir

degisle /1,1(") W),BSO olur. Ancak Lemma 2.7 den B= 0 bulunur. Ayni zamanda

/1,1(") :—4—/11(n) oldugundan o= -4 dur. Bdylelikle sadece teoremin ispati yapilimakla

kalinmayip, koklerin yakinsama hizlari da bulunmus olur. Yani, {ll(”)} ve {An(”)} dizilerinin
kendi limitlerine hangi hizla yaklastigi gorulur.

2. Sonuglar

Bu calismada bir sinif n-ninci mertebeden simetrik Jacobi matrisinin 6zdegerleri
incelenmigtir. Ele alinan problem igin; 6zdegerlerin tanimh oldugu aralik, bu araliktaki yerleri ve
yakinsadiklari degerler hakkinda yeni bir karektrizasyon elde edilmistir. Bu sonuglar; simetrik
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Jacobi matrisinin elemanlarina bagli olarak 6zdegerleri hakkinda bilgi edinilmesine imkan
tanimistir.
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