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 Calismada, Fibonacci tipli polinom ailelerini igeren yeni dogurucu fonksiyonlara yer verilmistir. c —
* S polinom ailesinin bir genellemesi elde edilmistir. — <
* Bu polinom ailelerinin cesitli 6zellikleri elde edilmistir. m X
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1. GIRIS

Orta ¢agin en ileri gelen Avrupali matematikgilerinden biri olan Leonardo Fibonacci, Arap say1 sistemini
Avrupa’ya tanitan ilk kisidir. Matematige olan katkilariyla taninan Fibonacci’nin en dnemli eserlerinden
biri ise kendi adin1 tasiyan “Fibonacci Sayt Dizileri” dir. Bu say1 dizisi her terimin kendisinden 6nce gelen
iki terimin toplam ile elde edilmektedir. Fibonacci sayilariim agik gosterimi Eduard Lucas tarafindan
tanimlanmistir. Fibonacci dizisini tanimlamig ve ardindan bu say dizisiyle iliskili olan yeni bir say1 dizisini
matematik diinyasina kazandirmistir. Bu dizi ise Lucas dizisi olarak adlandirilmaktadir [1, 2].

Fibonacci say1 dizileri Fy =0 ve F; =1 olmak iizere

F

S

wo=Fu+F,s=012,..

rekiirans bagintisiyla tanimlanmistir ve bu sayi dizilerinin dogurucu fonksiyonu ise

c t
ZFStS B 2
— 1-t—t

olarak elde edilmistir [1, 3]. F(X) ile gosterilen Fibonacci polinomu olmak iizere

Fo()=0, F(x)=1

sartlar1 ile bu polinomlar

For2 (X)=XFg1 (X)+ F(x), s=0,12,...

rekiirans bagintisi ile tanimlanmustir [4, 5]. Fibonacci polinomlarinin dogurucu fonksiyonu

- ot
ZFS 1 Xt —

s=0
olarak elde edilmistir [1].
Lucas sayilart ise Ly =2, L =1 kosullar1 olmak tizere rekiirans bagintisi

Lp=Ley+L,5=012,..

ile tanimlanmustir [1]. Lucas sayilarinin dogurucu fonksiyonu

i Lt® =

s=0

seklinde elde edilmistir [1]. Baslangi¢ kosullar1 Ly(x)=2 ve Lj(X)=x olmak iizere Lucas polinomlar
ise

Leoa (X) =xXLg (X) + Ls3(x), s=1,2,...
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rekiirans bagintisiyla tanimlanmistir [6]. Burada Lucas polinomlarinin dogurucu fonksiyonu

- 2—xt

L ()t =—— 2
Z ° 1—xt —t?
s=0

dir [6]. Fibonacci sayilarinin bir diger genellemesi olan Tribonacci sayilar ise baslangic sartlart Ty =0,
T, =1 ve T, =1 olmak iizere

To=Tg 1 +Ts o +Ts 3, s=34.

rekiirans bagintisi ile gosterilmektedir ve Tribonacci sayilarinin dogurucu fonksiyonu ise

— t
Tt = 1.1
SZ; R T S -

seklinde tanimlanmustir [7, 8]. Tribonacci polinomlari, t, (X) =0, tl(x) =1 ve t,(x)= x? sartlar olmak
iizere rekiirans bagintisi

to,a(X) = X%g 0 (X) + Xtg,y (X) + 15 (X), $=012,...

olarak elde edilmistir [9]. Tribonacci polinomlarinin dogurucu fonksiyonu

t.(x)z° = z
ZS( ) 1-x°z-xz°-2°

seklinde elde edilmistir [1].
Tribonacci-Lucas sayilari, Ky =3, K; =1 ve K, =3 kosullar1 olmak {izere rekiirans bagintisi
KS = K571 + K572 + KS*3’ S :3,4,...
olarak tanimlanmistir ve Tribonacci-Lucas sayilarinin sayilarinin dogurucu fonksiyonu
c 3-2t—t?
- 1-t—t2 -t
s=0

olarak elde edilmistir [10]. Tribonacci-Lucas polinomu ko(x)=3, k(x)=x> ve ky(x)=x*+2x

kosullar1 olmak iizere rekiirans bagintisi
Ks3(X) = XKq, 5 (X) + XKq 1 (X) + ks (X), $=0,1,2...

seklinde tanimlanmustir [10]. Tribonacci-Lucas polinomlarinin dogurucu fonksiyonu

< 3—2x%t — xt?
ke (X)t° =——mM———
; (%) 1- X%t —xt? —t3
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olarak elde edilmistir [10].

HO(X, y,Z)=0, Hl(x, y,z)=1 ve Hz(x,y,z)z X kosullar1 olmak tizere Hg(X,y,z), S. ¢ degiskenli
Fibonacci polinomu igin rekiirans bagintisi

Hs (X, ¥,2)=xHs 1 (X, y,2)+YH 5 (XY, 2)+ZHs 3(X,Y,2),5 = 3,4,...

olarak tanimlanmistir [11]. Ug degiskenli Fibonacci polinomlarinin dogurucu fonksiyonu ise

C 1
ZHS X,Y,2) 3 (1.2
p—y —xt—yt°—zt

olarak elde edilmistir [11].

Ks(X,y,2), t¢ degiskenli Lucas polinomu, KO(X,y,Z)=3, Kl(X,y,Z)zx ve Kz(x,y,z)=X2+2y

kosullar1 olmak iizere rekiirans bagintisi
Ks (X% Y,2)=xKg_1 (XY, 2)+ YK o (X, y,2)+ZKs_3(X,y,2), s=3/4,...

seklinde tanimlanmistir [11]. Ug degiskenli Lucas polinomlarmin dogurucu fonksiyonu ise
o 2

ZKsXyZ 3 2xt2yt _

p—ry C1-xt- yt© -zt

olarak elde edilmistir [11].

Literatiirde, Fibonacci tipli polinom ailelerini inceleyen ¢ok sayida ¢alisma yapilmigtir [12-15]. Bu
calismalarda bazi 6zel say1 dizileri ve polinom aileleri incelenmis, ¢esitli genellemeleri yapilarak bu
polinom ailelerini i¢eren yeni dogurucu fonksiyonlar, dogurucu fonksiyonlarin kismi tiirevleri ve rekiirans
bagintilari elde edilmistir.

Ozdemir ve Simsek [16, 17] iki degiskenli Fibonacci tipli polinom ailelerini kapsayan yeni bir dogurucu
fonksiyon k,m,ne Ny i¢in

1

1— th _ ymtm+n (1.3)

H(t;x,y;k,m,n) =ZGjtJ =
j=0
olarak tanimlamustir. Daha sonra Kizilates ve arkadaslari tarafindan ti¢ degigkenli S; =S; (x,¥,z;k,m,n,c)
polinom ailesini k,m,n,ce N, —{0} ve ‘X t+y™t™ " 4 2™ <1 kosullart olmak iizere
1

" . . _ i
M = M(t,x,y,z,k,m,n,c)_ZSjt _1 Mo Jogminie (1.4)
=0 -y

olarak tanimlanmistir [18]. Daha sonra S polinom ailesinin agik gosterimine, dogurucu fonksiyonun kismi
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tiirevlerine ve rekiirans bagintilarina yer verilmistir. Ardindan diger polinom aileleri ve 6zel sayilarla
iligkilerine deginilmistir.

Bu ¢aligmada ise S; polinom ailesinin daha genel formu olan S}h) polinom ailesi incelenecek ve bu ailenin

ozellikleri tizerinde durulacaktir,

2. s](h) POLINOM AILESININ TANIMI VE OZELLIiKLERi

Tamm 2.1, Sgh) = Sj(h)(x, y.z;k,mn,c,d)  polinom ailesi  k,m,n,c,h,deNy;—{0} ve

X<t + y™t™ 4 2™ < d olmak iizere

M (M :=M(h)(t;x, y,z;k,m,n,c)=Z:S§h)tj = !

- 2.1)
=y (d _th_ymtm+n _thm+n+c)

seklinde tanimlansin. Bu esitlikte h=d =1 degerleri yazildig1 takdirde Es. 1.4 ile verilen S; polinom ailesi

elde edilir ve calismada verilen ozellikler ve ornekler saglanmaktadir [18]. Es. 2.1 de h=d =1 ve z=0
degerlerinin alinmasiyla Es. 1.3 ile verilen G; ailesi elde edilmektedir [16, 17].

Es. 2.1"deh=h +h, (h,h, e Ny —{0}) olsun. O halde

) o ]
ho)s hy)s
Zsj(hn 2)t ] :ZZSJ(_E)SI( 2)t ]
j=0 =0 1=0
elde edilir. Ardindan t/ lerin katsayilar1 esitlendigi takdirde

i
Sghﬁhz) _ Zsj(f}l)sl(hz) (2.2)
1=0

esitligi elde edilir. Ornegin Es. 2.2° de by =h, =1 degerleri yazilarak

j
sgz)(x, y,z;k,m,n,c,d) = ngl—)l S'(l)
=0

elde edilir. Burada S(jl) in d =1 durumunda S; olduguna dikkat edilmelidir. Es.2.1°de binom agilimimnin

kullanilmasiyla

e
S(h)_”+m & (h+j—(Mm+n=Ds—(Mm+n+c-Du-1\j—(n+m=1)s—(n+m+c—1)u
j_SZ_O: UZ_(; h-1 S+u
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S+u ; ;
x( ) jd —(h+ j—(m+n-1)s—(m+n+c-1)u) (Xk ) j—(n+m)(s+u)—cu ymszcu

esitligi ile verilen bu polinom ailesinin agik gosterimi elde edilmis olur.

Ornekler

1) [16, 17] deki ¢alismalara benzer olarak Sgh) polinom ailesinde X yerine ax , y yerine -1, d, k, m
yerine 1, n yerine a—1 ve z yerine 0 degerleri yazilirsa ve [19] daki Humbert polinomunun dogurucu

fonksiyonu kullanilirsa

3 s (ax,-1,0:1,1,a -1t} =
j=zo P : (1 axt+t)

ZH,JXW

esitligine ulagilir. Daha sonra t! lerin katsayilar1 esitlenerek
h
s (ax,-1,0;1,1,a-11) = X
" =11,.»

elde edilir.

2) [16-18] deki ¢alismalara benzer olarak Es.2.1 de X vyerine 2x, y yerine —1, zZ yerine 0 ve
h=d=k=m=n=1 degerleri yazilirsa ve [20] deki Legendre polinomunun dogurucu fonksiyonu
kullanilirsa

1

Zs (2%,-1,011Let) =—=
i 1-2xt +t

1 1
- A-2xt +t3)Y2 @—2xt +t?)V?

i P; ()t [i Pr(x)trJ
j=0 r=0

ii P, (0P, (0t

j=0 r=0
o o™ o [t/p]
elde edilir. Burada pe N, — {O} icin [21] deki ZZ A(r,t) = Z A(r,t — pr) esitligin kullanilmasiyla
t=0 r=0 t=0 r=0
Zs (2x,-1,0:1,11,c, )t = ZZP L (P ()t
j=0 j=0 r=0

olarak bulunur. Daha sonra t! lerin katsayilarinin esitlenmesi ile P, (X) Legendre polinomu olmak iizere
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j

s (2x-1,01116.0) = Y P (NP (¥)
r=0

esitligi elde edilir.

Tamm 22. k,m,n,c,dheNy;-{0} ve ‘thermth'n+thm+n+C <d kosullari olmak iizere
W (x,y,z;k,m,n,c,d) polinom ailesi
tn

M (t;x,y,z;k,m,n,c,d)t" = -
(d ko ymtm+n _ thm+n+c)

b
= Zw (M (2.3)
j=0
dogurucu fonksiyonu ile tanimlansin. Es. 2.3” de tanimlanan polinom ailesinde h=k=m=n=c=d =1
degerlerinin yazilmasiyla

0

ij(l)(x, y, 11,111t -
=0

t
—xt—yt? -zt

esitligi bulunur. O halde W (x,y,z,1,1,1,1,1) = H (X, y,2) esitlii elde edilir.

Bagka bir 6rnek verecek olursak eger Es. 2.3 de X yerine X2, y yerine X, z yerine 1 degerlerinin

yazilmasi ile

ZWj(l)(X,X2,1;1,1,1,1,1)tj =
=0

t
1—x%t — xt? -8

esitligi saglanir. Burada W® (x,x% 111111 =T;(x) elde edilir. S{") polinomunda h=d =1 degerleri

alinarak Kizilates ve arkadaslar1 [18] tarafindan verilen 6rnekler ile polinom aileleri ve sayi aileleri elde
edilebilir.

3. KISMi TUREVLER VE REKURANS BAGINTILARI

Burada Sgh) polinomunun M () dogurucu fonksiyonuna goére X,Y,Z degiskenlerine gore kismi tiirevleri

sirasiyla asagida verilmistir:

9 MO _ kL Oy
X ’

LAVIOE hmy ™M @ ()
ay 1

0

6_ M (h) _ hcchltm+n+cM (1)M (h) .
z

63



Zeynep Ozat, Bayram Cekim | GUFFD, 2(1): 57-67(2021)

Bu kismi tiirevlerin kullanilmasiyla asagidaki rekiirans bagintilari elde edilmistir.

Teorem 2.1.

j 21 dogal sayilar1 igin

i1

O a(h) _ k-1 M <@

=57 =k« D s s,
1=0

esitligi saglanir.
Ispat. Es 2.1” in her iki tarafimin X ’e gore tiirevlerinin alinmasiyla

0

Z sl = 1 :

i (d XKt — y mem+n tm+n+c)

t 1

= hkx 1

(d—th y mgmen _ 1:m+n+c)h '(d—th y mem+n tm+n+c)
! isgh)tm [isl(l)tlJ
j=0 1=0
k—liisgh)s t]+|+1

elde edilir. Burada j <1 igin Sj(h) polinomu §Séh) =0 olup j21 durumu igin t) lerin katsayilari
X

esitlendigi takdirde
o S
h k-1 h 1
= s{ =hke > s s
1=0

esitligi saglanir.
2.2. Teorem
Jj=m+n dogal sayilar1 i¢in

j—m-n

0 _
AR S
1=0

esitligi saglanir.
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Ispat. Es 2.1” in her iki tarafimin y ’ye gore tiirevlerinin alinmastyla

0

Zﬁs@)tl _9 2
jzoay ! ay(d —y mem+n _ tm+n+c)h

mn 1
(d—th ymEmen tm+n+c)h ‘(d—th ymtmn — tm+n+c)

— hmym—l

:hmym—l ngh)thmm {Zsl(l)ﬂ}
j=0 1=0

o 00

_ hmym—lz Z S J(h) Sl(l)t j+man+l

j=0 1=0
n

my™* i i si_ s

j=m+n 1=0

i

elde edilir. Burada j<m-+n igin ${ polinomu %s}"):o olup, j>m+n durumu icin t! lerin
katsayilar1 esitlendigi takdirde
j—m-n

0 _
AR I
1=0

esitligi elde edilir.
2.3. Teorem
j=m+n+c dogal sayilari igin
j—m—n—c

0 «(h 1 h 1
Esf)zhczc Z Sf)mnclsl()
=0

bagintisi elde edilir.

Ispat. Es 2.1” in her iki tarafinin Z ’ye gére tiirevlerinin alinmasiyla

Z S(h)tJ :_ : ZCm+n+C )h

j=0 (d XKt — ymgmen _

tm+n+c 1

- hCZC_l h k m+n m+n
(d—th y mgm+n _ 1:m+n+c) (d—Xt y Mt 7%t +c)
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8

— hez® L Z Sj(h)tj+m+n+c ( Sl(l)tl J
j=0 1=0
_ hCZcflzZSgh)Sl(l)tj+m+n+c+I

j=0 1=0

- o j—m-n—c ") 01
=hcz Z S St
j—m-n—c—I|
0

j=m+n+c I=

elde edilir. Burada j<m-+n-+c durumu igin ${" polinomu a—SJ(h) =0 olup, j>m+n+c durumu igin
z
t! lerin katsayilari esitlendigi takdirde

j—m-n—c

0 «(h =] h 1
—sf" = hez' > s s
1=0

esitligi saglanir.
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