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Singiiler ve Norm Degerleri i¢in Sinirlar

Ayse Dilek GUNGOR', Ali SINAN'

Ozet: Bu calismada oncelikle 7#Xxn tipindeki bir kompleks A4 matrisinin singiiler
degerleri icin iz ve determinant kullanilarak sinirlar elde edilmistir. Ayni zamanda satir
(sttun) Euclidean normu kullanilarak singller degerlerinin ¢arpimi igin sinirlar elde

n
1
edilmistir. Son olarak ise Tn z{—:| Cauchy-Toeplitz matrisi ve
g+i—jn

i.j=0

n

1

Hn = [—} Cauchy-Hankel matrisinin Euclidean ve spektral normlari
g+(z+])h =0

icin bir alt sinir bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Singiler deger, Cauchy-Toeplitz matrisi, Cauchy-Hankel matrisi,
Euclidean norm.

Bounds For Singular And Norm Values

Abstract: In this study, firstly we have obtained bounds for singular values of a complex
matrix A of order nxn using the trace and determinant. In addition, we have
obtained bounds for products of singular values using row (column) Frobenius (or
Euclidean) norms and determinant. Consequently, we have found lower bounds for the
Euclidean norms and spectral norms of Cauchy-Toeplitz matrix

1V | 1
T =|—r—— and Cauchy-Hankel matrix /{, =| —————
g+(i= s g+(i+ )

Key Words: Singular value, Cauchy-Toeplitz matrix, Cauchy-Hankel matrix, Euclidean
norm.

i,j=0 i,j=0

1. Girig
A nxn kompleks bir matris ve
GI(A)Z O'z(A)Z...ZGn(A)
A’nmin singller degerleri olsun. ||A||E ve detA, sirasiyla A’nin Eucliden normunu ve
determinantini gostermek lizere

* Bu makale DoktoraTezinin bir balimadr.
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ol(A)+oi(A)+..+ a2 (4)=|4] (1.1)
ve
o,(4)o,(4)..0,(4)=|det 4] (1.2)
oldugunu biliyoruz.
r.(A) , A’nin i-inci satirinin Euclidean normu ve «,,a,,...,q,

1 n

al +a; +.+a’ =n (1.3)
olacak sekilde pozitif reel sayilar olmak tzere
(04 o o
D= diag{ e L } (1.4)
r(4) r(4)" 7 r,(4)
késegen matrisi tanimlansin.
Burada
B=DA4 1.5)
katsayl matrisinin Euclidean normunun \/; oldugu aciktir. Eger «a, =a, =..=a, =1 ise o

taktirde B matrisinin her satirinin Euclidean normu 1'dir. Keza ayni sekilde ¢, (A) A’nin i-inci
sUtununun Euclidean normu ve

a a a
D=diag{ L 2. —" } (1.6)
e,(4) e;(4) "¢, (4)
olmak Gzere
B=4D (1.7)
matrisi tanimlanmigtir. Yine ||B||E :\/;’dir. a =a,=.=a,=1 ise B matrisinin her

sUtununun Euclidean normu 1 olur [4].

i, j=0

C :l: 1 } (xi # xj) Cauchy matrisi ve T = [ t, ln, ise
X =x; )| -

Teoplitz matrisi olsun. Cauchy Toeplitz matrisi, g ile & (h # 0) herhangi iki say! [% & Zj olmak

uzere

1 n
T, =|—F—=, (1.8)
{g +(l _])h:|i,j=0
bigiminde tanimlanir.

n

xl xj i,j=1 n

Hankel matrisi olsun. Cauchy Hankel matrisi, g ile & (h * 0) herhangi iki sayi (% & Zj olmak

Uzere

1 n
H =|— (1.9)
L+(1+J)hl_,-_o

biciminde tanimlanir.
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Teorem 1.1. [5] 4 ve B nxn tipinde kare matrisler ve 1<, <...<i, <n olsun. Bu
taktirde

k k
[1o,(4B)<]]o. (4)o,(B) (1.10)
t=1 =1
ve
k k
[To.(4B)=]]o, (4)0,.,..(B) (1.11)
t=1 t=1
dir.

Teorem 1.2. [2] A pxn tipinde ve B nxm tipinde birer matris ve 1<i, <...<i, <n
olsun. Bu taktirde

k
Ha (4B)=]]o, (4, ..(B) (1.12)
t=1

dir.

Bu calismada ik olarak; ©,..0,, 0, ,,..0,, O} +..+0; ve o, +..+0, igin

yalnizca k,/,n, ; Ve |detA| iceren sinirlar elde edilmigtir. Bunun yaninda o,...0,, 0,...0,

ve O o, igin yeni sinirlar elde edildi. Ayni zamanda satir (situn) Euclidean normu ve

n—k+1°**"~"n
determinant kullanilarak herhangi bir A matrisinin singiler dederlerinin ¢arpimi igin sinirlar elde
edilmigtir. Son olarak ise herhangi bir A matrisinin Euclidean normu igin bir alt sinir bulunmustur.

1 n 1 n
—} Cauchy-Toeplitz ve H, = {—} Cauchy-
g+(i—Jj)h i g+(i+j)h .

Hankel matrisleri Gzerinde 6rneklendirilmistir [1].

Ayrica bu sinir T, :[

2. iz ve Euclidean Normu Kullanilarak Singiiler Degerler igin Sinirlar

Ae C"™ (n=2), dzdegerleri reel A, >..24 >0 ve singller degerleri o, >...20,>0

olan bir kare matris olsun.Bu galismada; sadece £,/,n, L, Ve |detA| kullanarak o,...0, ,

o c,, O +..+0; ve o,  t..+0. (1 <k< n) igin sinirlar bulacagiz. Bunun igin

n—k+1°*" “n? n—k+1

ise, J. K. Merikoski ve A. Virtanen ( [3] ) “Bounds for eigenvalues using the trace and
determinant” isimli calismasi ile o] +... +o; :||A||Z ve o, ..0, =|det 4| bilinen
esitliklerinden faydalaniimistir. Ozel durumlar icin 0° =1 ve x, tanimsiz olmak tizere Ox =0

kabul edilecektir.
Teorem 2.1 1<k < nolsun. Bu taktirde

Jns)

ottt ol < |4 - (k) | (2.1)
E
2 2
(©, 0 )< (|det 4 |)% <(o,..0) k< % 2.2)
(Cypsi - O )/ T "“J;{ + 0, ”11” i +k+ % (2.3)

ve
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et 4| (2.4)

O-n—k+l . 'Gn

U4l
dir.
Teorem 2.2. 1 <k < n—2 olsun. O zaman

nek | Yolnk-1)

A 2 k+1
0.0, < ! . ! ” ”E (2.5)
(detA) | n—k| k+1
dir. 2<k <n-1 gsun. O zaman
n—k+1 %(k—l)
o o | k(det A 2K ;1 (2.6)
4],
dir.
Teorem 2.3. 1 < k < n olsun . Bu taktirde
n+l
1 (] 4
ol +..+0, < ! - UH? ” ”E (2.7)
(det 4) k n+1
el A ) n+l
Ol ot ol 2| AL - ! . (”_kH?HC | (2.8)
(det A) (n—k) n+1
dir.

3. Singiiler Degerlerin Garpimlari igin Norm ve Determinant Yardimi ile Elde Edilen Sinirlar

Bu bdlumde; (1.3), (1.5) ve (1.7) ifadelerini , (1.10), (1.11) ve (1.12) esitsizliklerini ve 2.
bdélimdeki singuler degerlerin ¢carpimlari igin verdigimiz sinirlari  kullanarak singller degerlerin
garpimi igin yeni sinirlar elde ettik.

Burada genelligi bozmadan 1. bélimdeki gibi A 'nin satir ve siitunlarinin
r (A)S rz(A)S < rn(A)
¢ (A) <c, (A) <..<c, (A)
bigiminde sirali oldugunu kabul edelim. Ayrica (1.3)'de tanimlanan ¢, ’ler igin
O0<a,<..<a,<q

olsun.
Ayni zamanda asagida verecegimiz teoremlerin timdii icin, A nxn tipinde bir matris ve

r ,(ci ) , A’nin i-inci satirnin(sitununun) Euclidean normu ve ¢, ’ler (1.3)'de tanimlandigi gibi

kabul edilecektir.
Teorem 3.1. 1<k <n olsun. Bu taktirde

e min(r,c,)
Opks1 0y S H — (3.1)
i=n—k+1 a[

dir.
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Teorem 3.2. 1<k <n olsun. Bu taktirde
(n—k)

n— k 2
( j |det 4] (3.2)
i=1 l"l
dir.
Teorem 3.3. 1 < k£ < n olsun. Bu taktirde
1
min(r,,c,) ? Stk
< H min(r;,c,) 1_1[ a, 1 ( L ij h (3.3)
0,.0, < .
e ke O { |detA| n—k\k+1
dir.
Teorem 3.4. 1 <k <[ <n olsun. Bu taktirde
R4
(k-1 % y T
e (k-1 (e a, e (n z i Q,
[T+ [[Fldetd]| <o,.o< [] -~ (3.4)
=1 A\ N i=1 C; itk O\ L |det A|
ve
Ikl 1Y o 2 ‘ kﬂ%(n k1)
H—’( j [H—’detA] <0,..0
i-1 &; n i=1 1
(1—k+1),
n Z ] n 2 %ﬂ*l) 4
¢, |ln (n a.
< e e —det 4 3.5
B (1 P R
dir.
Teorem 3.5. 1 <k </ <n-—2 olsun. Bu taktirde
O ts1++0 i1
g 2 %(nflJrku)
; . Hal 1 " I—kap k-1
<1 = ( ] (3.6)
i a; || detAd n—Il+k-1\I-k+2
dir.
Teorem 3.6. 1 < k </ <n olsun. Bu taktirde
)
BTN 4 ) /i
o -+ —L|det 4 3.7
=TT (T e o7

dir.
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Teorem 3.7. 1 < k <[ <n olsun. Bu taktirde

BN
: sl 11
O-n—l+k "'O-n (A) S H;_l(ﬁj 2 @ ai (38)

i o\ |det A|
ve
(1—k+1),
Lrin (n (& a 2o .
o, 0, < |- =-1|]|— —Lldet 4 (3.9)
ek ik O; [ (Z j (l’l] (];1[ v | |J
dir.
Teorem 3.8. 1 <k </ <n—2 olsun. Bu taktirde
2[(n—0 )e+1—k+1 %(n—l—l)
. )
Ly a 1 n )" "
o0, <1 — (3.10)
frk [k[ai |det 4] L—z(zﬂj }
dir.
Teorem 3.9. 1 <k <[ <n—2 olsun. Bu taktirde
e 2 %(n—l+k—2)
n—k+1 Hil =k2 )"
¢, || i« 1 n
oo < [ = (3.11)
ionta ;|| |detd| | | n—l+k-1\I-k+2
dir.
Teorem 3.10. 2 < k <n olsun. Bu taktirde
n—k
o (n—k\) 72
o e - H—( ) |det 4| (3.12)
i=k+1 C; n
dir.

B=DA ve B=AD matrislerinden elde edilebilen 4=D"'B ve A=BD™"' matrisleri
icin de benzer sekilde esitsizlikler elde edilebilir. Yalniz burada singtler degerlerin sirali olmasi

gerektiginden, yine genelli§i bozmadan A 'nin satir ve situnlarinin
n (A)Z rz(A)Z 2 rn(A)
c,(4)>c,(4)>..>¢,(4)
biciminde siral oldugu kabul edilecektir. Ayrica

O<a fa,<..<a

n

seklinde alinacaktir.

56



dir.

dir.

dir.

I1

dir.

A min(r,,c { a 1 !
.0, < £ = d
¢ 1_1[ a, 1 det 4 L—k(kﬂj }

Ayse Dilek GUNGOR, Ali SINAN

Teorem 3.11. 1 < k < n olsun. Bu taktirde
(n—k%

o0, >H )( _kj |det 4

llmmrl,c n

Teorem 3.12. 2 < k < n—2 olsun. Bu taktirde

1
H min(r;, ) B Stk
n

Teorem 3.13. 2 <k < n olsun. Bu taktirde
(n—k)/
- a, n—k 2
0,..0, 2 H : )( j |detA|

i=k+1 mm(”i »C; n

Teorem 3.14. 2 < k < n—2 olsun. Bu taktirde

n 7 "o 2 n—lk+1 n—k+1 %(k—l)
k| | [—|det 4 — <6, O
i=n—k+1 ai (1;[ }"l | |j ( n j n—k+1 n
2 %(n—k—l)

v,
n Hil k1R
< T1 L) e & 1 ( n j
o @ || det4 n—k\k+1

Teorem 3.15. 1 < k </ < n olsun. Bu taktirde

(k-1 A A Hc
e (k=1 &y a e (n)?] ¢,
igka,( n ] (1,_1[0_i|detA|] =k Hai(lj |detA|
ve
e (k=1 (4 @ ot
l_l[ka—{[ - j (1:1[7’|th|} <o,..0

dir.

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)
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Teorem 3.16. 1 < k </ < n olsun. Bu taktirde
1)

n—k+1 c. k—l (k_% "
o0z ] —’( j (H—|detA|j (3.19)

i=n—I+1 ai n i=1 1'
dir.
Teorem 3.17. 1<k </ <n—2 olsun. Bu taktirde
n 2 %(n—l+k—2)
}"l.
; Hi Ik Rl
ro||l a 1 n
0.0 H— (3.20)
a, || detd n—Il+k—-1\[-k+2
dir.
Teorem 3.18.1 < k </ < n olsun. Bu taktirde
n—l+k—1
n—Il+k-1 u
o e H - H—|detA| (3.21)
i=k a i=1 7"1
dir.
Ayni zamanda hemen belirtelim ki; bu bolimdeki sinirlar a, =a, =..=a, =1 i¢in de

saglanmaktadir.

4. Bir Matrisin Euclidean Normu igin Alt Sinir

A nxn kompleks bir matris olsun. B matrisi (1.5) ve (1.7)'deki gibi ve «;’ler (1.3)deki

gibi tanimlansin. Bu bolimde 6ncelikle 4 matrisinin Euclidean normu igin bir alt sinir elde edildi.
Daha sonra ise Cauchy-Toeplitz ve Cauchy-Hankel matrislerinin Euclidean normu ve spektral

normu igin B matrisini kullanarak ve g =1/2 ve h=1 alarak alt sinirlar elde edildi.

Oncelikle B matrisi igin
18], <21, 14, (4.1)

esitsizligi yazilabilir. Ayrica yine bilindigi Gzere bu B matrisi igin ||B||E = \/; ‘dir. O halde buradan

asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 41. A nxn kompleks bir matris olsun. ¢;’ler (1.3)de tanimlandigi gibi ve

r;,(c;), A’'mn i-inci satirinin (stitununun) Euclidean normu olsun. Bu taktirde

l

<M. 42)
Z(max(” ,j

Simdi Cauchy-Toeplitz ve Cauchy-Hankel matrislerinin normlari i¢in alt sinirlari incelenirse:
(1.8) ile tanimlanan Cauchy-Toeplitz matrisinde g = 1/2 ve h=1 alinirsa

2 n
Tn = T 7. N (43)
|:1+2(l _.]):|i,j—1

dir.

olur.
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Teorem 4.2. (4.3)deki 7T, matrisi ve (1.3)de tanimlanan ¢, ler verilmis olsun. Bu taktirde

Ry
n a2
n >y 1 d 1 <|z.|, @9
=Wl Ln+——i |+, ——i
2 2
ve buradan
7
n 2
> 1 < 1 <|z.|, @5
= —‘P(l,n+—i)+‘l’(1,—ij
2 2
dir.
Benzer sekilde (1.9) daki Cauchy-Hankel matrisinde g =1/2 ve h =1 alinmasi halinde
H, = {#} (4.6)
1+ 2(1 + ]) il
olur.
Teorem 4.3. (4.6)deki /{, matrisive (1.3)de tanimlanan ¢, ler verilmis olsun. Bu taktirde
B -1 %
n az
ny. ' 3 <|a,|, @n
= —‘I’[l,n +2+ij+‘P(l,+ij
ve buradan i
e
n 2
2 T <[a], s
=l —‘P(l,n+2+ij+‘l’(l,+zj
elde edilir.
Ornek4.1. a, =0,=..=a, =1,
Ry
n 1
a=|n Z 1 1
= —‘P(l,n+—ij+‘1’(l —ij
2
ve
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Re
: 1

b=
; | |
VY Ln+——i|+W|1,——i
2 2

olsun. T, matrisinin Euclidean normu ve spektral normu igin agagidaki tablolar elde ederiz.

n a T n b T
n||g nil2
1 2 2 1 2 2
5 |2.74731933 [6.340772176 5 1.22863855 |2.221440394
10 [2.91164444 | 9.389605038 10 10.92074281 2.221441469
20 |3.01166644 |13.61887703 20 [0.67342908 |2.221441469
50 13.08248181 |21.902721 50 10.43592875 |2.221441469
Orek4.2. o, =0, =..=a, =1,
RV
< 1
c=|n
2 AN
Y Ln+—+i|+¥Y 1,—+i
2 2
ve
7

—T@m+3+q+T@ﬁ+q
2 2

olsun. H, matrisinin Euclidean normu ve spektral normu igin tablolar ise asagidadir:

i I |4, " a |4,
1 0.4 0.4 2 0.29146708 | 0.372648022
5 0.36124 0.865852616 5 0.16155143 0.4935672
10 | 0.29378712 | 1.379025097 10 | 0.09290364 | 0.611593782
20 | 0.22475864 | 1.972031112 20 | 0.05025756 | 0.718764117
50 | 0.02236153 | 2.824466286 50 | 0.00211478 | 0.840784149
Burada o, =a,=..=a, =1 i¢in sinirlarin alz +0:22 +...+af =n olacak sekildeki

«;’ler igin bulunan sinirlardan daha

60

iyi oldugu goérilmustar.

Ornegin,

a, =05, a,=09,
a,=1.1, a, =13 ve a5 =+1.04 olsun. Boylece bu degerler igin a, b,c ve d sinirlari
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T

n

siraslyla; 2.618174275 < | o 1170883131 < ve

0.1462017314 < |H |, bigimindedir.

, 0.3269170099 < |H,

7.,

E
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