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Diskriminant Analizinde Gergek Hata Oranina iliskin Giiven
Araligi icin Bir Simulasyon Calismasi

Cemal ATAKAN'

Ozet: Bu calismada, gergek hata oranina iliskin M tahmin edicisine dayali mevcut olan
analitik gliven arahgi ifadelerinden elde edilen sonuglar, bootstrap teknigi ile elde edilen

sonugclarla karsilastirimaktadir. Karsilastirma sonucunda bootstrap tekniginin  daha dar
araliklar verdigi gérulmektedir.

Anahtar kelimeler: Diskriminant analizi, hata orani, giiven araligi, bootstrap.

A Simulation Study for the Confidence Interval Based on the Actual
Error Rate in Discriminant Analysis

Abstract: In this study, the existing analitical confidence intervals based on the actual
error rate estimator M compared with the bootstrap by simulation. It has been observed
that bootstrap results give norrower intervals.

Keywords : Discriminant analysis, error rate, confidence interval, bootstrap.

Girig
Diskriminant analizi, Gzerinde 6lgim yapilan bir bireyi sonlu sayida bilinen farkh kitleden
birine atanmasini gercgeklestiren istatistiksel bir tekniktir. Her bir kitle dlcimlere kargilik gelen X

rasgele vektorinin olasilik dagihmi ile karakterize edilir. Olasilik dagilimlari tamamen bilindiginde,
problem atama(siniflandirma) kuralini belirlemektir. Dagilimlar bigimsel bilindiginde, problem
kitlelerden alinan o6rneklemler yardimiyla parametre tahmini ve atama kuralini olusturmaktir.
Diskriminant analizinde amag, atama islemini mimkin olan minumum hatayla yapmaktir. Bu
optimizasyon kriterine gore elde edilen diskriminant fonksiyonlarinin degerlendiriimesinde hatali
siniflandirma olasiliklarinin ( hata oranlarinin) bilinmesi énemlidir. Hata oranlari; dagilimlarin ve
parametrelerin bilinip bilinmemesine, drneklem hacmi ve atama kurali gibi degisik kriterlere bagh
olarak hesaplanir.

M,ve M, birbirinden farkh iki kitle olmak Uzere, £=(X1,X2,...,Xp)' birey Uzerinde
Olcimlere karsilik gelen p- boyutlu rasgele vektoru MM, kitlesinden ise X ’in ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu f;(x,8,) bigciminde gésterilir. Burada, 8, parametre vektori ve xOO7 dir.
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X ‘in aldigi degerler p- boyutlu 07 6rneklem uzayinda olmak Uzere, siniflandirma
islemi bu uzayr B, 0B, =0” ve B, n B, =0 olan B, ve B, bolgelerine ayirir. Eger X 'in gézlem
degeri B, bdlgesinde ise bu gdzlemin yapildigi gézlem birimi I, , aksi halde I, kitlesine atanir.

Atama Kuralinin Olusturulmasi

Bu calismada Welch tarafindan onerilen toplam hatali siniflandirma olasiliklarini minimize
eden olabilirlik oran kriterine goére elde edilen lineer diskriminant fonksiyonu gz o6nine
alinmistir[1]. M, ve IM,, ortalama vektorleri M, M, veayn 2 varyans-kovaryans matrisine sahip

cok degiskenli normal dagilimli kitleler oldugu bilindiginde, toplam hatali siniflandirma olasihgini
minimize eden optimal siniflandirma kurall,
.{U(§)>kise x [l'e

aksi halde I, "ye atanir.
ile verilir. Burada,

/
U(&) :|:I_%(ll_11 +£2):l Z_I(EI _EZ)

iki kitleden birine ait oldugu ancak hangisine ait oldugu bilinmeyen rasgele gézlemin degeri
x icin parametrelerin bilindigi durumda f; (5;(&1,2)) ve fz(g;(gz,Z)) ortak olasilik yogunluk

fonksiyonlarinin birbirine oranlanmasiyla elde edilen kitle lineer diskriminant fonksiyonu, & = ln(q—z)
91

dir. ¢; birimin jinci kitleye ait olmasi olasiligi yani dnsel olasiliktir (i =1,2).
Parametreler bilinmediginde 1, ve [, kitlelerinden alinan n, ve n, hacimli rasgele

drneklemlerden hesaplanan tahmin edicileri Xl ve Zz Orneklem ortalama vektorleri ve S

birlestiriimis érneklem varyans-kovaryans matrisine bagli optimal siniflandirma kurali
A.{W(§)>kise x M'e

aksi halde I1,'yeatanir.
ile verilir. Burada,

/
=136 )| 57 )

parametrelerin bilinmedidi durumda, kitle lineer diskriminant fonksiyonunun elde edilmesine
benzer bigcimde elde edilen 6érneklem lineer diskriminant fonksiyonudur[2,3]. Bu galismada 6nsel
olasiliklar esit alindigindan & =0 olacaktir.

Hata Oranlari

Atama iglemi yapilirken, bilinen kitlelerin hangisinden geldigi bilenmeyen bir birim ait oldugu
kitleye degil de diger kitleye atanirsa, hata yapilmis olur. Diskriminant analizinde amag, atama
islemini minumum hatayla yapmaktir. Bu optimizasyon 6lgitliine gore elde edilen diskriminant
fonksiyonlarinin degerlendiriimesinde hata oranlarinin ya da hatali siniflandirma olasiliklarinin
bilinmesi dnemlidir. Onsel olasiliklar ile agirliklandiriimis hata oranina , toplam hata orani veya
toplam hatali siniflandirma olasilidi denilmektedir.

Hata orani genelde diskriminant fonksiyonunun dagilimina bagli olarak bulunur. Ancak hata
oranlari dagihmdan bagimsiz da hesaplanabilirf4]. Yukarida verilen atama kurallarina iligkin
optimal, gercek (kosullu) ve beklenen gergek (kosulsuz) hata orani gibi hata oranlari tanimlanir.
Optimal hata orani, parametreler bilindiginde elde edilen diskriminant fonksiyonu g6z 6niine
alinarak bulunan hata orani, gergek hata orani, parametreler bilinmediginde érneklemlerden elde
edilen tahminlere bagh érneklem diskriminant fonksiyonuna gore bulunan hata orani ve beklenen
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gercek hata orani, olasi tum oOrneklemler Uzerinden gergcek hata oraninin beklenen
degeridir[2,3,5,6,7].
Cok degiskenli normal kitleler géz 6nitne alindiginda, KDN(&,Z) ise U(X)’in dagihmi

(—l)i(—%) ortalamali ve A? varyansli tek degiskenli normaldir. Burada,

o’ =, _ﬁlz)/z_l (U, ~H,)
iki kitle arasindaki Mahalanobis uzakligidir.
Parametrelerin bilinmedigi durumda elde edilen W(X) ©6rneklem lineer diskriminant

fonksiyonunun dagiimi kolaylikla elde edilememektedir, ancak bazi sartlar altinda elde
edilebilmektedir[2,8]. (W (X) ifadesindeki tahmin ediciler yerine érneklemden elde edilen tahmin

degerleri alindiginda, W(X)’in bu tahmin degerlerine kosullandiriimis kosullu dagilimi elde
edilebilir.  Bdylece KDN(E[,Z) ise W(X) fin kosullu dagilmi, ortalamasi

/
{gi —%(Z1 +Zz)} s (x,-X,) ve varyansi (X, -%,)s'Z57'(x, -%,) olan tek degiskenli
normaldir[3]. Burada s, érneklem varyans-kovaryans matrisi S tahmin edicisinin tahmin degeridir.
Diskriminant fonksiyonlarinin dagilimlari géz 6ndne alindiginda, I1,’den bir birimin hatali
atanmasi durumunda ¢ kuralina gore optimal hata orani,
a(§)=PUX)<0/X0MN})
=®(-A/2)

O
& kuralina gore gercek (veya kosullu) hata orani,
@, (6) = POV (X) S0/ X OM|,X,.X,,5)

/
6 | 7w 5
=Q| —=¢ -
|, -5,)/ 5757, -5,))

ve beklenen gercek hata orani
E(a,($) = E[P(W(X) <0/ X 0M,)]

dir. Burada ®(.) standart normal dagihm fonksiyonudur. I1,’den bir birimin hatali atanmasi

durumunda da benzer ifadeler elde edilebilir. Buradan 6nsel olasiliklarin esit olmasi durumunda
toplam hatali siniflandirma olasiligi optimal ve gercek hata oranlari i¢in sirasiyla

a(§) = (@) + (&)
ve

aé) =2 (@@ +a,@)
bigciminde elde edilir[2].

M Tahmin Edicisi ve Gliven Araliklari

Gergek hata orani igin literatlirde bir gok hata orani tahmin edicisi tanimlanmistir. Bunlarin
bazilari parametrik, bazilari da parametrik olmayan tahmin edicilerdir[4,6,9,10]. Bu tahmin edicilerin
bir ¢cogunun istatistiki 6zellikleri icin analitik ifadeleri elde etmek zor oldugundan, similasyon
¢alismalariyla tahmin edicilerin istatistiki 6zellikleri veriimeye c¢alisiimistir[11,12]. Bununla birlikte
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gercek hata orani igin asimptotik bir tahmin edici olan M tahmin edicisinin istatistiki 6zellikleri igin
analitik ifadeler mevcuttur[13,14]. Bu tahmin edici, 1M, ’den bir birimin hatali atanmasi durumunda

aM = q;(_%) +ﬂ—§)[(p —1)/(Dny) + D{4(4p —1)= D} /(32(n; +n;)

+{(p=1)(p=-2)} (4Dn?)+(p-1){=D> +8(2p +1)D +(16/ D)} /(64n, D)
+(D/12288){3D° —4(24p +7)D* +16(48p> —48p —53)D?
+192(=8p +15)} (n +1n3)°]
biciminde tanimlanmistir. Burada ¢(.) standart normal olasilik yodunluk fonksiyonu ve
D?=(X,-X,) sT(X,-X,) 6mekiem Mahalanobis uzakiigidir. I,’den bir birimin hatals
atanmasi durumunda, &5', 4" ifadesinde n, ve n,degerlerinin yer degismesiyle elde edilir.
Buradan M tahmin edicisine gore gergek hata orani igin tahmini toplam hatali siniflandirma olasihigi
6" =@ +al")

ifadesinden elde edilir.
McLachlan, &nsel olasiliklarin ve varyans kovaryanslarin esitligi altinda c¢ok degiskenli
normal kitlelerden alinan érneklemleri g6z énune alarak, gergcek hata oranin M tahmin edicine bagh
yaklasik % (1—A)’hk given araligi ifadesini

B A - A
a,(é):6" £ {{n (D)} 7 (1=
biciminde elde etmistir[15]. Bu given arahdi ifadesi 6rneklem hacimlerinin biylk olmasi

durumunda dlM—al(f) ifadesinin dagihminin yaklasik olarak N(0,v,(4)) olmasindan elde
edilmistir. Burada,

L+(A2 /8) +{A2 +4(3p-4)+(p* —4p+5)16/1%)

n,  n+n, (4;11)2

+{(A2 —2p)/8}+{A4 +2(11p-16)A% +8(5p —4)
nin, (64n,(n, +ny))

20° +16(2p - 5)A =32(4p —13)A°

32(ny +ny)?

v (B) = {w(%)}z[ ,

t :

+{

1]

MmEL TP e e g2
ny+n, =2 2

tablo degeridir.

DS = ), %(1—%) olasiligina karsilik gelen standart normal

I1,’den bir birimin hatali atanmasi durumunda, a, (g%) icin guven araligi, a, (ge) ifadesinde
n; ve n,degerlerinin yer dedismesiyle elde edilir. Buradan M tahmin edicisine gbre gercek hata
orani i¢in tahmini gliven sinirlari

a(é): 6" +(W(DS)} v —g)

ifadesinden elde edilir.

Bootstrap Guiven Araligi

Bootstrap, bir yeniden o6rneklem teknigidir. Bazi parametre tahmin edicileri icin analitik
ifadeler mevcut olmadiginda, bootstrap teknigi kullanilarak bu parametre tahmin edicileri icin
degerler elde etmek mimkindir. Bu ydntemde, kitleden alinan » birimlik 6érneklemden, iadeli
olarak n birimlik yeni érneklemler olusturulur. Olusturulan bu 6érneklemler géz 6nine alinarak,

92



Cemal ATAKAN

ilgilenilen parametre tahmin edicileri igin tekrarli 6rneklem sayisi kadar tahmin degeri elde edilir. Bu
tahmin degerleri, parametre tahmin edicileri igin bir 6rneklem olusturur.  Olusturulan bu
orneklemden, tahmin edicilerin bilinmeyen tahmin degerleri elde edilir[16,17,18].

Bootstrap yontemi diskriminant analizinde uygulandiginda, M, ve I, kitlelerinden alinan n,
ve n, hacimli rasgele 6rneklemlerden iadeli cekiligler yapilarak olusturulan yeni n; ve n, hacimli

orneklemler g6z dnune alinarak hata orani tahmin edicileri i¢in tahmin degeri elde edilir. Bu islem
bootsrap tekrar sayisi olan B defa tekrarlanirsa, B tane hata orani tahmin degeri yani hata orani
icin bir érneklem elde edilmis olur. Bu B tane hata orani tahmin degerinin toplaminin B'’ye
oranlanmasiyla, hata orani tahmin edicisinin bootstrap tahmin degeri elde edilmis olur. Béylece &
hata orani tahmin edicisinin bootstrap tahmin degeri

1 B
af=—%a"
B b=1

esitligi elde edilir. Burada &’ , her bir bootstrap tekrari icin & ‘nin tahmin dederidir. Elde
edilen bu &’ bootsatrap tahmin degerleri kiiciikten biiyige dogru siralandiginda, sira

istatistiklerine dayali dengeli bir bootstrap giiven aralidi olusturulabilir. &° bootstarap degerleri
kigukten buytuge dogru siralandiginda, bastan (A/2)inci ve sondan (1-A/2)inci yuzdeliklere

karsi gelen tahmin degerleri gercek hata orani icin olusturulan %(1-A1)’lik bootstrap glven
arahdinin sirasiyla alt ve Ust sinirlarini verir.

Simulasyon Calismasi ve Sonuglar

Bu bolimde similasyon ile gercek hata orani igin M tahmin edicisine bagh hem analitik
ifadeye hem de bootstrap yontemine gore elde edilen given sinirlari degerlendiriimektedir.
Simualasyon calismasinda, degisken sayisi p =2,3,5 olan ¢ok degiskenli ayni(ortak) varyans-

kovaryansl normal dagihmh kitleler icin A=1,2,3, ny =ny =n=25,50,100, bootsrap tekrar sayi
B=1000ve (1-A4)=0.95 alinmistir. Sonuglar Tablo 1 - 3’ de verilmistir. Tablolarda; a(&) optimal

hata oranini, a'(ge) gercek hata oranini, @ gergek hata oraninin M tahmin edicisine iliskin tahmin

degerini, d% ve é'i?f,t gercek hata oraninin M tahmin edicisine bagh guven aralidinin alt ve Ust
sinirlarini, @™ gergek hata oraninin M tahmin edicisine bootstrap yénteminin uygulanmasiyla elde

MB B

edilen tahmin degerini, /% ve @® gergek hata oraninin M tahmin edicisine bootstrap yénteminin

uygulanmasiyla elde edilen tahmin degerlerine gére bulunan glven araliginin alt ve Ust sinirlarini
gOstermektedir.

Tablo1: A=1 (a(f)=0.3085) icin Hata oranlari ve Gliven Sinirlari

p 2 3 5

n 25 50 100 25 50 100 25 50 100
a(f) 0.3160 | 0.3412 | 0.3090 | 0.3256 | 0.3111 | 0.3088 | 0.3572 | 0.3216 0.3139
aM 0.3696 | 0.3559 | 0.2799 | 0.3049 | 0.2713 | 0.3032 | 0.2883 | 0.3561 0.3037
ﬁ'% 0.2153 | 0.2495 | 0.2364 | 0.1592 | 0.1741 | 0.2319 | 0.1370 | 0.2402 0.2303
aY | 05239 | 0.4624 | 0.3234 | 0.4507 | 0.3685 | 0.3745 | 0.4395 | 0.4721 0.3771
aMB 0.3626 | 0.3501 | 0.2793 | 0.2806 | 0.2650 | 0.2984 | 0.2512 | 0.3350 0.2922
é’%B 0.2524 | 0.2758 | 0.2454 | 0.1753 | 0.1816 | 0.2521 | 0.1192 | 0.2672 0.2455
d%E 0.4873 | 0.4228 | 0.3121 | 0.3879 | 0.3463 | 0.3467 | 0.3958 | 0.4078 0.3413
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Tablo 2: A=2 (a(f)=0.1587) igin Hata oranlari ve Gliven Sinirlari

p 2 3 5

n 25 50 100 25 50 100 25 50 100
a(f) 0.1700 | 0.1665 | 0.1606 | 0.1753 |0.1763 | 0.1610 | 0.1670 | 0.1630 0.1627
aM 0.1550 | 0.1717 | 0.1577 | 0.1659 | 0.1542 | 0.1911 | 0.1189 | 0.1657 0.1493
d’fl\}[t 0.0479 | 0.0929 | 0.1046 | 0.0547 | 0.0794 | 0.1325 | 0.0244 | 0.0870 0.0973
d’% 0.2621 0.2505 | 0.2109 | 0.2770 | 0.2290 | 0.2497 | 0.2134 | 0.2443 0.2012
aMB 0.1415 | 0.1676 | 0.1557 | 0.1543 | 0.1444 | 0.1864 | 0.1009 | 0.1520 0.1429
d%B 0.0736 | 0.1186 | 0.1166 | 0.0744 |0.0913 | 0.1408 | 0.0421 | 0.0794 0.1001
ﬁl-?;ltB 0.2168 | 0.2195 | 0.1960 | 0.2412 | 0.1981 | 0.2344 | 0.1648 | 0.2298 0.1866

Tablo 3: A=3 (a(é)=0.0668) icin Hata oranlari ve Glven Sinirlari

p 2 3 5

n 25 50 100 25 50 100 25 50 100
a(f) 0.0774 0.0686 27(; 0.0683 | 0.0696 0.0689 | 0.0731 0.0779 0.0689
aM 0.0816 | 0.0745 ;)93 0.1034 | 0.0959 | 0.0670 | 0.1002 | 0.0416 0.0737
d’% 0.0060 0.0251 23(; 0.0169 | 0.0385 0.0347 | 0.0145 0.0076 0.0522
é’% 0.1571 0.1238 10516 0.1900 | 0.1534 0.0992 | 0.1859 0.0756 0.0952
aMB 0.0739 | 0.0714 ?7(; 0.0895 | 0.0920 | 0.0647 | 0.0819 | 0.0367 0.0720
ﬁ%B 0.0204 0.0335 22% 0.0422 | 0.0470 0.0402 | 0.0366 0.0118 0.0556
CAY%B 0.1346 0.1162 (())416 0.1381 0.1408 0.0929 | 0.1304 0.0688 0.0901

Tablolar incelendiginde, butin durumlarda bootstrap given araliklarinin daha dar oldugu
gorulmektedir. Bununla birlikte 6rneklem hacmi artinldiginda, hem analitik ifadeden, hem de
bootstrap yénteminden elde edilen araliklar daha daralmaktadir. A de@eri artirildiginda yani kitleler
birbirinden uzaklastirildiinda hata orani degeri kiguldiginden, buna oranti olarak glven
araliklari da daralmaktadir. Degisken sayisinin, araliklar Gzerinde c¢ok etkili olmadiklar da
sOylenebilir.

Bu sonuglardan, gergek hata orani igin literatiirde bilinen diger tahmin edicilere bagh analitik
olarak elde edilemeyen glven araliklari, bootstrap teknigi kullanilarak elde edilebilir.
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