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Trigonometrik Fonksiyonlarin Toplam ve Fark Formiillerinin

Ortaogretim Diizeyinde Gorsellestirilmesi
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Ozet

Ispat matematikgilerce, matematik alaninin ve uygulamasinin temeli olarak gériiliir. Birgok
Ogrenci ise nigin ispat yapmayi Ogrenmek zorunda olduklarina anlam verememektedir.
Trigonometri ortaggretim matematik miifredatinin 6nemli bir konusudur. Trigonometriyle
calisirken 6grencilerin cogu esitlikleri ezberlemekte ve bunlari rutin alistirmalar1 ¢6zmek igin
uygulamaktadirlar. Ogrencilerden trigonometride ispat yapmalari istendiginde, esitlikleri taraf
tarafa toplamaya dayali cebirsel doniisimler yapmaktadirlar. Trigonometri kavramlarini
ogrencilerin daha iyi anlamalarini saglamak igin gorsel ispatlar yararli olabilir. Bu ¢aligmada
toplam ve fark formiillerinin gorsel sekillerle ispat edilmesi ve bunlarin diger arastirmacilara
tanitilmasi amaglanmistir. Bu amagla gorsel ispat ve cebirsel ispat sirastyla yapilmis ve bunlarla
ilgili baz1 6neriler verilmistir.
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Abstract

Proof'is viewed by mathematicians as central to the discipline and practice of mathematics.
Most students are unable to understand why they must learn how to write a proof. Trigonometry is
an important subject in the secondary school mathematics curriculum. When studying
trigonometry, most students just have to memorize a set of identities and to apply them to solve
routine exercises. When students are asked to do proofs in trigonometry, they do some proofs
usually consist of algebraic transformations linking a side of an identity to the other side. To
promote students' understanding of trigonometric concepts, visual proofs may be beneficial. In
this study, it is aimed to prove the sum and difference formulas in trigonometry by visual figures
and to introduce them to other researchers. For this goal, visual proof and algebraic proof
processes were made respectively and some suggestions were given about them.

Key Words: Visualization, sum and difference formulas, visual proof, algebraic proof,

Giris

Matematik; tabiatta bulunan nesneleri, olaylar1 ve durumlart modellemeye ¢alisan, gercek
diinyay1 aciklamak icin soyut kavramlar gelistiren ve soyut kavramlar arasindaki iliskilerden
olusan 6nemli bir disiplindir. Matematik 6gretim programlarinda ispat konusu, énemli bir yer
tutmaktadir. Ispatlar, matematigin bugiinkii bilgi birikimine ulagmasinda biiyiik rol
oynamuslardir. Yunanlilarin Oklit (Euclid) geometrisindeki ispatlardan farkli kiiltiirlerdeki gesitli
ispat sekillerine kadar ve hatta 20. yy.daki formal matematigin dayandigi kiime teorisine ve akil
yiirlitme yollarindan biri olan tiimdengelim siireglerine kadar bir¢ok matematik kavrami ispat
stireci  sayesinde gelistirilmisti. Hanna ve Williers (2008) matematikte ispat konusuna
miifredatlarda yeniden vurgu yapilmaya basladigini, bu egilimin ABD'deki National Council of
Teachers of Mathematics (NCTM, 2000)'in standartlarinda ve bir ¢ok iilkenin matematik
miifredatinda gozlendigini ifade etmislerdir. Matematik miifredatlarinin 6nemli bir kismini
ispatlar olustursa da, bir ¢ok lise ve liniversite 6grencisi ve hatta bazt matematik 6gretmenleri bile
ispatin yapisi ve dogast hakkinda yiizeysel diisiincelere sahiptirler (Gravina, 2000; Duval, 2002;
Ozer ve Arikan, 2002; Conner, 2007; Gravina, 2008; Sar1, 2008; Brown, Stillman, Schwarz &
Kaiser, 2008). Hanna ve Williers (2008), lise 6grencilerinin ispat yaparken matematikte sik¢a
kullanilan tiimdengelime dayali islemleri tercih ettiklerini ancak ispatin 6ziinii yeterince
anlayamadiklarmi belirtmistir. Clinkii matematik derslerinde yapilan ispatlarin ¢ogu cebirsel
olarak yapilmaktadir. Bu sekilde, 6grenciler cebirsel ifadeleri yeniden diizenleyerek ispat
yapmaktadirlar. Boylesi bir ispat siireci de ispati olusturan bilesenlerin kavramsal temellerinin
yeterince anlagilmamasina neden olmaktadir.

Hanna ve Sidoli (2007) gorsel gosterimlerin matematikteki ispat stirecinde kullanimi ve
olasi katkilari {izerine yogunlasan ¢aligmasinda, gdrsellestirmenin ispatlarin anlagilmasi tizerine
olumlu katkilar1 oldugunu ifade etmistir. Ozellikle bilgisayarlarla yapilan gorsellestirmelerin
ogrencilerin bir ¢ok matematiksel kavrami gorsel olarak kesfetmelerine veya incelemelerine
imkan tanidigina ve bdylece matematigin daha anlasilir hale geldigine vurgu yapmistir. Gorsel
gosterimlerin ispata yardimci olabilecegini, ispat1 biitiinlestirebilecegini yada tek basina ispatin
kendisi olabilecegini sdylemistir. Gorsellestirmenin daha ¢ok ispati biitiinleyen ve ispat siirecine
yardim eden roliiniin agirlikta oldugu, ¢ok az matematik¢inin gorsel ¢izimi ispat olarak kabul
ettigini de belirtmistir.

Ispat siirecine gorsel bir ¢izimden baglamak, 6zellikle ortadgretim diizeyindeki grencilerin
ispatlar1 daha iyi anlamasi igin bir secenek olabilir. Rahim ve Siddo (2009), gorsellestirmenin
matematiksel disiinmedeki roliine vurgu yapan c¢alismasinda, gorsellestirmenin ve gorsel
diistinmenin sadece geometri ile sinirli kalmamasini; matematiksel stirecleri ve kavramlari
anlamada da kullanilmas1 gerektigini ifade etmistir.

Karadag ve McDougall (2009), 6grenme siireci sonunda zihinlerde temsiller olusturmanin
cok onemli oldugunu, gorsellestirme ile yapilan 6gretim sonunda &grencilerin zihinlerinde
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gozledikleri olaylarla yada bir matematik kavramiyla ilgili gorsel temsillerin daha kolay
olustugunu ifade etmistir ki bu durumda gorsel temsiller kavramlar: anlamak i¢in birer vasita
olurlar ve 6grenme siirecini desteklerler. Malaty (2009) de calismasinda gorsellestirmenin neden-
sonug iliskisine dayal1 diisiinmeyi destekleyip desteklemedigine odaklanmistir. Ders kitaplarinda
bir ¢ok ¢izim kullanildigini ancak bunun yeterli olmadigini; 6grencilere yapilan
gorsellestirmedeki matematiksel anlamlar1 ¢ikarma yollarinin da 6gretilmesi gerektigini ifade
etmistir. Aksi takdirde 6grencilerin gérsel modellerden yararlanamayacaklarini soylemistir.

Aslina bakilirsa ilk caglarda yasamis olan matematikgiler, bircok kavrami, kurali ve
matematiksel bilgiyi tretirken gorsel ¢izimlerden yararlanmiglardir. Ancak yirminci yiizyila
gelindiginde, ispat siirecinde ¢izim yapma aligkanlig1 iyice azalmis ve bunun sonucunda ispatlar
sadece cebirsel islemler siireci olarak algilanmaya baslamistir (Alsina ve Nelsen, 2006). Oysa ki
matematigin ve matematiksel diisinmenin 6nemli bir pargast olan ispatlarda gorsellestirme
yapilmasi 6grenci kazanimlarina biiyiik katkilar saglayacaktir. Ispat siirecinde gorsel sunumlar
veya gosterimler kullanilmasi, en basta 6grencilere ispat i¢in cebirsel yontemin disinda, farkli bir
bakis agis1 kazandirir. Bu bakis agis1 6grencinin gorsel ve cebirsel diisiinme siireclerini beraberce
isletmesine imkan tanir ve sonugta yapilan ispat daha kalic1 ve anlamli dgrenilir. Ogrencilerin
cebirsel ispati daha iyi anlamalarina yardimci olan gorsel ispatlar matematik 6gretiminde daha
fazla kullanilmalidir.

2. Gorsellestirme ve gorsel ispatlar

Soyut matematik kavramlarinin anlasilmasinda, gosterimler (representations) ve
gorsellestirmeler (visualizations) ¢ekirdek gorevi goriir. Gorsellestirme sayesinde matematik
kavramlarini duyu organlart araciligiyla algilamak miimkiin hale gelir (Bagni, 1998). Ciinki
insanin goérme becerisi ¢cogu seyi gérmek icin yeterli degildir. Bazi seyler cok kiiciik ya da ¢cok
uzakta olduklart i¢in goriilemezler. Bunlarin goriilmesi i¢in insanoglu mikroskop teleskop gibi
cesitli araclar gelistirmistir. Ancak bazi seyleri gorebilmek i¢in her hangi bir ara¢ kullanmak da
miimkiin degildir. Soyut matematik kavramlari da bu gériinemeyenler arasindadir (Arcavi
2003). Gozle goriilmeyen matematik kavramlarinin anlasilmasi i¢in, soyut kavramlarin miimkiin
oldugunca goriiniir ve hayal edilebilir hale getirilmesi gerekir. Gorsellestirme bir nesneyi, bir
eylemi yada siireci gortilebilir yapar. Yani gorsellestirme (visualization) goriinmeyeni goriiniir
yapan bir metottur (McCormick vd., 1987, p.3; Bagni, 1998).

Gortinmeyeni goriiniir yapmada kullanilan araglar; resimler, ¢izimler, sekiller, goriintiiler,
diyagramlar, tablolar gibi iki boyutlu yada ii¢ boyutlu modeller olabilir. Bilindigi iizere
matematikte yer alan kavramlar son derece soyut kavramlardir. Ogrencilerin matematigi
anlamada yasadiklari zorluklar, matematik egitimcilerini 6gretimde anlamay1 destekleyen yol ve
yontemler arastirmaya sevk etmistir. Bu baglamda 6zellikle son 20 yilda matematik egitimcileri,
matematik egitim-6gretiminde gorsellestirmeye dikkate deger bir dnem vermeye baslamislardir.
Insandaki diisiinme siirecinin bir pargast olan gérsel imajlarin 6grenme ve anlamaya katkilarin
vurgulayan birgok c¢alisma yapilmistir (Arcavi, 2003; Duval, 2002; Tall, 2004; Guzman, 2002;
Stylianou ve Silver, 2004; Delice, 2004; Presmeg, 2006). Son yillarda ayrica “Sozsiiz Ispatlar”
(Proof Without Words) akimi popiiler olmus; bilimsel ve giincel dergilerde, gazetelerde vb.
oldukgca fazla yerini almistir (Alsina ve Nelsen 2006).

Matematikte gorsellestirme konusuna deginen g¢aligmalara bakildiginda matematiksel
diistinmeye, anlamaya, problem ¢ézmeye ve ispat siirecine katkilarma odaklanan calismalar
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gdrmek miimkiindiir. Ornegin Tall (2004), matematiksel diisinmede gorsellestirmenin rolii
iizerinde durmustur. Ogrencilerin matematigi Ogrenirken duyusal-edimsel, goriintiisel ve
sembolik zihinsel faaliyetlerinin beraberce islemesi gerektigini, sadece bir kavramin
gosterilmesinin yetmeyecegini, dgrencinin kavramla ilgili ¢esitli islemler yapmasi gerektigini
sOylemistir. Gorsellestirme ister bilgisayarda yapilsin isterse kagit kalemle yapilsin bu siirecin
yasanmasi gerektigini vurgulamistir. Arcavi (2003) matematik kavramlarimim 6gretiminde ve
ogrenilmesinde gorsellestirmenin roliine odakli ¢aligmasinda, goérsellestirmenin goriinmeyeni
gOriiniir yapma giiciinden bahsetmis; matematik kavramlarinin soyut olmasi nedeniyle gortniir
hale getirilmesinin kavramlar1 6grenmede yararli oldugu iizerinde durmustur. Calismasinda
cesitli matematik kavramlarinin gorsel sunumlarinin nasil yapilacagi konusunda ornekler
vermistir.

Duval (2002) calismasinda, matematiksel diisiinmede gorsellestirmenin biligsel roliinii
aciklamistir. Gorsellestirmenin matematigi anlamada 6zellikle de geometride ¢ekirdek roliinde
oldugunu ve bu roliin 6grenmeye nasil etki ettiginin cesitli yonleriyle arastirilmasi gerektigini
matematik alanini segen ve bu yolda ilerleyen dgrenci sayisinin ¢ok az oldugunu belirtmistir.
Ogrencilerin bir ¢ogu icin matematikteki ispatlart yapmanin anlamsiz islemler siireci oldugunu,
bu diisiincenin mutlaka degistirilmesi gerektigini vurgulamistir. Bu diisiincenin degismesi i¢in
ispat slirecine ogrencinin aktif katilimmin saglanmasini, ispatlarin gorsellestirme gibi farkli
yollarla yapilmasini, ispat siirecini kesfetmelerine firsat verilmesini ve 6grencilerin motive
edilmelerini 6nermistir.

Dufour-Janvier et al.(1987) matematik egitiminde gorsellestirmenin yararlarini 4 baslik
altinda toplamistir: 1. gorsel gosterimler matematigin ayrilamaz bir pargasidir, 2. gorsel
gosterimler bir kavrami gesitli sekillerde somutlastirmay1 saglar, 3. gorsel gosterimler
kavramlarin anlasilmasinda yasanan bazi zorluklart yenmeye yardimci olur, 4. gorsel gosterimler
matematigi daha ilging ve etkileyici hale getirir. Bu yararlarin 6grencilerin matematigi anlamalar1
acisindan ¢ok oOnemli oldugunu, bu nedenle gorsellestirmenin matematik Ogretiminde
kullanilmas1 gerektigini ifade etmistir.

Presmeg (2006) calismasinda gorsellestirmeyle ilgili yapilan bir ¢ok ¢alismayi incelemis ve
gorsellestirmeyle ilgili ¢aligma yapmak isteyenlere Onerilerde bulunmustur. Matematik
egitiminde 1980'li yillardan sonra yapilandirmact yaklagimin daha baskin hale geldigini, gorsel
disiinmenin matematik egitim Ogretimindeki roliiniin aragtiran nitel c¢alismalarin artig
gosterdigini sOylemigtir. Matematikteki ispatlarin 6gretiminde gorsellestirmenin yararli bir
yontem oldugunu ifade etmistir. Caligmasinin sonunda oniki arastirma sorusu ortaya ¢ikarmis ve
bu arastirma sorularmin aragtirilmasini énermistir. Ornegin bu sorulardan biri “Matematiksel
soyutlama ve genellemede gorsellestirme nasil katki saglamaktadir?” sorusudur.

Hanna & Williers (2008) caligmasinda, gorsellestirmenin matematiksel ispat siirecine
katkilarini arastirmistir. Matematikteki ispatlarin ¢ogunlukla cebirsel olarak yapildigini bu
durumda bir ¢ok 6grencinin ispatlarin nigin yapildigini tam anlamadigini, gérsellestirmenin ispat
stirecini destekledigini ifade etmistir. Gorsel ispatlarin, 6grencilerin matematikteki ispatlara farkli
bir agidan bakma becerisi kazanmasina katki sagladigi, daha fazla duyu organina hitap ettigi igin
6grenmeyi ve hatirlamayi kolaylastirdigini tespit etmistir.

Pettinelli (2008) caligmasinda kolayca resmedilen seylerin hatirlanmasi ve anlagilmasinin
kolay oldugunu; ¢iinkii gorsel goriintiilerin insanda daha fazla duygusal deneyim olusmasini
sagladigim1 ve duygusal deneyimler attikca da anlama ve hatirlamanin kolaylastigini
vurgulamistir. Kiigiik ve karmasik seyleri anlamanin ve hatirlamanm zor oldugunu, ¢iinki
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insanoglunun resimlerle disiindiigiinii soylemistir. Kolay resmedilen seylerin kolay
anlagilacagini ifade etmisgtir.

Hanna ve Sidoli (2007) de ispatlarin gorsellestirilmesiyle ilgili ¢aliymasinda bu konuya
deginmis; gorsel ispat yapmanin en basta gelen amacinin ilgili matematiksel kavrami agiklamak
ve daha anlasilir hale getirmek oldugunu ifade etmistir. Matematik egitim-0gretiminin temel
amacinin matematik kavramlarmin daha iyi anlagilmasimni saglamak oldugu diisiiniildiiglinde,
gorsel ispatlarin 6nemi daha da iyi anlagilmaktadir.

Sar1 (2008)'nin aktardigina gore Moore (1994) 6grencilerin ispat yaparken karsilagtiklar
zorluklarin 7 biiyiik nedeni oldugunu tespit etmistir. Bu nendeler sunlardir: Ogrencilerin; 1.
tanimlar1 ve bunlari ifade etmeyi bilmemeleri, 2. kavramlari sezgisel olarak ¢ok az anlamalari, 3.
zihinlerindeki kavram imajlarmin ispat yapmak igin yeterli olmamasi, 4. kendi érneklerini
tiretmekte ve kullanmakta isteksiz davranmalar1 yada bunu yapamamalari, 5. ispat yaparken
tanimlar1 nasil kullanacaklarini bilmemeleri, 6. matematiksel dili ve isaretleri kullanmay1
bilmemeleri ve 7. ispata nasil baslayacaklarimi bilmemeleridir. ~Ogrencilerin ispatla ilgili
yasadiklar1 zorluklarin asilmasinda, gorsel ispatlar yardimer olabilir.

Borwein ve Jorgenson (1997)' a gore, cebirsel ispatla gorsel ispati ele aldigi calismasinda, iki
ispat tiirti arasindaki farklara deginmistir. Cebirsel ispat gecerli bir dizi islemin sonucunda varilan
cikarimdir ve geleneksel olarak climlesel bir yolla sunulur. Gorsel ispatta ise sabit bir goriintii
olusturulur. Iyi bir gorsel ispat, cebirsel ispatta olan bilgileri aynen yansitabilmelidir. Yine
Borwein ve Jorgenson (1997)" a gore kabul edilebilir bir gorsel ispat ii¢ sart1 saglamalidir:

1)Giivenirlik(Reliability) : Ispat giivenilir olmalidir, her kontrolde degisik sonug
vermemelidir.

2)Tutarlilk(Consistency): Ispat, bilinen gergeklerle, inanglarla ve ispatlarla tutarl:
olmalidir.

3)Tekrarlanabilirlik(Repeatability): Ispati baskalari da yapilabilmeli veya
gosterilebilmelidir.

Bu tig kriter cebirsel ispatlar i¢in de gegerlidir. Ancak gorsel ispatlarda mutlaka g6z 6niine
alinmalidir.

O halde 6grencilerin matematigi daha iyi anlamasini saglamak igin derslerde cebirsel
ispatlar ve gorsel ispatlar beraberce sunulabilir. Bu ¢aligmada trigonometride 6nemli yer tutan
toplam ve fark formiillerinin ispatinda, gorsel ¢izimlerden baslayip adim adim ilerleyen siirecin
tanitilmasi amaglanmistir. Boylece 6grenciler ve 6gretmenler i¢in daha anlamli olacagina inanilan
ezberden uzak bir yaklagim sunulmaya calisilmistir. Caligma, toplam ve fark formiillerinin
Ogretimine bir alternatif olmasi agisindan teorik olarak tasarlanmustir.

3. Toplam ve Fark Formiilleri

Trigonometri matematigin dnemli bir konusudur. Ortadgretimde 10. sinif matematik
Ogretim programindaki trigonometri 6grenme alaninin kazanimlari incelendiginde; 6grencilerin
trigonometrik fonksiyonlari anlamalari, uygulama yapabilmeleri, siniis, kosiniis, tanjant,
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kotanjant kavramlarini kullanarak degisik problem durumlarint ¢ézebilmeleri, toplam ve fark
formiillerinden yararlanarak farkli geometrik durumlarda istenen ac1 degeri, mesafe, ytlikseklik
gibi degerleri bulmalart gibi kazanimlar hedeflenmektedir (MEB, 2006). Ortadgretimde
trigonometrideki toplam ve fark formiilleri 6gretilirken genellikle formiiller bir liste halinde
verilir ve Ogrencilerin bu listeyi ezberlemeleri istenir. Toplam ve fark formiilleriyle ilgili
uygulamalar yapilir. Ancak bu formiilerin g¢ikarildigr geometrik gorsellestirmeler yapilmaz
(Delice 2004). Bu durumda 6grenciler de bu formiileri anlamaktan 6te sadece ezberlerler. Oysaki
glinimiiziin matematik O0gretimi ezberi degil anlamayi On plana g¢ikarmaktadir. Asagida
formiillerin gorsel ve cebirsel ispatlar1 verilmistir. Gorsel ispatlar yapilirken “Math Made Visual”
(Alsinaand Nelsen, 2006)'den yararlanilmistir.

4. Toplam ve fark formiillerinin gorsel ve cebirsel anlam
1.
Sin (o0 +B) = Sin a.Cos B +Sin f.Cos a. , Sin (o0 —B) = Sin a..Cos f —Sin .Cos o ve
Cos (o +B)=Cosa.Cos  — Sina.Sin 3 , Cos (a0 —p) =Cos a..Cos 3 +Sin a.Sin B

toplam ve fark 6zdesliklerinin geometrik olarak ispatin1 yapmak i¢in; dncelikle

koordinAat sisteminde, A merkezli( Orijin) |AEl =r1 =1 br olan birim gember iizerinde ve
m (A FB) =90° olacak sekilde Sekil 1 deki sekli olugturalim.

m(FA B) =a ve m(EAF) = olsun. ABF iiggeni ile FCE iiggenlerin benzerliginden;

ABF=FCE = m(FAB)=m(EFC)= o bulumur (e Sin o Sin f,
D E C_
Dar agilarin trigonometrik oranlarindan yararlanarak; rm_
AFE dik tiggeninden; =
3
= ||EF1| = |E1F| = |EF| =Sinp ve &
Cosp = |AF| = |AF| |AF| = Cosf bulunur. g @
|AH E
S
AFB dik tiggeninden (Sekil 1a); s
2
BF BF
SlIlOtZl |— | | = |BF| =Sin o.Cos B ve 3
|AH  Cosp . e
[caX
|AB| |AB] g
Coso=r—=——"7= |AB| = Cos.Cos o bulunur ©
|AH  Cosp
o n
A Cos B.Cos a B

Sekil 1a
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FEC dik tiggeninden(Sekil 1b); £ SinBSina ¢

q_ g
Sinol = +— =——
|[EH Sinp
= |EC| =Sin o.Sin
[Fd |Fd _
Coso=r—=—"= |FC| = Sinf.Cos o bulunur.
|EF1 Sinf3

Sekil 1’den yararlanarak AH ve BC uzunluklari,
|AH| =|AB|-|HB| = Cos o..Cos 3 —Sin a..Sin B

|EH| =|BC| =Sin a.Cos B + Cos a.Sin vem(EAB) =0+ bulunur. 9
(el
R
A. AEH dik iiggeninden(Sekil 1c) ; 2
Sin (o +B) = |EH] _Sina.Cosf + Cosa.Sinf3 é
|AE| 1 1 ;
= Sin(a+B) = Sina..Cos B +Sin B.Cos a =
=
formiilii elde edilir. S
B. AEH dik ii¢geninden(Sekil 1c); AP Oy
Cos B. Cos a - Sin B.Sin a
Sekil 1c¢
AH _ . .
Cos(a+B) = | | _ Coso.CosPB—Sino.Sin 3

|AH !
= Cos(a + ) =Cos a.Cos f — Sin a.Sin 3
trigonometrik 6zdesligi elde edilir.

C. Sin (o +p)=Sin a.Cosf +Sin B.Cos o ve Cos (a.+p) = Cosa.Cos B— Sino.Sin
formiillerinde; B yerine - yazilarak Sin (o —f) = Sina.Cosf —Sin.Cos a. ve
Cos(a—B) = Cos a.Cos 3 +Sin a.Sin

trigonometrik 6zdesliklerinin cebirsel gosterimini elde edebiliriz.
Sin (a0 + (—B)) = Sin a.Cos(—) +Sin (—).Cos a
(o + () () +Sin(-p) . SnB) i
Sin(a - PB) = Sin a.Cos 3 —Sin B.Cosa
Cos(a+ (—B)) = Cosa.Cos(—B)— Sin a.Sin (—f)
Cos(a—p) = Cosa..Cos 3 +Sin a.Sin3
Ancak bu formiilleri geometrik ispatin1 yapmak i¢in Sekil 2’den yararlanabiliriz.

Cos(—B) = Cosp
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B. ADE dik tiggeninden(Sekil 2c);
IBQ Coso.Cosp +Sino.Sinp

Cos(OL—[?))zlAEl = .

= Cos (o0 — ) = Cos a..Cosf3 — Sin a.Sin 3 formiilii elde edilir.
3.

Tan (0. +B) = Tan o + Tan 3

1 —Tano.Tanf

toplam ve fark 6zdesliklerinin geometrik olarak ispatin1 yapmak icin; dncelikle
koordinat 51stem1nde A merkezli (Orijin) |AB| =1 =1br olan birim ¢gember
iizerinde ve m (AKE B)=90° olacak Sekil 3 modelini olusturalim. m (E AK)=p
ve m(KAB) o olsun. KAB uggenl ile EKC iiggeninin benzerhglnden

KAB ;EKC = m(KAB) = m(EKC) =0 ve |Lan_o.Tan EI
D E

m(EA B) =a+ [ bulunur.
Dar agilarin trigonometrik oranlarindan yararlanarak;
KAB dik tiggeninden;

Tano = |BK| = |BK| = [BK|=Tana ve
|aB 1
|AB| _
C = = = =S
osa = |AK| | K| = |AK| = o eca
bulunur.

EAK dik tiggeninden(Sekil 3a);
K] _ [EK]

T
an = |AK| Sec o

= |[EK]| = Seco.Tan B bulunur.
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Cos a..Sin B
f—

2. m(EAF) =Bve m(FAD) = o olsun.

m(EAD) =a - bulunur.
ABF tli¢geni ile FCE tliggenlerinin benzerliginden;
A A A A
ABF=FCE = m(AFB)=m(FEC) =0 bulunur.

Dar agilarin trigonometrik oranlarindan yararlanarak;
AFE dik tiggeninden;

Sekil 2

Sinp = [EH _ |E—1F|:> |EF| =Sinp ve

I

Cosp = ||AE|| @ — |AF| = Cosp elde edilir. S
A

AFB dik tiggeninden(Sekil 2a); ) F
a [coR

AB A 8

Sina, = H = (lj—BL = |AB|=Sina.Cosp ve Cos B 3
0s 3

8

BF BF
Cosa = IAFll = (lj |B = |BF = Cosp.Cos a bulunur - o
08 Sin . Cos p B
S . . . ne Se(;isil 2a
FEC dik tiggeninden(Sekil 2b); £ Cosa Sinp
Fq  [FQ G
Sinoc=u=|_ |:>|FC|=Sina.SinBve G
[EF|  Sinp N
[Eq]  [Ec| | <iile
Coso = —_— |EC| = Sin .Cos a bulunur. co [
[EH ~Sinp Sekil 2b \ ‘-

Sekil 2 den yararlanarak AH ve BC uzunluklar1 asagidaki gibi yazilir.

|AH| = |DE| = |AB| —|HB| = Sin o..Cosf3 — Cos a.Sin B Sin a. Cos B—Cos a.Sin B

|EH| =[BC] =|AD| = Sina.Cosp + Sina.Sinp b

A. ADE dik tiggeninden(Sekil 2c¢);
| DE| _ Sina.Cos B — Cosa.Sinf3

|AE| 1
= Sin (o - B) = Sina.Cos B — SinP.Cosa

Sin(a —p) =

- Cos . Cos o + Sin B.Sin o o

formiilu elde edilir.
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EKC dik tiggeninden(Sekil 3b);
[EC] [EC|

o = =
|EK| Sec o.Tan B

E TanoTan B C

Sin

[KC| |Kq
|EK| - Seco.Tan 3

1
|KC| =Cos a.Seca.Tan = Cosa. .
Cos a

Tan = Tan 3

Sekil 3b

bulunur.
Sekil 3 den yararlanarak AH ve BC uzunluklar1 asagidaki gibi yazilir.
|AH| = |AB|-|HB| =1 —Tan o.Tan B
|EH| =| BC|=Tan a.+Tan B elde edilir.

E
A. AEH dik iiggeninden(Sekil 3c¢);
Tan (ot + ) [EH| Tan o+ Tanp N
(04 = =
|AH|  1-Tano.Tanf B
+
— Tan (o +P) = Tanao + Tan 3 5
1 — Tano.Tan 3 5
elde edilir.
ot+f
B. AEH dik iiggeninden (Sekil 3c); A ; [n
1-Tan o.Tan
Cotg (0 + B) = |AH| 1-Tanso.Tan B 1 Sekil 3¢
8 |EH|  Teno+TanB  Tan(o+p)
Tano + T 1-Tano.T: 1
C. Tan(a+B):M ve Cotg(o+p) = a0 anp _
1—-Tano.Tanf3 Tano + Tanf  Tan (o +f)

formiillerinde B yerine —B yazilarak ve Tan (o —) ve Cotg(a — ) Trigonometrik
Ozdesliklerinin cebirsel gésterimini elde edebiliriz.

Tano + Tan(—f)  Tano —Tanf
1 —Tano.Tan(—) 1+ Tano.Tan

Tan (o + (—B)) = Tan (o — ) =

B q _ I=TanaTan(-B) 1 _ 1
Cotg(a +(—B)) = Cotg(a - ) = Tano +Tan(—P) Tan(a+(-B)) Tan(c.—P)

Ancak bu formiilleRi geometrik ispat etmek icin Sekil 4 deki modelden yararlanabiliriz.
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4.

IBF/ =1br, m(EAF) =B ve m(FAD) = o olsun. m(EAD) = o.—f bulunur.

ABF ti¢geni ile FCE iiggenlerinin benzerliginden,;
A A A A
ABF=zFCE = m(AFB)=m(FEC)=a olur.

Dar agilarin trigonometrik oranlarindan yararlanarak;

AFB dik tiggeninden;
|AB| |AB|
Tano = |AB| Tan o ve
B 1
B
COSOL=E=L:>|AFI=—=SCCOL
|AH |AH Cos a
bulunur.

EAF dik tiggeninden(Sekil 4a);

|EH _ [EH

|AF| Seca

Tanf =

FEC dik ticgeninden(Sekil 4b);
[Fq  |Fq

Sina = =
|EF| Seca Tan 3

|FC| =Sina.Seco.Tan 3 = sin a. 1
Cosa

[EC| _
[EF|

[EC]
Seca.Tan 3

Cosa =

|EC| =Cosa.Seco.Tan 3= Cosa.

Cosa
bulunur.

= |EF| =Sec o.Tan B bulunur.

Tan o.Tan 3

Tan B
[——|
D E _
T ‘ Tl 7
o
Sec o \Tan
0
9\14
- Sec a
B 3
AL | o A4
A H B

Tan 3 = Tan a.Tan 3

Tan B = Tan 3

Tan o

Sekil 4b

Tan o..Tan
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Sekil 4 den yararlanarak,
|AH| = |DE| = |AB| ~|HB| = Tan o — Tan  ve

|EH| = |BC| = |AD| =1+Tan o.Tan  bulunur.

Tan a-Tan

o

A. ADE dik tiggeninden(Sekil 4c¢);
| DE| _ Tan o.—Tan

Tan (a0 —PB) = = =
|AD| 1+ Tano.Tanf =
formiili elde edilir. o
B. ADE dik iiggeninden(Sekil 4c); T
AD| 1+ Tano.T: 1
Cotg(a—B)zl |: +Tano.Tanp _
|DE| Tano—Tan  Tan(a—f)
formiilii elde edilir. AT Sekil e
Sonuc ve Oneriler

Bu calismada toplam ve fark formiillerinin gorsel sekillere dayali ispatinin yapilmasi ve
arastirmacilara tanitilmasi amaglanmistir. Gorsel sekillere dayali ispat stirecinde yapilan ¢izimler,
ogrencilerin formiillerde yer alan agilari, kenarlart vb. gérmesini ve anlamli olarak formiilleri
Ogrenmesini saglayabilir. Cebirsel olarak yapilan ispat siireci de mantiksal-matematiksel
diisinmeye katki saglar ve bizleri formiillere gotiiriir. Ancak dgrenciler, formiillerin 6ziini
olusturan ag1, kenar, siniis, kosiniis vb. iliskilerini cebirsel ispatta yeterince géremezler. Gorsel
sekillere dayali ispatlar formiillerin nasil olustugu ve nereden geldigi konusunda 6grencilere bilgi
verirken, ezberden kagmarak kalict 6grenmelerine yardimer olurlar. Matematik 6gretiminde

.....

calismalarina daha fazla yer verilmelidir.

Ogrenciler cebirsel ispat siirecinde matematiksel kurallar1 yanlis kullanip yanls
sonuglara varabilmektedirler. Clinkdi ispatin dayandigi gorsel sekli, kavramlar arasi iligkileri
gorememektedirler (Duval, 2002; Arcavi, 2003). Ogrencilerin yaptiklar1 yanhslarin ve anlama
zorluklarinin 6niine gegilmesinde gorsellestirmeye dayali ispat siiregleri etkili olabilir. Ayrica
gorsel ispatlar hakkinda 6grenci ve 6gretmen goriislerinin alinmasini ya da gorsel ispat siirecinde
karsilasilan zorluklari konu alan ¢aligmalar yapilmasi da diger arastirmacilara onerilebilir.
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