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Konveks Fuzzy Kiimeler Uzerine

Saziye YUKSEL,! Ayse TUNAY'

Ozet: Bu galismamizda; fuzzy kiimelerde konvekslik kavramini inceledik. Konveks fuzzy kime
ile bu fuzzy kiimenin iyelik fonksiyonunun konkaviigi, strictly konveks fuzzy kiime ile bu
fuzzy kiimenin ayelik fonksiyonunun strictly konkaviigi ve strongly konveks fuzzy kime ile
bu fuzzy kiumenin dyelik fonksiyonunun genel strongly konkavligi arasinda baglanti
kurduk. Ayrica konveks fuzzy kime ile bu fuzzy kiimenin iyelik fonksiyonunun genel

konkav olmasi denkligini elde ettik.

Anahtar Kelimeler: Fuzzy kiime, iiyelik fonksiyonu, konveks kiime, strictly konveks kiime,
strongly konveks kiime ’

On Convex Fuzzy Sets

Abstract:/n this paper we investigated the concept of convexity in fuzzy sets. We try to relate
convex fuzzy set and the concavity of its membership function, strictly convex fuzzy set
and the strictly concavity of its membership function, strongly convex fuzzy set and the
general strongly concavity of its membership function. Furthermore we obtained the
equivalence of convex fuzzy set and the general concavity of its membership function.

Key Words: Fuzzy set, membership function, convex set, strictly convex set, strongly convex
set.

Giris

Kesin bir kurala gére belirlenmis nesneler topluluguna kiime denir.

Bir kimeden séz edilebilmesi igin; o kiimenin elemanlarinin belirtiimesine yarayan karakteristik
bir 6zellik,yani kesin bir kural verilmelidir.

Fakat; karsilasilan nesnelerin sinifi igin karakteristik kriteri her zaman kesin olarak
belilenemez. Ornedin; bir siniftaki 6grencilerden giizel kizlar kiimesinin yapilmasi istense, bu
kiime degisik kisiler tarafindan degisik sekilde olusturulacaktir. Ginkii, gilizel ve giizel olmama '
arasinda kesin bir degerlendirme olmadidindan, bir 6grencinin giizel kategorisine koydugu, diger
bir 6grenciye goére giizel olmayabilir. Dolayisiyla, giizel kizlarin sinifi, uzun erkeklerin sinifi, 1'den
biiyiik reel sayilarin sinifi, bilinen matematiksel anlamdaki kiimeleri olusturmaz. Bu sekildeki
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kiimeler igin karakteristik kriteri, kesin kiimelerden farkl olarak, elemaninin kimeye ait olmasi
kesin olmayip, herhangi bir olasilikla verilmelidir. Iste; bu sekilde kesin olarak ifade edilemeyen
kiimelerin varhgindan fuzzy kiime kavrami dogmustur. Fuzzy kiime kavrami ilk defa Zadeh [1]

tarafindan verilmistir.
Bu galismamizda, fuzzy kiimelerde konvekslik ve konvekslik gesitleri incelenmis, bir fuzzy

kiimenin konveksligi ile onun iiyelik fonksiyonu arasinda baglantilar kurulmustur.

Tanimlar
Tanim 1. [1] Elemanlari, kesin olarak belirli olmayan ve elemanlarinin karakteristik

derecelerinin bilindigi kimeye fuzzy kiime denir.
X uzayindaki bir A fuzzy kiimesi daima fa(X): X— [0,1] karakteristik fonksiyonu ile mevcuttur.
Ve karakteristik fonksiyonu,

0, A
f“(x)={f) . ): A

seklinde tanimlanir. Bu calismada, fa(x) karekteristik fonksiyonuna dyelik fonksiyonu diyecegiz. Ve
bir A fuzzy kiimesinden séz ederken daima bu A fuzzy kiimesini fa(x) lyelik fonksiyonu ile birlikte
diisiinecegiz. Ayrica A fuzzy kiimesini
A={V¥xeX: fa X)e (0,1}
seklinde tanimlayacagiz.
Ornek 1. [2] Bir topluluktaki [0,80] yas arasi insanlarin kiimesini géz 6niine alalim. [0,80]

yas aras! insanlar; geng, orta yasli ve yasli olmak lizere ii¢ sinifa ayrildiginda, bu siniflar degisik
kisiler tarafindan degisik sekillerde olusturulabilir.
Ornek olarak; bu siniflarin nasil tanimlanabilecegini gésterelim. Genglerin olusturdugu sinif igin

fa, (x) iyelik fonksiyonu tanimlanarak elde edilen fuzzy kiime (A1,fAl (x)); orta yaslilarin
olusturdugu sinif igin fA2 (x) iiyelik fonksiyonu tanimlanarak elde edilen fuzzy kiime (A, fA2 x))
ve yaslilarin olusturdugu sinif igin de fA3 (x) uyelik fonksiyonu tanimlanarak (As, fA3 (x)) fuzzy

kimesi elde edilir. $imdi, f, (x), f, (x) ve f, (x)yelik fonksiyonlarini verelim.

1 x<20
f,, (x)=135-%)/15 20<x<35

0 x235

0 x<20,>60
£, (X)zé(x—zo)/ls < x<35

2 (60-x)/15 45<x <60

g 35<x<45

(0 x <45
f,,®)=q(x—-45)/15 45<x<60

g x 260
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f a, (=123
A

Geng: A, Orta Yasli: A, A Yagslt: Az

x: Yas

20 35 45 60 80
Sekil 1. Bir topluluktaki [0,80] yas aras insanlardan, geng, orta yasl ve yasli kategorisinde olusturulan fuzzy kiimeler
Tanim 2. [1] Vae (0,1] olmak iizere, [=xeX | fa)> od={xe Al fa()>0} seklinde tanimlanir.

fA®
14

-’

\ » X
Uyar 1. A fuzzy kiimesi fa(x) tyelik fonksiyonu ile verilir ve
(0,1] xe A
f,(x)= {
0 xg A

bigimindedir. Ayrica;
A= U [, ve A={xeX|fa(x)>0}

a>0

/ ¢

Sekil 2. Voe(0,1] olmak tzere bir[ , fuzzy kiimesi
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dir.
[={xeX | faX) = 0, Voe (0,11}
dir.
a4, o€ (0,1] olmak lizere; ay<cp=> |-°cz c |_ml
dir.
[_“1 Uruz = l—Min(ot,,az) ve rcxl N raz = |_Max(otl,oz,.) )
dir.
1,
A (%)
1
0,5 02
0,3 O
D>
( r O, ) )
Mo

Sekil 3. Voe (0,1] olmak tizere |, fuzzy kiimelerinde temel iglemler

Tanim 3. [1] A fuzzy kiimesinin konveks olmasi igin gerek ve yeter sart V ae(0,1]
olmak tizere, [ ={x | fa(x) = o} seklinde tanimlanan [ kiilmelerinin konveks olmasidir.

Tanim 4. [1] A fuzzy kiimesinin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart
VAe[0,1] ve VX4, X2 € X igin, fa (AX1+(1-A)%2) = Min{fa(x1), fa (x2)}
kosulunun saglanmasidir.

Tanim 5. [1] A fuzzy kiimesinin strictly konveks olmasi icin gerek ve yeter sart 0<a<1
olmak iizere, [, kiimelerinin strictly konveks olmasidir. (Yani, [, da alinan herhangi farkl iki
noktanin orta noktasinin da[, nin iginde yer almasidir.)

Tanim 6. [1] Eger (X4 # X2) VX4, Xo € X ve 0<A<1 olmak lizere;
fa(d X4+ (1-A)%2)>Min {fa(X4), fa (X2)} ise A fuzzy kimesine Strongly konveks denir.

Tanim 7. A fuzzy kiimesinin fa(x) iiyelik fonksiyonunun konkav olmasi igin gerek ve yeter
sart VAe[0,1] ve VX4, X2 e X igin, fo (AXx4+(1-A)X2) = Afa(x1)+ (1-A)fa (X2)
kosulunun saglanmasidir.

Tanim 8. A fuzzy kiimesinin fa(x) tyelik fonksiyonunun strictly konkav olmasi igin gerek ve

1 1 1 1 1 1
yeter sart X, = 5 X4+ 5 Xz noktasinda fa(x,) = fa (—2— X4+ 5 Xp) > E fa(xq)+ E fa(x2)

esitsizliginin saglanmasidir.
Tanim 9. X konveks kiime olmak iizere, f: X—R fonksiyonunun genel konkav olmasi igin

gerek ve yeter sart V x4, x; € X ve VAe [0,1] olmak iizere
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fxi+ (1-A ) 2 min {f (i), f 0}
esitsizliginin saglanmasidir.
Tanim 10. A fuzzy kiimesinin konveks fuzzy kiime olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Jage (0,1]13V ae (0,00] icin [ fuzzy kiimelerinin konveks olmasidir.
Tanim 11. X konveks kiime olmak iizere f: X—R fonksiyonunun genel strongly konkav

olmasi igin gerek ve yeter sart Vxy, x,e X ve VAe (0,1) olmak tizere
fAX4+(1-A)x2) > Min{f (x4), f(x2)}

olmasidur.
Tanim 12. X konveks kiime olmak iizere f: X—R fonksiyonunun strongly konkav olmasi

icin gerek ve yeter sart Vx4, x,e X ve VAe(0,1) olmak lizere
f(AX4+(1-1)%2)>Af(x4)+(1-A)f(x2)
esitsiziiginin saglanmasidir.

Temel Sonuglar
Lemma 1. Eger A fuzzy kiimesinin fa(x) tyelik fonksiyonu konkavsa, Vae (0,1] igin [« fuzzy

kiimeleri konvekstir.
Ispat: A fuzzy kiimesi fa (x) Uyelik fonksiyonu ile verilsin ve fa (x) liyelik fonksiyonu

konkav olsun. ae(0,1] keyfi bir sayl olmak uzere, [«={x | fa(x) = o} kiimesinin konveks

oldugunu goésterelim. Bunun igin;

VXy, X2 € [ ve 0<A<1 olmak iizere x, = A X1+(1-A)x, elemaninin [, nin eleman:
oldugunu gostermemiz yeterlidir, yani fa(x,) = o oldugunu gdéstermeliyiz. x, nin tanimini
kullanarak fa(xa)= fa(Ax4+(1-A)xp) ifadesini elde ederiz. fa(x) iyelik fonksiyonu konkav
oldugundan fa(x3)= fa(Axq+(1-A)x2)= A fa(xq)+(1-1) fa(xz) dir. Ayrica, X4€ [ . oldugundan fA(x1) >0 ve
x,€ [, oldugundan fa(x2) = a dir. Dolayisiyla; .
fa(xa) = fa(Ax1+(1-R) X2} 2 A fa(X1)+(1-A) fa (x2)2A ot (1-2)o= o
dir. Yani; fa(xa) = o elde edilir. Buradan x;=A x4+(1-A)x, € [, olur ki bu da bize [, fuzzy

kiimesinin konveksligini verir.
Sonug 1. EGer A fuzzy kiimesinin fa (x) iiyelik fonksiyonu konkav ise A fuzzy kiimesi

konvekstir.
Lemma 2. Eger A fuzzy kiimesinin fa(x) tyelik fonksiyonu strictly konkavsa, o zaman Voe

(0,1] igin [, fuzzy kiimeleri strictly konvekstir.
Ispat: A fuzzy kiimesi fa(X) liyelik fonksiyonu ile verilsin. fa(x) Uyelik fonksiyonu strictly
konkav olsun. ae(0,1] olmak iizere [,={x | fa(x) > o} kiimesinin strictly konveks oldugunu

, . " . , 1 1
gosterecegiz. Vx4, x,€ [, olmak tizere; fa(X) strictly konkav oldugundan x, = Ex1+5x2 noktasinda
asagidaki esitsizlik vardir.
1 1 1 1
fa(Xo) = fa ( Y X1+EX2) > > fa(x1)+ 5 fa(x2)
xi€ [ o oldugundan fa(x1) = oL ve Xy € [ oldugundan fa(xz) = o dir. O zaman;

1 1 1 1 5
fa(Xo) = fa(—= x4 +5x2) > 5 fa(xq) +5 fa(x2) = a. dir, Yani; fa(x,) > o elde edilir. Uyelik fonksiyonunun

X, noktasindaki degerini oy aldigimizda; fa(xo)=0 esitligi elde edilir. 5 falxq)+ % fa(xz)=0; diyelim.

fa(x) strictly konkav oldugundan 0<0<0 esitsizligi mevcuttur 04> 003> 0220, alallm oz Un
komsulugunu oc ile gosterelim. o, = {y | |y-oz/<e}dir. Vye oc icin a<y<ao, dir. Vye oc olmak
tizere, y nin X uzayi {izerindeki izdliistimii bulunur ve bu izdiistim x ile gosterilirse 0 zaman fa(x)>y
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olur. Dolayisiyla bu x ler igin fa(x)>a. elde edilir. Diger taraftan bu x ler x, noktasinin ayni ¢
komsulugundadir, max {lo -0, |o-os}<e dir. Boylece X, noktasi komsulugu ile birlikte [ nin
icindedir. Bu da bize X, In bir i¢ nokta oldugunu gosterir. Buradan Tanim 5.[1]'in kullaniimasiyla A
fuzzy kiimesinin strictly konveks oldugu bulunur.

A

fa(o)moy  fa(®)

Yo fa(xiH fa(X2)=00

s e o S —————

TN

X
- ) >
X]1¢ ;=]/2 x1+1/2 %, L
F i
f X —

Sekil 4. [Lemma 2.]

Sonug 2. Eger A fuzzy kiimesinin fa (x) tyelik fonksiyonu strictly konkav ise A fuzzy

kiimesi strictly konvekstir.
Lemma 3. Eger dyle o.e(0,1] varsa ve Vae (0,00] igin A fuzzy kiimesinin [, alt kiimeleri

konveks ise A fuzzy kiimesi de konvekstir.

ispat: x4 ve x, noktalari A fuzzy kiimesinin herhangi iki elemani olsun. Vie [0,1]igin, X
=Ax1+(1-A)x2€A oldugunu gosterelim. Bunu gostermek igin, ae(0,0,] olmak lzere [ bulmamiz
yeterlidir. Oyle ki x1, xo € [ 0. olsun. fa(xs) ve fa(xo) birer sayi oldugundan, min [fa(x1), fa(x2)]= 04> 0, o
e (0,1] olur. O zaman (0,0,] araliinda éyle bir a;>0 bulabiliriz ki, o4 > o olsun. [, nin tamimina
gore (Tanim 2.[1]) X4, X2€ raz oldugunu buluruz. Hipotezden I_Ocz nin konveksliginden,

Xo= A X1+ (1) xee [ olur. ¥ xy, xo€[ o, ve VAe [0,1] igin, fa(xe+(1-A)xz) = min {fa(xy), fa(xz)} dir.

Buradan A fuzzy kiimesi konvekstir. Yani Xo= Ax4+ (1-A) X2€ A dir.
Lemma 4. A fuzzy kiimesi fa(x) tyelik fonksiyonu ile verilsin. [, Tanim 2.[1]'deki fuzzy

kilme olsun. EGer herhangi bir o,e (0,1] igin I'% fuzzy kiimesi konveks ise bu takdirde Vo. > o, igin

[, fuzzy kiimesi konvekstir.
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ispat: Herhangi bir o, € (0,1] igin [, konvekstir. V o>c igin [« nin konveks

oldugunu gdsterelim. x4, X € [ olsun. xel, oldugundan fa (x1) > o ve X; € [, oldugundan
fa(x2) = o dir. Buradan Min {fa(x1), fa(x2)} = a elde edilir. Vo > a, iken racrao oldugundan

X1, X2 € I_% dir. Hipotezden r% konveks fuzzy kiime oldugundan A € [0,1] olmak iizere, A X4
+(1-A)x2 € f% dir. O zaman I_m0 konveks fuzzy kime oldugundan fa(Ax4+(1-A) X2) =

min{fa(x1), fa(x2)} esitsizligi saglanir. Buradan fa(Axs+(1-A)x2) = min {fa(x1), fa(x2)} = o elde
edilir. Boylece
A Xq+(1-1) Xz€ ra
olur. Bu ise [, fuzzy kiimesinin konveks olmasi demektir.

Teorem 1. A fuzzy kiimesinin Tanim 4.[1]'deki anlamda konveks olmasi igin gerek ve
yeter sart A fuzzy kiimesinin {iyelik fonksiyonunun genel konkav (Tanim 9.) olmasidir.

Teorem 2. A fuzzy kiimesinin konveksligi ile ilgili verilen Tanim 10. ve Tamm 3.[1]
esdegerdir.

ispat: = Tanim 10.'u kabul edelim. o sayisi Tanim10.’daki sabit olmak iizere oo €(0,1] ve
Vo e (0,00] igin [ konvekstir. Simdi Voe(0,1] igin [ fuzzy kiimelerinin konveks oldugunu
gostermeliyiz. Eger o < op olursa Tanim 10.’dan dolayi, V [ fuzzy kiimeleri konvekstir. o. > o
durumunu g6z 6niine aldigimizda [, < ['ao olup Lemma 4.'e gére r% konveks oldugundan [,da

konveks olur.

< Tanim 3.[1]'li kabul edelim. ope (0,1] keyfi bir sabit olmak iizere (0,0,] araligindaki Vo
igin [ fuzzy kiimesini g6z oniine alalim. Voe (0, ag] olmak tizere Tanim 3.[1]'e gbre, Voe (0,1]
icin [, kiimeleri konveks oldugundan Voe (0,0,] araligindaki [  kiimeleri de konvekstir.
Lemma 5. A fuzzy kiimesi fa(x) liyelik fonksiyonu ile verilsin [o Tanim 2.[1]’de veriden fuzzy

kiime olsun. Eger herhangi bir ope(0,1] igin [ strongly konveks ise o zaman, Yo>oy igin [
O

fuzzy kiimesi strongly konvekstir.
ispat: owe (0,1] igin [ kiimesinin strongly konveks oldugunu kabul edelim. Vo. > oy igin [«

nin strogly konveks oldugunu gésterelim. x4,%€l « olsun. xse [, oldugundan fa(xs) > o ve xo € [ 4
oldugundan fa(x;) = o dir. Buradan Min{fa(x1), fa(x2)} > o elde edilir. Voo > o iken [, [

oldugundan x4, X2 € Fa dir. Hipotez geregi’ I'a fuzzy kiimesi strongly konveks oldugundan, VA
0 0

e (0,1) igin fa(Axy + (1-A)X2) > Min{fa(x1), fa(x2)} elde edilir. Buradan, fa(Axs+(1-A)xz) > Min
{fa(x1),fa(x2)} = o olur. Bdylece, fa(Axq + (1-A)x2) > o oldugundan [ fuzzy kiimesi de strongly
konveks olur.

Lemma 6. E@er f fonksiyonu strongly konkav (Tanim 12.) ise bu taktirde genel strongly
konkav (Tanim 11.)'dir.

ispat: f fonksiyonu strongly konkav olsun. Simdi f fonksiyonun genel strongly konkav
oldugunu gdsterelim.
VX4, X2€ X ve VAe (0,1) igin f fonksiyonu strongly konkav oldugundan
fAx1 + (1-M)x2) > A f (x1) + (1-A) f(x2)
dir. Buradan, -
f(AX1+(1-A)%2)>Af(X4)+(1-A)f(X2) = AMin{f(x4),f(¢2)}+(1-A)Min{f(x4),f(X2)}= Min {f(x1), f(x2)
dir. Yani, f(Axq+(1-A)x2)>Min {f(x4),f(x2)} elde edilir. Bu ise f fonksiyonunun genel
strongly konkav olmasi demektir.

Lemma 4. Eger fa(x) Uyelik fonksiyonu {xe X:fa(x)>0} kiimesinde genel strongly konkavsa,
0 zaman A fuzzy kiimesi strongly konvekstir.

ispat: fa(x) tyelik fonksiyonunun {xe X:fa(x)>0}kiimesinde genel strongly konkav oldugunu
kabul edelim. Simdi A fuzzy kiimesinin strongly konveks oldugunu gosterecegiz. x4, X, €A ve fa(x)
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fonksiyonu A fuzzy kiimesinin tiyelik fonksiyonu oldugundan, fa(x1)>0 ve fa(x2)>0 dir. Dolayisiyla x4,
X, e{xe X:fa(x) > 0} dir. Bu taktirde fa(x) tyelik fonksiyonu; {xe X:fa(x)>0} kiimesinde genel strongly
konkav oldugundan,

faxs + (1-A)x2) > Min{fa(x1), fa(x2)}

dir. Bu ise A fuzzy kiimesinin strongly konveks oldugunu gosterir.
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