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GIRIS

Herhangi bir A kiimesinin dig Olgiimii

inf Z m(P,)

Ag UPk

olarak tanimlamr ve bu,

Ut (A)=inf Zm(Pk)
Ag UPk
biciminde gosterilir. Buna baglh olarak A kiimesinin i¢ Ol¢limii x4, (A) isareti
ile gosterilir ve u,(A)=1 — u*(E\ A)olarak tammlanir (2, s. 258). I¢ ve dig
olgiim arasinda her zaman y, (A) < y* (A) bagmtis: vardir. Efer u, (A)=u*(A)

oluyorsa, A kiimesine Lebesgue anlaminda olgiilebilirdir denir ve bu, y, (A)=
M(A) =" (A)olarak gosterilir (2, 5.258).

A kiimesinin olgiilebilir olmastigin gerekli ve yeterli kosulun y* (A)+u*(E\A) =1
olmasidr (2, 5.261-263).

ALA,,. LA, kiimeleri Slgiilebilirse, bu kiimelerin bilegimleri ve kesigsimleri de
Olgiilebilirdir. Ayrica,

AQU A,
ise -

mA)si HA,)

olur. Eger A kiimeleri ikiser ikiger ayriksa,

HA)= D p(A,)
olur (2, s.262-263).

Sayilabilir kiimelerin 6l¢iimii sifirdir (3, s.35). Fakat, bu dnermenin tersinin dogru
olmasi gerekmez. Ciinkii, Cantor kiimesi ters bir Ornektir.

A kiimesinin olgiilebilir olmast igin gerekli ve yeterli kosul her € > 0 sayisina kar-
sihk, %" (AAB) < € olacak bigimde ilkel bir B kiimesinin olmasidir (2, $.261).

A kiimesi 0lgiilebilirse bu kiimenin tiimleyeni olan A'= F \ A kiimesi de 0lgii-
lebilirdir (2, 5.263).
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Eger bir 6zellik bir E kiimesinin sifir 6l¢timlii bir kiime olugturan noktalar digindaki
tiim noktalarda saglaniyorsa, bu 6zellige E kiimesi iizerinde hemen hemen heryerde
(hhh) saglaniyor denilir (3, s. 33), (2, s. 288).

TEOREMLER:

1. Teorem: E temel kiimesinde A,B — E olmak {izere hemen hemen her yerde (hhh)
A=Bise y( A\B)=0=u(B\A)olurve y( A~ B)=u( A B)esitligi vardir.

Ispat: Hemen hemen her yerde A =B oldugundan yi( A\B) =0 = u( B\ A) oldugu
tanimdan yazilir. Diger yandan AAB =(A\B ) ( B\ A )esitligindeki A\ B ve
B \ A kiimeleri ayrik ve (hhh) A =B oldugundan, # (AAB) =u(A\B) +u(B\ A )=0
yazilir. Buradan y(A AB)=0 bulunur.

Ayrica,
A~Bc AUBveAAB =(AuB)\(AmB)

biciminde olduklarindan
0 =mAAB) =u(A B)-pu(A~B)

yazihr. Buradan, #(A © B) = u(A ~ B)bulunur. Bu da teoremde gosterilmek iste-
nen sonugtur.

Ikinci bir yol da soyledir. Ayrik olan A\ B , A & B ve B \ A kiimeleri igin
AuB=(A\B)u(A~B)Uu(B\A)
esitliginin her iki yaninin olg¢timleri alinirsa,
WA CB)=u(A\B) + WA~ B) +u(B\A )

elde edilir. Bu egitlikte #( A\ B ) =0 =u( B\ A ) oldugu kullamlirsa, #(A © B) =
U(A ~ B) sonucu bulunur.

Ornegin, A =7 tamsayilar kiimesi ve B =Q rasyonel sayilar kiimesi olsun. Buna
gore (hhh) Z =Q oldugu igin, u(A) =u(B), u(A\B) =0 =u(B\A) ve

O=u(AAB) =pu(A & B)—u(A~B)
oldugu goriiliir. Buradan (A © B) =u(A ~ B)yada w(Q) =u(Z) yazilir.

Tamm: Sayilabilir sonsuzluktaki kiimelerin genellestirilmis olan simetrik farki
AAAAAA.. = AA ile gosterilir ve

AA,:C)A,-\ [U(A,.mAj)]

i=I iz
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olarak tanimlanir.

2. Teorem: Eger A, A,, A;,... kiimeleri Olgiilebilirse, bu kiimelerin simetrik farki
olan AA kiimesi de olgiilebilirdir.

Ispat: i#j icin A, ve A, kiimeleri olgiilebilir olduklarindan, A; ~ A; kesigim kiime-
si olgiilebilirdir. Olgiilebilir kiimelerin sayilabilir sayidasmin bilesimi olgiilebilir
olacagindan

U(Ai m Aj)

i#f

bilegim kiimesi de olciilebilirdir.

Benzer olarak,

AA,:C)A,-\ [U(Aim Aj)]

i=l iz

esitliginin ikinci yani da olgiilebilirdir. Buradan AA,; simetrik farki olgiilebilirdir.
Tamm: Eger her T kiimesi igin
w () =p" (T~ A)+u" (T A)

oluyorsa, A kiimesi Caratheodory anlaminda z* 6lgiimiine gore olgiilebiliyor denilir
(3, s.31).

Buradan hemen su sonucu soyleyebiliriz.

A kiimesinin z”6l¢iimiine gore dlciilebilir olmast icin gerekli ve yeterli kogulun her
T kiimesine kargilik

w(T)zu (T~A) +u™ (T ~A)
olmasidir.

3. Teorem: A ve B kiimeleri Caratheodory tanimina gore Olgiilebilirse AAB ve
A\ B kiimeleri de aym tamma gore Olciilebilirdir.

Ispat: Tiim T kiimeleri icin
w(T)2u (T ~ (AAB)) +u" (T ~ (AAB)")

oldugunu gostermeliyiz. A ve B kiimeleri bu ol¢iime gore dl¢iilebilir olduklarindan
her T kiimesi igin
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wA(T)=p (T~ A) +p" (T ~ A)
=u (T~ A)+u™ (T~ (A~ B)) + u™ (T ~ (A~ B)) )
= (T~A)+u" (T~ A~ B) + " (T~ (AL B))
yazilir. Ote yandan,
T~ (AAB) ={T ~ (A~ B) o [(T ~ A)\ (T~ A~ B)]}
ifadesinin her iki yanimin dig dlgtimiinden,
wW(T~(AAB)) S (T~ (A~ B)) +u" (T~ A)— (T ~ A~ B)
olur. Buradan,
W(T~(AAB)) +p" (T~ A~ B) S (T~ (A~ B)) +pu" (T~ A)
yazilir. Buna gore (1) ifadesinde
uW(T~(A~B)) +u (T~ A)
ifadesinden daha kiiciik olan
u(T~(AAB)) +u™ (T ~ (A~ B))
degeri yazilirsa,
W)z (T~ (AAB)) +u (T~ (Ao B)) +u (T~ A~ B)
esitsizlidi elde edilir. Bu da istenen sonugtur. Burada, Venn gemasiyla,

T~ (AAB)={(T~ (Ao B))} o {(T ~A~B)}
esitlifinden

u (T~ (AAB)") +u (T~ (AwB)) +u™ (T ~ A~ B)
oldugu daha kolay bir gekilde goriilebilir.
Benzer olarak her T kiimesi i¢in
w(T)2 W (T~ (ANB)) +u" (T ~ (ANB)")

oldugunu gostermeliyiz. A ve B kiimeleri Ol¢iilebilir olduklarindan, her T kiimesi
igin,
wW(l)=p (T~A)+p (T~ A)

wW(T)=p(T~A)+u (T~ (ALB))+u" (T~ (AT B)) )
W)= (T~ A) +1* (T~ A~ B) +u*(T ~ (AL B))
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yazilir. Diger yandan,
T~ (A\B)=(T ~A) (T~A~B)
esitliginin her iki yanina dig Olgiim tanimi uygulanirsa,
(T~ (A\B)) <y (T~ A)-u (T ~A~B)
yazilir. Buradan,
(T~ (A\B) +u (T~ A~B)<Sp (T~ A)

esitsizlifi ¢ikar. Boylece (2) esitlifinde p* (T ~ A) ifadesi yerine bundan daha
kiiciik olan

u (T~ (A\B)) +u" (T ~A~B)
ifadesi yazilirsa,
w2y (T~A~B)+u*(T~A~B)+u"(T~A~B)+u" (T ~(A\B))
esitsizlidi elde edilir. Venn gemasiyla,
T~(A\B)=(T~A~B)Lu(T~A~B)L(T~A~B)

oldugundan,
W)z (T~ (A\B)) +u" (T~ (A\B))

esitsizligi elde edilir. Bu da istenen sonugtur.
Tamm: Verilen bir A kiimesi ve her € > ( sayis1 i¢in R halkas1 (2, s.31) icinde
AcAcAve m(ANA) < €

olacak gekilde A “ve A” kiimeleri varsa A kiimesine Jordan anlaminda Olgiilebilirdir
denir (2, s.281). Burada A~ ve A” kiimeleri tiimleyen anlaminda kullanilmamastir.

4, Teorem: A ve B kiimeleri Jordan anlaminda 6l¢iilebilirse, A B, A~ B,A\B
ve AAB kiimeleri de Jordan anlaminda o6lgiilebilirdir.

Ispat: A ve B kiimeleri tamima gore Olgiilebilirse, her € > 0 sayisi icin

€
AcAc A" ve mAN\A) < —
2

ve
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€
B'=B=B” vem(B\B’)< —
2

kosullarmi saglayan A”, B°, A” ve B” kiimeleri vardir. Bu halde,
AUBcAUBcA LB
ve
A'\BEZA\BcA”\B”
kapsamalar1 yazilir. Ayrica,
(A"UB" )\ (A UB)=(A"\A )L (B”\B)
kapsamindan,

€
2

m{(A"°L B"NA U B )< m{(ANA )L(BN\B)}ISm(A"\A")+m(B"\B")< 8; +=—=€
elde edilir. Bu da, A~ B kiimesinin Jordan anlaminda 0lciilebilir olmas1 demektir.
Ote yandan,
(A~B )N (A ~B)c(A"\A )L (B\B)
kapsamindan,
m{(A”~ B"NA -~ BN <m{(A"\A ) (B\B")}
yazilir. Buradan,
m{{A~ B"NA~ B N<m{(A"\A")J+m(B\B’)< 8—2 +E; =€

bulunur. £ sayis1 keyfi oldugundan, AuB ve A~B kiimeleri Jordan anlaminda Olgii-
lebilir oldugu gosterilmig olunur.

Simdi AAB kiimesinin Jordan anlaminda olgiilebilir oldugunu gosterelim. A ve B
kiimeleri Jordan anlaminda Olgiilebilirse,

AcAc A”ve m(A”\A")<¥&
2

ve
B'cBcB” ve m(B"\B") <kt
2

olacak gekilde A", B",A” ve B” kiimeleri vardir. Buna gore,
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AcAc A" ve B BcB”
kapsamlarindan,
A’ABZAABcA”AB”
yazilir. Buradan,
m(A“AB"\A'AB ") <€

olacak gekilde A", B",A” ve B” kiimelerinin olduklarm gostermeliyiz. Bir kere,

A AcA”
ve
B'c Bc B~
kapsamlarindan,
A'\B"c A\Bc A\B~ 3)
ve
B'\A"cB\AcBNA~ 4)

yazilir. (3) ve (4) ifadelerinin taraf tarafa bilesimi alinirsa,
(A"\B")_(B'\A”) c(A\B)}(B\A)c (A"\B')L (B"\A")
veya
(A'\B")_(B'\A")c(AAB)c(A"\B")u(B"\A") 5)
yazir. Ayrica,
A'\N\BcA\B cA”\B”
ve
BNAcCB\AcCB"\A”
kiimelerinin bilegiminden,
(A"\B")o (B'\A") c(A\B)(B\A)c (A" \B” )L (B"\A”)
veya,
AAB"c AABc A”AB” 6)
yazilir. Bu halde iglemlerimizi (6) ifadesi yerine (5) ifadesi ile devam ettirelim.

(A"UB )\N(AUB)c(A”\A)\(B\B’)

oldugundan, € keyfi sayisi igin,
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m{(A"UB"NA OB N m{(A" VA WBAB)N<m(A“ VA )+m(B” \B 7)< Siloe
2 2

elde edilir. Bu da, AABkiimesinin Jordan anlaminda 0l¢iilebilir olmas1 demektir.

Son olarak,

ACcAc A” ve B BcB”
ve

A\B"c A\BcANB~
kapsamlarmdan,

{A"\B)I\(A'UB")c ANA")w (B\B’)
bagntist yazilir. Bu kapsamm her iki yanmmin o6l¢iimiinden,
m{A"\B'NA\B")}<m{(A"\A)(B"\B)}Sm(A\A")+m(B "\B')< Tl
2 2

bulunur. € sayis1 keyfi oldugundan A\Bkiimesinin de, Jordan anlaminda Ol¢iilebilir
oldugu gosterilmis olunur.

Tamm: £ temel kiimesi {izerinde p Olgiimiiniin diizgiin olmasi i¢in gerekli ve yeter-
li kogulun, her bir A — F kiimesi icin A ¢ B ve u(A) = u(B) olacak sekilde o6l¢ii-
lebilir bir B kiimesinin olmasidir (1.a, s.56 - 1.b, s.271).

5. Teorem: A ve B kiimeleri verildiginde A — B icin u(A) =u(B) oluyorsa, A “ve B~
tiimleyen kiimeleri i¢in de u(A “) =u(B’) olur.

Ispat: A’ =B’ (B\A)seklinde ayrik iki kiimenin bilesimi oldugundan,

MAT) =pu(B") + u(B\A) )
yazilir.

Diger yandan, A ve B \ A kiimeleri ayrik olduklarindan B = A o (B\A) ve u(A) =
HWB)+u(B\A)olur. Ac B ve u(A) =u(B)oldugundan, (B \ A )=0 gelir. Bu sonug
(7) ifadesinde kullanilirsa, u(A ") = u(B’) elde edilir. Bu da gosterilmek istenen
sonugtur.

6. Teorem:
AcBveuA)=uB)
CcDveu(C)=uD)
ise,
AuCgBuDVe}l(AuC)= ].l(BuD)
olur.
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Ispat: Asagidaki sekle dikkat edilirse,

E ir
e
g
v
]

M

L r
Y |K F $
Z L%

AvC=YuUKuLOUMoT
yazilir. Burada her iki yaninin oOl¢iimiinden,
HALC)=uY KO LOMUT)
olur. Ayrica,
YAKALAM~AT=0

oldugundan, u(ALC) = u(Y )+HK ) +u(L)+u(M)+u(T) yazilir. Yine, K ve M kiime-
lerinin ol¢iimleri sifir oldugundan,

HA O C) = u(Y )4u(L)+u(T) (5)
yazilir. Diger yandan,
BuD=72 YOKOLOPOROMOTLS
ifadesinin her iki yaninin Ol¢iimiinden ,
uB & D) = puZ)+uY )+ulK)+u(L)+u(P)+u (R )+ (M ) +u(T ) +u(S)

yazilir. Yine burada sekle dikkat edilirse, Z, K, P, R, M, Skiimelerinin ¢l¢limlerinin
sifira esit oldugu goriiliir. Sonug olarak,

B o D) =Y )+u(L)+u(T) )

bulunur. (8) ve (9) esitliginden (A < C) =u(B w D) elde edilir. Bu da gosterilmek
istenen sonugctur.
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7. Teorem:

A B, ve u(A) = wB,) a0
A, =B, ve u(A;) = uB,) an
ise,
AI mAzg B] ™ BZ ve ,I/t(AI mAz) Z,I/t(BI ™ BZ)
olur.

Ispat: Birkere, A, ~ A, B, ~ B, oldugu aciktir. Simdi,
wA ~Ay) =u(B, ~B,)
oldugunu gosterelim. Verilen hipoteze gore, (10) ve (11) ifadelerinden, B, =A, u C,
ve B, =A, U C, olacak gekilde u(C;) =0 = u(C ;) olan C; ve C, kiimeleri vardr.
Buradan,
B,~nB,=(A,0C)n(AuC)c (A0 Cr)u(A o Cy)
ve
B, ~B,=(A;~A) U(CrnA) O(A, ~Cy) U (CrnCy)
ifadelerinden,
UB; ~ By) Sp(Ay ~ Ay +u(Crn Ay) + (A~ Cy) + (€~ Cy)
SuAp Ay +p(Cp) +p(Cy) +u(Cp) +p(Cy)
yazilir. Ayrica, u(C,) = 0 ve u(C,) = 0 olduklarindan,
UB; ~By) Sp(A; ~ Ay) 12)
gelir. Ote yandan, A, ~ A, = B, ~ B,kapsamimndan,
MA; ~Ay) Sp(B, ~ By) 13)
yazilir. (12) ve (13) ifadelerinden,
#A, ~Ay) =p(B, ~B,)
esitlifi elde edilir. Buda gosterilmek istenen sonugtur.
8. Teorem:

A; c Ay ve u(Ay)=pn(B))
A; = Ay ve u(Ay)= u(B,)

olsun. Bu halde,
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A= A (N Bi= Bveu( A) =u(( B)

=1 =1 =1 =1
olur.
ispat:
B,= A0 C,ve u(C,;) =0
B,= A,u C, ve u(C,) =0
ve

S HC)=0

i=l

olacak sekilde C,, C,, ... kiimeleri vardir. Boylece,

B= B, = (A4~ C)

=l i=l
=M Aiu U (Aim C/)
i=l i=l

cACC)
i=1

kapsami yazilir. Boylece,

#(B) < u(A)+ u0C) (14)

i=l

<u(A)+ Yy p(C)

i=l

=nA)

elde edilir. Ayrica,

A= A< M B=B

i=l i=l

kapsamindan,

MA)<u(B) 15)

olur. (14) ve (15) ifadelerinden,
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s~ A) =u(A) =u(B) =uf ~ B)

i=l i=l

elde edilir.

9. Yardimer Teorem: A B ve u(A)=p(B) olsun. Buhalde, A L C =B ve
A~ C =0 olacak sekilde olgiimii sifir olan bir C kiimesi vardir.

Ispat: Burada u(C) =0 oldugunu gosterecegiz. Bunun icin, Venn gemasina
gore,

MA) = wB) =u(Ao B) =u(A) +u(B) — u(A~ B)

yazilir. Hipotezde, u(Ay = u(B)oldugundan, u(C) = u(A~ C) = u(D) =0 elde edilir.
Boylece, u(C) =0 oldugu gosterilmig olunur.

10. Teorem: Sayilabilir sonsuzluktaki A;, A,, A;,... kiimeleri i¢in,

A; < Byise w(A) = u(B;)
Ay Byise u(Ay) = u(B,)

A, B,ise u(A)= uB,)

ise,
A= Ac U Bi=Bveul\y A)=u(\) B)
i=l i=l i=l i=l
olur.
Ispat: Once,

A=\ A<\ B=8B

i=l i=l

diyelim. Buna gore, B=AL C ve A~ C =0 olacak gekilde Ol¢iimii sifir olan
bir C kiimesi vardir. Ayrica, B= Ao C esitliinden,

MB) =u(Aw C) =u(A) +u(C) ) — u(A~ C)

yazilir. Boylece, u(C)=0 ve u(A~ C) =u(¥) =0 olduklarindan u(A)= u(B)
oldugu gosterilmig olunur. Bu da,

HJA) =1\ B

i=l i=l

demektir.
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11. Sonu¢: A ve B kiimeleriicin, A B ve u(A)=u(B) ise, bukiimeler ancak
Olciimii sifir olan bir kiime farkiyla esittirler.

ispat: AcB ve w(A)=pu(B) oldugundan AL C =B olacak sekilde en az bir
C kiimesi vardir. Buradan, Ao C =B ise, B\A=C ve uB)—uA)=u(C)
olur. u(A)=u(B) ifadesi kullamlwsa, u(A)=u(B)=0 = p(C) oldugu bulunur.
Bu da, istenen sonugtur.

12. Omek: A, [a,b] kapali aralifindaki tam sayilar kiimesi, B, [a,b] kapali ara-
Iigindaki rasyonel sayilar kiimesi, C\B, [a,b] kapal1 aralifindaki irrasyonel sayilar
kiimesi ve C, [a,b] kapal1 arahifindaki gercel sayilar kiimesi olmak iizere,

C\BcC ve y(C\B)=u(C)
Ac B ve u(A)=u(B)
ise,
H(C\B) A)=u(CB)
olur.

Coziim: Yukaridaki esitligin birinci yani,

M(C\B) o A)=u(C\B) +u(A) = u((C\B)w A)
=b-a+0-0=b-a

bulunur. Ikinci yana da aym islem uygulanirsa,

mC o B)=uC) +uB) —pu(C~B)
=b-a+0-0=b-a

oldugu bulunur.

13. Teorem:
AcB ©B'cA ve wB’)=u(A’)
CeDeD=C ve (D) =u(C")
ise,
wWB oD )=uA" L C)
olur.
ispat:
DcC’
BUD cALC
B A~

yazilir. Her iki yanin ol¢iimii alinirsa,
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wB UD)<uA L C)
oldugu goriiliir. Bu ifadeyi acarsak,

MB) +u(D) =B~ D) < u(A7) + p(C7) = WA~ C7)

MA~C)<S W(B'~ D) (16)
yazilir. Ote yandan,
DcC”
=B ~D cA~C’
A
ve
B~ D) <A~ C) a7

olur. (16) ve (17) ifadelerinden

MA~C)=u(B’~D’)
yazilir.

Ote yandan, (B'UD") OK=AL C” ve(B'UD’)~ K= olacak sekilde ol¢iimii
sifir olan bir K kiimesi vardir. Boylece, yukaridaki egitligin her iki yanmnin
Ol¢limiinden,

B LD") +u(K) = u(A’w C)

UB)+uD") — (B~ D7) + u(K) = (A7) + u(C7) — (A~ C”)
yazilir. Buradan,
MK) —p(B'~ D) = —u(A'~C7)

olur. Boylece,

MK) =B~ D7) — y(A'~C") =0

oldugu goriiliir.

Sonug olarak,

WBLD)+uK) = uAwC)
ve

WBLUD)=uAwC)
yazilir.
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