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Özet: Vn Riemann manifoldu, T pq (Vn ) ve T p-1 (Vn ) ise bu Riemann Manifoldu 
üzerinde sırasıyla (p,q) ve (p -  1, q + 1) tipli tensör demetleri olsun.

/  : T p  (Vn) '  T +  (Vn), (y 1 = y 1 (xK);I ,K = 1, 2, 3, ..., n + n p+q)

diffeomorfizmi verilsin. Bu çalışmada, V Riemann konneksiyonu ise, H qp ten-
2

sörünün, /  altında, q) tensörünün dönüşümü olarak elde edildiği gösterildi.
1

Anahtar Kelimeler: Tensör demeti, lift, yatay lift.

Abstract: Let Vn be the Riemann manifold. Let T pq (Vn) and T pq+J (Vn) be the 
tensor bundle of type (p,q) and (p -  J, q + J) over the Riemann Manifold Vn, 
respectively. It is given a diffeomorphism

/  : Tp (Vn) '  Tq+J (Vn), (y ! =  y 1 (xK); 1,K = 1, 2, 3, ..., n + n p+q).

In this work, if V is the Riemann connection, it is shown that cp is transformed to
1

j  by the diffeomorphism /  .
2

Key words: Tensor bundle, lift, horizontal lift.
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1. giriş

M n, C°° sınıfından bir manifold, A m birimli komütatif ve birleşmeli bir cebir ve

n  = {p  } ( a  = 1, 2, m), A m cebirine izomorf olan M n üzerinde poliafinor n  -

yapısı olsun. Burada tp, cebirin ea  baz elemanlarına karşı gelen (1,1) tipli tensör- 
lerdir. a

(o e  T  (Mn), (0,2) tipli tensör alanı n  - yapısına göre

to((pZ1, Z2) = (o(Z1,cpZ2), (a  = 1, 2, ..., m;  Z1, Z2 e T10 (Mn)) (1)
a a

koşulunu sağlarsa ö) tensörüne pür tensör alanı denir. (1) koşulu {d,} doğal çatısında

m m  
W mj2 *P j1 = 03 jm <P j2

şeklinde olur. Bu m, j = w mj cp'" = en jm cp m ile gösterilir.
a  1 2 2 a  1 a  2

* 0(0,2) tipli pür tensör alanlarının oluşturduğu T  2 (Mn) modülünde Tachibana ope
ratörünün

( F ,  © ) ( X ,  Z1, Z )  = cp (X) (u (Zl , Z )  - X  (w («pZ!, Z2))
a a a

+ro ( ( L Zıy  )X, Z )  +a) (Zh ( LZıy  )X)  (2)
a  a

şeklinde olduğu bilinmektedir (bkz.[3] ve [5]). Burada LZ, Z  boyunca Lie türev 
operatörünü göstermektedir.

(2) operatörü doğal çatıda.

® k ^ i , ,2 = «Pm 9 m ® j1 j  -  d^ J 1 j  + ( d hW k ) (0 i  + ( dh <P k ) “ v  (2’)
a  a  a  a  a

olarak yazılır.

(2) veya (2’) operatörünün özelliği, (0,2) tipli pür tensörü (0,3) tipli tensöre 
dönüştürmesidir.

İntegrallenemeyen n  - yapısına göre
(3)

F  k o) j j = 0a k j1 j 2

şartını sağlayan tü ¡j  pür tensör alanına almost (hemen hemen) A-holomorf tensör 
alanı denir. (bkz.[3] ve [5]).
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2. Vishnevski Operatörü

p
Keyfi t î  Tq (Mn) tensör alanı için Vishnevski operatörünü

(® „ t) ( x ,z „ . . . ,  z q, İ . . „  İ ) = ( V 9 1) (z„ ..., z q, | )
a a

,(  \/xt ) ( y Z l,.. . ,Zq, I ) ,  p > 0 ,  q>  1
a

( V ^) (Zv ..., Zq, cp E,,..., Ç), p > \ , q > 0
(4)

şeklinde yazabiliriz (bkz.[4], s. 194). Burada M„ üzerinde tanımlanmış T  afin 
konneksiyonunda kovaryant diferensiyel operatörü ve tp' ve tp afinorunun eşlenik 
afinorudur. (4) operatörü doğal çatıda “ “

~  . . . . V / ™ 2?  ’ P > 0 , q > 0
“  (4 ’)a  h  - } q  a  K h -J q  .• .•

U f V k t ' ^  p > 0 , q > l
 ̂a 1 mi2.Jq

şeklinde yazılır.

2.1. Lemma: Eğer ü  -yapısı almost integrallenebilir (yani, /  <p = 0, T (X ,Y ) = ' >Y -
* 0 a 

V  rX  - [X,Y\ = 0) ise bu durumda T 2 (Mn) pür tensör modülü üzerinde Tachibana
ve Vishnevski operatörü çakışır.

İspat: T  torsiyon tensörü formülünden

L XY = [X,Y] = V XY - V YX  -  T( X ,Y ) (5)

yazılır. (1), (5) ve

( L ^ ) ( Y l,Y2) = X  («0 ( Y ı , Y )  -  to ([X,Yı],Y2) -  w (Yı, [X,Y2]) 

formülünü kullanarak

( ^ c o ) (X,Z„Z2)
a

= <p(X)(<o(Z1Z 2) ) - X ( i o  (q>ZuZ2) ) - w  ( V ^ Z , -  cp (X) - T(tpX ,Zİ),Z2)
a  a  a  a  a

H-cof'cp( V XZ 1 - V ZlX  - T(X,Zl),Z2) -ti>(Zx, Vq, x Z 2-  VZ2q>X - T f o X ^ ) )
a  a  a  a

+w(Zu cp( V XZ 2-  V Z2X - T ( X ,Z , ) )

= cp(X) (ia(Zl,Z2) -  X  (coftp ZVZ2)) -  w(Vopx Z uZ2) + w ( V Zl (pX,^)
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+ 10 (T(yX,Zl),Z2) + <s>(^xZ x,Z2) -  cofcpf VZı X),Z2) -  <0 ('P(T(XZ)),  Z 2)
a a a a

— (ü(Z1, V<px Z2) + a>(Z1, Vz2cpX) +(û(Z1,T(q>X,Z2)) + co (q>Z1,V x Z2)
a  a  a  a

-  w(Zu <p( V Z2 X ) ) -  co(Z1, q>(T(X£)))
a a

yazılır (bkz. [1], s. 37). Şimdi [1], s. 124’teki

( 'yK)(xl ,...,xsx )  = ( vxK)(xv...Xs)
_  s

= y x(K(Xlr...Xs)) -X K(Xlr..., VxX,,...,Xs) (6)
i=1

formülünü kullanarak

ro(Vzj cpX,Z2) -  a((p(VZlX ), Z^) + a i Z ^ V  z2 (pX)~
a  a  a

co(Z1, cp ( VzJC) = co((7cp) ( X ,  Zy), Z 2) + co(Z1, ( V  cp) ( X ,  Z,)) (7)
a  2 a  a

elde edilir. (5) ve (7) eşitliklerinden

(<ttp co) ( X, Zy, Z2) = cpX(ooiZj, Z2))-X(a((pZ1, Z2)) -  co ( V<pxZı, ZJ  + co(( V  <p)(XZl) Z 2)
a a a a a

+ (0(2,,( Vş)(X.Zjj) + û)(T(cpX,Z1j,Z2j-a j(Z 1,VŞxZ2j + » (Z ^ c p (X,Z2))
a  a  a  a

+ Q)(cp f V xZ,j, Z2) -  co(cp(T(X, ZJ), Z2) + co(cp Z„ V XZ2) -  ̂ { Z h^ { X ,  ZJ))
a  a  a  a

bulunur. Burada yapının almost integrallenebilir (yani / <p= O, T = 0) olduğunu
gözönüne alarak a

(®<p co) ( X, Zl, Z2) = cp Xfco(Zj, Z2)) -  X (co(cpZh Z2) -  a) ( V<p xZu Z2)
a  a  a  a

-  cü (Zh V<txZ2) + co(cp ( V XZ 1), Z2) + co f(pZ1,V xZ2) (8)
a  a  a

yazılır. (8) eşitliğinde (6) ifadesi kullanır ve V x f  = X f  olduğunu dikkate alırsak

(®P ®) ( X , Zy, Z2) = ( \/<P xco)(Z1, Z2),
a a

( \ / xfcoo(p))(Z1, Z2) = ( V Vxiü)(Zh Z2) -  ( Vyco)(Zh Z2) = (Ö<f co) ( X, Zh Z2) (9)
a a a

elde edilir.

Vishnevski operatörü g  Riemann metrik tensörüne uygulanırsa veV  konneksiyonu 
olarak Riemann konneksiyonu alınırsa her zaman (Ö ^ co) ( X,  Z  Z2)= 0 olduğu

a

görülür. Eğer g  pür tensör ve Riemann konneksiyonunda n  - yapı almost integral

lenebilir ise 2.1. Lemma ve (9) ifadesine göre g  her zaman almost A -holomorf ten- 
sör olur.
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p p-1Şimdi kabul edelimki Vn Riemann manifoldudur. Tq (Vn) ve T q+ı (Vn) ise bu 
Riemann Manifoldu üzerinde sırasıyla (p,q) ve (p -  1, q + 1) tipli tensör demetleri 
olsun.

/  : T Pq (Vn) '  T Pq+ı (Vn), (y I = y 1 (xK);I ,K = 1,2,3,...,n+n p+q)

3. Horizantal Liftin Taşınması

diffeomorfizmi

y

y

- -b ‘ x kk
= t .‘2-‘p 

‘İ1-İq
- o. t m‘2 -‘p ö im1

h-İq

-.ga t'ı^-'p b\2...b ip b kı ...ö kq
0  lİ1 ,, 2 p hk1-kq

-- g„ b ‘2 . . .bp b kı ...b kqxkÖil1 2 İp 1, h

şeklinde tanımlansın. Burada “ .” indeksin indirilmesini gösterir ve x  = t 
alınmıştır. /  dönüşümünün Jakobian matrisi

A  =

şeklindedir. f - ters dönüşümü

p y ?
dxKj o g < ı ^ ! 2 . . ^ t  &i 1 . . ^ ' l

y k k e k i
x  = y = b * y

x k = t !ıJp
k1-kq

= gimt İ2 -Ip
mkı...kq

= ghit ^ p  b ¡2 ..¿¡p b jı . . .bjq
i1ı..jq l2 lp kı kq

= g ^ ' b 12 . . .blp b 11 . . .bjqy'
i2 ip kı  kq

olarak yazılır. Bu dönüşümün Jakobian matrisi

i b k 0

v o gİ1lü 12 ...& İp 0 '2 lp k1

biçimindedir.

-ı 
A = " dx£'

k1...kq

kq

İ.U...İ1‘2-p

0k

q
q
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0 P p-1cp G T  (Vn) afinor alanının Tq (Vn) ve Tq+ı (Vn) tensör demetlerine, bunlar ara
sında f  diffeomorfizminde karşılık gelen kesitler boyunca Hş  ve Hy  yatay liftleri

1 2

M =<pk - M  = 0- M =-

..b rq , p > 1, q > 0
H k  ı 1 s2 sp k  k q

b 'ı ...bIp b r/ . . . b r,q, p > 0, q > 1
s,  s  k,  k  r  1°1 ° p  ,V1 q

formülü kullanılarak tanımlanır.

3.1. Teorem : Kabul edelim ki Hç  ve Hy , cp E Tj1 (Vn) afinor alanının uygun olarak
1 2

p p-1T q ( V n) ve Tq+ı (Vn) tensör demetlerine f  diffeomorfizminde karşılık gelen 

kesitler boyunca yatay liftleri olsun. Eğer O (g) = 0 ( F^ Vishnevski operatörü,

g  Riemann metrik tensörü) ise bu durumda Hy ,  f  diffeomorfizmi yardımıyla, H<p
2 1

liftinin taşınmasıdır.

İspat: Gerçekten de

V

<pj 0 ^

O  § ' 2r ,p y 1 ^ . . ^ ^ .  6  ¡ > . . . 6  ip
f  lJl-Jq 1 Jj  J ,  k> kpJ

(10)

şeklindedir (bkz.[2]). Burada O ,

O  |  ‘2 ‘p =  c p ’ V  |  c p ' v l  ‘2
J * İ j l - j q  J  V m r  İ j l - j q  T  ı ^ j r

olarak tanımlanan Vishnevski operatörüdür. Açık olarak

o ¿ 7 : 1 =  o g  o £ m h>  (®j - V l - J  J ' ^ i m *  <J 1 - J q '  'J i m  J - ' h j  '  r 1" 1 '  ■' J 1 - J q

olur. Bunu (10) formülünde yerine yazıp ve A, A  \  Hş  kullanılırsa F  ,gim  = 0
1 j

koşulu altında

<pi 0
(

v  - g m * £ ? ? -  (F>gim n H - t y
2 V  j  J o .Jq j  j o ..jq J ı  j  k 2 k p  J

2
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= - g m  0 . | m,2:,r  cp l b l- . . . ö ^ . . . ö k
o i m  ~  i j, j  k  kV J  1 q 1 q 2  p  J

6!

= l 0 g , b l2 ...b l/ b kı  ...bk.q , 
^  l l 1 ¡ 2 lp  j 1 j ,

f k

-  o  | l- l *k_
w l ı b l2 ...ölp b r/...br,q ,
T s  s  s  k ,  k  J1 2  p  1 q

x 10 g s ı l b l ı  ...blq b s, 2 . . . b y
r.  r  k  k  J

1 q 2 p

= AHy  A-1

elde edilir. Burada

x ‘ = t s ı 'sp,
r1-rq

k l x  = t 2-- p
k1...kq

y '  = t -2-p,
lj1-jq

y j = t -k1-kp 
ll1.Jq

biçimindedir.

Bu teoremden, çok önemli olan, şu sonuç çıkarılır:

3.2 Sonuç: Eğer V  Riemann konneksiyonu ise H<p, /  diffeomorfizmi
2

yardımıyla, Hq> yatay liftinin taşınmasıdır.
1

Eğer g , II- yapısına göre pür tensör ve II- yapısı V Riemann konneksiyonunda 

almost integrallenebilir ise bu durumda (2. Başlıkta verilenlere göre) ® (g) = 0

almost holomorfluk koşulu olacaktır.

0

0

x

0
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