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Siirekli Zaman Markov Karar Siireclerinin Ozgiilestirilmesi

Customizing Continuous-time Markov Decision Processes

Bora CEKYAY®

0Z: Ozgiilestirme tekniginin amaci, bir iistel yari-Markov karar siirecini (UYMKS)
kendine 6zdes, ama farklh formiilasyona sahip bir baska UYMKS’ye déniistiirmektir. Bu
sayede, Ozellikle optimal politikalarin yapisal Ozelliklerini daha kolay bir sekilde
ispatlamak miimkiindiir. Ozgiilestirme tekniginin literatiirdeki mevcut hali, beklenen
toplam indirgenmis maliyeti en kiiciiklemeye calisan UYMKS’lere uygulanmaktadir. Bu
makale, UYMKS’ler igin &nerilmis olan 6zgiilestirme tekniginin siirekli zaman Markov
karar siireglerine (SZMKS) nasil uygulanabilecegini, sinirli maliyet fonksiyonu ve {istten
sinirli gegis hizlar1 varsayimlar altinda, gostermeyi hedeflemektedir. Bu amagla, verilen
SZMKS, oncelikle bir UYMKS’ye déniistiiriilmiistiir ve daha sonra bu yeni UYMKS
Ozgiilestirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Siirekli zaman Markov karar siiregleri, 0Ozgiilestirme,
yeknesaklastirma

Abstract: The customization technique can convert a given exponential semi-Markov
decision process (ESMDP) into another equivalent ESMDP whose formulation makes the
proof of a specific structural property of the optimal policy easier. The customization
technique is first proposed for ESMDPs with the expected total discounted cost criterion.
This paper aims to show how the customization technique for ESMDPs can be applied to
continuous-time Markov decision processes (CTMDPs) under the assumptions of bounded
cost function and bounded-above transition rates. This is achieved by converting the
initial CTMDP into an ESMDP which is customized later.
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1. Giris

Markov karar siiregleri (MKS), sirali karar verme problemlerinin ¢éziimiinde kullanilan
oldukca basarili tekniklerden birisidir. Bu problemlerde incelenen sistemin durumu, karar
vericinin verdigi kararlara bagli olarak rassal bir sekilde degisir. Bu tarz problemler,
yonetim bilimleri, ekonomi ve ekoloji gibi ¢ok farkli alanlarda ortaya cikabilmektedir
(Feinberg ve Shwartz, 2012). Karar zamanlarinda sistem durumunu gézleyen karar verici,
bu goézlemine bagli olarak bir aksiyon seger. Bu se¢im neticesinde, bir maliyet (kazang)
ortaya ¢ikar ve sistemin bir sonraki durumu rassal olarak belirlenir. Dolayistyla, bir
MKS’yi tanimlamak i¢in sistemin olast durumlarinin, her sistem durumunda segilebilecek
aksiyonlarin, maliyet (kazang¢) fonksiyonunun, gecis olasiliklarinin ve karar zamanlari
arasinda gecen siirelerin tanimlanmasi gereklidir. Bu tanimlamalardan sonra gecilen
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¢ozlim siirecinde, politika iyilestirmesi (policy improvement), dogrusal programlama ve
deger yinelemesi (value iteration) gibi yontemler kullanilarak, uzun erimde toplam
maliyet (kazang) ile ilgili bir kriteri optimize eden aksiyon sec¢imleri belirlenir.

MKS modellerinde kullanilan iki temel yaklasim vardir. Birinci yaklagimda sistemin
kesikli zaman anlarinda gézlemlendigi varsayilir. Bu gozlem anlarina, karar zamanlari, iki
ardigik karar zamani arasinda gegen siireye ise karar donemi denir. Karar dénemleri, rassal
veya deterministik olabilir. Karar donemleri 6nceden belirlenmis deterministik degerler
olan MKS’lere, kesikli zamanli Markov karar siiregleri (KZMKS) denir. Karar donemleri
rassal degerler aliyorsa, bu tip MKS’lere, yari-Markov karar siire¢leri (YMKS) denir.
Karar dénemlerinin iistel dagilima uydugu YMKS’ler, iistel yari-Markov karar siireci
(UYMKS) olarak isimlendirili. =~ MKS’lerin modellenmesinde kullanilan ikinci
yaklasimda ise sistemin siirekli gozlemlendigi ve kararlarin istenen herhangi bir zamanda
verilebilecegi varsayilir. Ayrica, bu yaklagimda sistem durumundaki ardigik degisimler
arasindaki siirenin, tistel dagilima uydugu kabul edilir. Bu tarz MKS’lere, siirekli zaman
Markov karar siiregleri (SZMKS) denir. (MKS’lerin detayli incelemesi i¢in bkz.,
Puterman (2005), Hu ve Yue (2007) ve Guo ve Hernandez-Lerma (2009)).

Ustten siirli gegis hizlarma sahip SZMKS’ler ile UYMKS’ler, yeknesaklastirma
(uniformization) olarak Tirk¢e’ye terciime edilebilecek bir yontem kullanilarak, belli
varsayimlar altinda, kendilerine denk olan KZMKS’lere doniistiiriilebilirler. Bu sayede
KZMKS’ler igin gelistirilmis olan tiim teknikler, SZMKS ve UYMKS’ler icin de
kullanilabilir. UYMKS’ler ile KZMKS’ler arasindaki denklik, ilk olarak Lippman (1975)
tarafindan fark edilmistir. Bu denkligin matematiksel olarak formel bir gerceve icinde
ortaya koyulmasi ise Serfozo (1979) tarafindan yapilmstir. Kakumanu (1977), benzer bir
denkligi SZMKS’ler ile KZMKS’ler arasinda tanmimlamustir. Ayrica, genel gegis
zamanlarma sahip YMKS’ler i¢in yeknesaklastirma neticeleri Beutler ve Ross (1987)
caligmasinda verilmistir. Yeknesaklagtirma yonteminde orijinal MKS’nin gegis hizlari
arttirilarak tek bir degere esitlenir. Dolayisiyla doniisiim sonucunda elde edilen MK S’ nin
tiim gecis hizlar1 aymidir. 1ki MKS arasindaki denklik, maliyetlerin uygun bir sekilde
degistirilmesiyle ve bir durumdan kendine ger¢eklesen yapay gegisler tanimlayarak elde
edilmektedir. Yeknesaklastirma neticesinde elde edilen yeni MKS’nin matematiksel
analizi genellikle daha kolay olmaktadir. Yeknesaklastirma teknigi 6zellikle monoton
ozelliklere sahip optimal politikalarin varligini ispatlamada oldukca faydali olmaktadir.

Cekyay (2018), yeknesaklagtirma tekniginde kullanilan fikri gelistirerek Ozgiilestirme
teknigini &nermistir. Ozgiilestirme teknigi, yeknesaklastirma tekniginden farkli olarak
gegis hizlart istten simirsiz oldugu durumlarda da uygulanabilmektedir. Ayrica,
yeknesaklastirma kullanildig: halde ispatlanmasi kolaylasmayan kimi yapisal neticelerin
ispatim1 oldukca kolaylastirabilmektedir. Cekyay ilgili calismasinda, UYMKS’lerin
ozgiilestirilmesini ilk defa, sadece duragan politikalar1 kullanarak ve beklenen toplam
indirgenmis maliyet amag¢ fonksiyonuna odaklanarak incelemis, 6nerdigi ozgiilestirme
tekniginin SZMKS’lere de uygulanabilecegini belirtmis ama bunun nasil yapilacagin
detaylandirmamistir. Bu c¢alismada ise, Ozgiilestirme tekniginin SZMKS’lere nasil
uygulanabilecegi detaylar1 ile verilecektir. Bu sayede makalenin devam eden
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bolimlerinde verilecek olan varsayimlari saglayan bir UYMKS, gecis hizlar karar verici
tarafindan belirlenen bir UYMKS’ye doniistiiriilerek analiz edilebilecektir.

Makalenin geri kalan1 su sekilde organize edilmistir. B6liim 2°de {izerinde ¢alisilacak olan
UYMKS ve SZMKS, matematiksel olarak tanimlanacaktir. Boliim 3’te UYMKS’ler i¢in
Onerilmis olan Ozgiilestirme metodunun SZMKS’lere nasil uygulanabilecegi
gosterilecektir. Boliim 4’te bir 6nceki bolimde verilmis olan teorik neticeler, sayisal bir
ornege uygulanacaktir. Makale, Boliim 5°te verilecek olan gelecekte yapilabilecek
aragtirma onerileri ve yorumlarla sonlandirilacaktir.

Makale boyunca R=%, R>%, N0 ve N, sirasiyla negatif olmayan reel sayilari, pozitif reel
sayilar1, pozitif tamsayilar1 ve dogal sayilar1 gostereceklerdir.

2. Tanimlar

Bu boliimde makalenin geri kalaninda kullanilacak olan MKS’ler, detayli bir sekilde
tanimlanacaktir.

Oncelikle, ¢alismada kullamilacak Y = (S, 4, ¢, 4, p, a) UYMKS’yi tanimlayalim. Burada
S, sayilabilir durum uzaymi ve A, rastgele se¢ilmis aksiyon uzayini gostermektedir. Tim
maliyetler, @ € R>? oraninda siirekli olarak indirgenmektedir. Karar siireci, belli bir karar
zamaninda i € S durumunda goézlemlendikten sonra aksiyon uzaymdan bir a € A
aksiyonu segilir ve toptan c, (i) maliyeti 6denir. Karar verici, bu segtigi aksiyonu bir
sonraki karar zamanina kadar degistiremez. Bu ¢alismada c, (i) maliyetinin diizgiin sinirli
oldugunu yani belli bir M, € R™° igin supjcsqealcy ()| < M, oldugunu varsayiyoruz.
Karar siirecinin { durumunda kaldig1 siire, A,(i) € R parametreli iistel dagilima
uymaktadir ve bu siirenin sonunda karar siireci, p, (i; j) olasiligiyla j € S durumuna atlar.
Bu ¢aligmada her i € E ve a € A igin p,(i; i) = 0 oldugu varsayilmistir. Bu ¢aligmanin
diger bir varsayim ise belli bir M; € R i¢in sup jesgea Aq(i) < M olmasidir. Karar
stireci Y’ nin yaptig1 n. gecisin zamani T,, ile ve Y nin bu ge¢is sonunda bulunacagi durum
Y, ile gdsterilecektir. Karar siireci Y ’nin karar dénemlerinin uzunluklari ise her n € N>°
icin S,, = T,, — T,,_; olarak tanimlanmistir ve burada T, = 0’dir. Her bir §,,, iistel dagilima
sahiptir. Ayrica, eger secilen aksiyonlar, sadece karar siirecinin karar zamanindaki
durumlarina bagliysa, iki farkli karar doneminin uzunlugu birbirinden bagimsizdir.

Simdi de ¢aligmada kullanilacak olan SZMKS Y€ = (S, 4, ¢, g, a)’y1 tanimlayalim. Y ¢, bir
SZMKS oldugu i¢in Y’den farkli olarak karar verici, her zaman aninda sectigi aksiyonu
degistirebilir. Eger secili karar degistirilmezse karar siirecinin durumunun degistigi iki
zaman ani arasinda gegen siire {istel dagilima uymaktadir. Karar siireci i durumundayken
a aksiyonu se¢ili ise §t siire iginde siirecin durumunun j’ye doniisme ihtimali yaklasik
olarak q,(i; j)6t’dir. Karar siirecinin durumu i ve se¢ili aksiyon a iken bir sonraki durum
degisim zamanma kadar gegen siire gl (i) parametreli iistel dagilima uyar ve bu siire
sonunda siirecin yeni durumunun j olma olasihg q,(i; j)/qk (i)’dir. Burada g% (i) =
Yiesdq(i;J) olarak tammlanmustir ve belli bir M, € R™ igin sup jesqea q5 () < M,
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oldugu varsayilmustir. Bunun yaninda bu ¢alismada g, (i;i) = 0 ve gZ (i) € R>® oldugu
varsayilmigtir.

Markov karar siireglerinin amaci, belirlenmis olan amag¢ fonksiyonunu eniyileyen
politikayr bulmaktir. SZMKS’ler i¢in politika, her zaman aninda segilen aksiyonu
belirleyen bir kuraldir. Bir SZMKS i¢in uygulanan bir f politikasi, karar siirecinin tiim
gecmigine bagli olabilir ve genel olarak, her an i¢in bir aksiyonu segmek yerine A kiimesi
iizerinde bir olasilik dagilimi tanimlar. Bu ¢alismada f politikasinin sadece karar siirecinin
simdiki durumuna bagli oldugunu varsayiyoruz. Boyle bir politika {k;, (t)} seklindeki bir
fonksiyonlar kiimesi ile belirlenebilir. Burada, her i € S,a € A ve t € R®? igin k;,(t) €
R0 ve ¥, kio(t) = 1 olmahdir. k;,(t) fonksiyonu, karar siireci i durumundayken ¢t
aninda a aksiyonunun segilme olasilig1 olarak yorumlanir. Bu kosullari saglayan bir f
politikasina rassal politika denir. Eger her i €S ve a € A i¢in k;,(t) fonksiyonu ¢t
iizerinde olgiilebilir ise f politikasma 6lgiilebilir politika denir. Karar siirecinin sadece
simdiki durumuna bagli olan dlgiilebilir rassal politikalara ise Markov politikasi denir. Bir
Markov f politikasinda her i € S,a € A ve t € R icin k;,(t) = k;, ise bu f politikasi
“duragan politika”dir ve duragan politikalarin A kiimesi ilizerinde tanimladigi olasilik
dagilimi zamandan bagimsizdir. Bir duragan politikada her i € S ve a € 4 i¢in k;;, = 0
veya 1 ise bu politikaya deterministik politika denir.

Bir UYMKS diisiiniildiigiinde, herhangi bir n € N igin T, karar aninda segilen aksiyon,
takip eden karar donemi boyunca T,,; karar zamanina kadar degismemektedir. Bu
sebeple UYMKS’ler icin kullanilan politikalarda zaman parametreleri dogal sayilardir.
Bir UYMKS’de kullanilacak olan f politikasi, her n € N i¢in {y;,(n)} seklindeki
fonksiyonlar kiimesi ile tanimlanabilir. y;, (n) fonksiyonu, karar siireci i durumundayken
n. karar zamaninda a aksiyonunun se¢ilme olasilidir. Burada, heri € S,a € A ven € N
icin y;,(n) € R®® ve ¥, ¥;,(n) = 1 olmahdir. Eger her i € S,a € A ve t € R%® i¢in
Via(n) = ¥4 ise bu f politikasia duragan politika denir. Ek olarak, eger heri € Sve a €
A icin y;, = 0 veya 1 ise bu duragan f politikasina deterministik politika denir.

Dikkat edilecek olursa UYMKS’ler igin tanimlanabilecek tiim deterministik duragan
politikalar kiimesi ile SZMKS’ler i¢in tanimlanabilecek tiim deterministik duragan
politikalar kiimesi birbirleriyle 6zdestirler. Bu ¢aligmada sadece deterministik duragan
politikalar iizerinde calisilacagi icin hem UYMKS’ye hem de SZMKSye ait deterministik
duragan politikalar i¢in notasyon ayrimina gidilmeyecek ve her iki politika i¢in de f harfi
kullanilacaktir. Deterministik duragan f politikasina gore herhangi bir i € E durumunda
segilen aksiyon, f (i) ile gosterilecektir. Burada, her i € E i¢in f(i) € A oldugu agiktir.

Bu caligmada ozgiilestirme teknigi, Cekyay, (2018)’de yapildigi gibi, deterministik
duragan politikalar ve beklenen toplam indirgenmis maliyet kriteri i¢in sunulacaktir.
Inceledigimiz UYMKS, Y, belli bir deterministik duragan f politikasna gére
yonetildiginde ve baslangi¢ durumu i oldugunda, beklenen toplam indirgenmis maliyet

fonksiyonunu
N

Z e nce(y,) (Yn)

n=0

Wy o (D) = lim Ef = E}

> e-”ncmn)(yn)] &)

n=0
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seklinde tanimliyoruz. Bu ifadede beklenen deger semboliiniin iist indisi karar siirecinin
baslangi¢ durumunu, alt indisi ise uygulanan politikayr gostermektedir. Ayni
deterministik duragan f politikasi altinda incelenen SZMKS’ nin, Y ¢’nin, beklenen toplam
indirgenmis maliyet fonksiyonunu ise

WELD) = Er [ [y e ey (V) 1 Y5 = 1] )
seklinde tanimliyoruz. Burada Y€, Y karar siirecinin ¢t € R anindaki durumudur.

Teorem 1, Denklem (1)’de tanimlanan maliyet fonksiyonunu rahatlikla
kullanabilecegimizi ve Cekyay (2018)’deki 2.1 numarali temel varsaymm sagladigini
gostermektedir. Bu neticenin ispatlanabilmesi i¢in ilk once asagidaki basit O6nsavin
ispatlanmasi gereklidir.

Onsav 1 Her n € N igin Ef[e”*Sn+1] < af}& )
2

Ispat: Eger Y, =j ise Spq, Afj)(j) parametreli tistel dagilima uyar ve dolayisiyla,
E} [e~®Sn+1 | Y, = j1, A¢(;)(j) parametreli iistel dagilimm Laplace doniisiimii olur. Bu
durumda,

Effema] = )" Bile S | Y, = 1PV, = )

jes

()

() i :
TR

. fin
j65“+’1f(1)(1)

M, M,
< PHY =il =
_;(Z‘FMA f{n ]} C(+M/1

]

olur.

. .. ir.—arT M) "
Onsav 2. Her n € N igin Ef[e™*"n] < (a+M ) .
2

Ispat: Ty = 0 oldugu igin n = 0 oldugunda énsavdaki ifadenin dogru oldugu agiktir. Eger
n=>1ise T, =5; +--+ 8§, olur ve bu toplamda S;’ler birbirlerinden bagimsizdirlar.
Dolayistyla, T,,’in Laplace doniigiimii, S;’lerin Laplace doniigiimlerinin ¢arpimina esit
olur. Bu durumda:

, . , , M, \"
El —aTp] — ElL —-aSq El —-aSy ... EL —-aSp < ( )
f[e ] f[e ] f[e ] f[e ] @+ M,

olur. Bu ¢ikarimdaki esitsizlik, Onsav 1’in sonucudur.

Teorem 1. Denklem (1)’de tamimlanan maliyet fonksiyonu Wy, (i), iyi tanimli bir
fonksiyondur, her zaman sonlu degerler alir ve Cekyay (2018)’deki 2.1 numarali temel
varsayimi saglar.

Ispat: Oncelikle (1)’deki limitin var ve sonlu oldugunu gosterecegiz. Bunun igin
Yo E}[e‘“Tncf(yn) (Yn)]’nin mutlak yakinsak bir sonsuz dizi oldugunu gostermemiz
yeterlidir. Mutlak deger, konveks bir fonksiyon oldugu igin Jensen’nin esitsizligine gore
|Ef[e™Tnre oy (V)| < Ef[e™ ™| cpry (V) |] < McEf[e™%™]  olur.  Dolayisiyla,
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Lol ‘ B o ‘ ) o] MA n
Z|E;[e e (Y)]| < Mc Z Ef[e™*™] < M, Z (a i )
n=0 n=0 n=0 A

M.(a+ M
_ (a A)<oo
a

3

olur. Bu ¢ikarimdaki ikinci esitsizlik, Onsav 2’den gelmektedir. Mutlak yakinsak sonsuz
bir dizi, yakinsak oldugu i¢in Denklem (1)’deki limit vardir ve her zaman sonludur. Bunun
sonucu olarak Wy , (i), iyi tanimli bir fonksiyondur. c; (i) = max{c,(i),0} ve c; (i) =
max{—c,(i),0} tamimlamalarini yapalim. Ag¢iktir ki sup jesgealca (D] <M, ve
SUD jesaealca ()| < M, olur. Dolayistyla, bu ispatin yukaridaki adimlarini aynen takip
ederek Yoo Effe™Tncly (V)] <o ve B Ef[e ey, (Ya)] <o oldugu
gosterilebilir. Bunun sonucu olarak (Cekyay 2018)’deki 2.1 numarali temel varsayim,
Wy o (0) igin saglanmus olur.

Teorem 1 sayesinde Wy , (i) fonksiyonun, iyi tanimli bir fonksiyon oldugunu ve iizerinde
rahatlikla ¢alisabilecegimizi gormiis olduk. Ayrica, ayni sekilde, Cekyay (2018)’deki tiim
neticelerin bu ¢aligma kapsaminda kullanilabilecegi delillendirilmistir.

3. SZMKS’lerin UYMKS’ye Déniistiiriilerek Ozgiilestirilmesi

Bu boliimde Cekyay (2018) tarafindan 6nerilmis olan dzgiilestirme tekniginin SZMKS’ler
icin nasil uygulanabilecegi detaylariyla gosterilecektir. Bunun igin ilk 6nce Boliim 2°de
verilmis olan tanima uyan bir SZMKS, bir UYMKS’ye déniistiiriilecektir. Daha sonra
Cekyay (2018) tarafindan énerilen zgiilestirme teknigi, elde edilmis olan UYMKS’ye
uygulanacaktir.

Varsayalim ki elimizde Bo6liim 2’de tanimlandigi gibi bir SZMKS Y€ = (S,4,¢c,q, @)
olsun. Bu karar stirecinin parametrelerini kullanarak yeni bir UYMKS Y =
(S,4,¢, A, P, @) tanimlayalim. Bu tammlamada A, (i) = qZ% (i) ve

0 i=j
pa(:)) = q;g(l(;ié)’ Q%] 4)

ca (D)

0=

Bu yeni tanimlanan UYMKS’ye, ¥’ye, ait olan ve (1)’e gore tanimlanan beklenen toplam
indirgenmis  maliyet fonksiyonunu W, (i) ile gosterelim. (Feinberg, 2004)
caligmasindaki Teorem 4.5, yukarida tanimlanmus iki karar siirecinin deterministik
duragan politikalar altinda birbirlerine denk olduklarini gostermektedir. Diger bir ifade ile
herhangi bir deterministik duragan f politikas igin Wy, (i) = W/, (D).

Bu asamada Cekyay (2018)’de énerildigi sekliyle ¥ siirecini 6zgiilestirebiliriz. Bunun i¢in
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A2 (1) = 24 (i) kosulunu saglayacak sekilde yeni A gegis hizlarinin secildigini varsayalim.
Bu yeni gecis hizlarmi kullanarak yeni gegis olasiliklarini ve maliyet fonksiyonunu
asagidaki gibi hesaplayalim:

Ll
LG 2o
¢, () = Ca(l) + 21,30 Paliif) = M i#j v
Lo '

Boylece ¥ = (S,4,¢, 1,7, a) UYMKS’si tanimlanmis oldu. Bu yeni karar siirecinin (1)’e
gore tanimlanan beklenen toplam indirgenmis maliyet fonksiyonunu Wf <) ile
gosterelim. Cekyay (2018)’de ispatlanan Teorem 2.3, herhangi bir deterministik duragan
f politikasi igin Wf )= Wf « (1) oldugunu goéstermektedir.

Bu noktaya kadar yapilan analiz neticesinde asagidaki teorem ispatlanmig oldu.

Teorem 2. Y¢ = (S, 4,c,q,a), Bolim 67°deki Varsaylmlarl saglayan bir SZMKS olsun.
Y= (S A6 L,7P, a) ise gecis hizlar1 oo > 1,(i) = q% (i) varsaymm altinda serbestge
secilmis ve diger parametreleri, her i,j € S ve a € A igin

0] _
oy @ SnZ) L@
“Ornae M7 wen o, @
HON '

esitlikleri ile hesaplanan bir UYMKS olsun. Eger Y¢ ve ¥, aym deterministik duragan f
politikasi ile kontrol ediliyorlarsa, her i € S igin W¢, (i) = Wf_a (.

Ispat: Bu boliimiin basindan beri yapilan agiklamalara ek olarak sadece Denklem 6’nin,
Denklem 4 ve Denklem 5’ten ¢ikarilabileceginin gosterilmesi gereklidir. Bunun i¢in de
1.(D) = qI (i) esitligini kullanmak yeterlidir.

Teorem 2’nin dogrudan bir sonucu asagida verilmistir.

Sonug 1. Eger hem Y hem de ¥ icin beklenen toplam indirgenmis maliyet fonksiyonunu
deterministik duragan politikalar eniyiliyorsa, her iki karar siireci i¢in de aym
deterministik duragan politika optimaldir.

SZMKS’ler ve UYMKS’ler i¢in deterministik duragan politikalar, her zaman optimal
olmak zorunda degildir. SZMKS’ler i¢in Guo ve Hernandez-Lerma (2009) (Boliim 4.5 ve
4.6), UYMKS’ler i¢in Puterman (2005) (B&liim 6.2.4), deterministik duragan politikalarin
optimalligini garanti eden kosullardan bazilarini vermektedirler. Bu kosullar altinda
Sonug 1, elimizdeki SZMKS ile bu siireci dzgiilestirerek elde ettigimiz UYMKS’yi aym
deterministik duragan politikalarin optimize edecegini sdylemektedir. Ornegin, S ve A
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sonlu kiimeler olduklarinda, hem Y€ hem de ¥ i¢in aym deterministik duragan politika
optimaldir.

4. Sayisal Ornek

Bu boliimde bir dnceki boliimde ispatlanmis olan neticenin sayisal bir drnek iizerinde

uygulamasi yapilacaktir. Bunun igin basit bir Y¢ = (S, 4, ¢, q, @) SZMKS tanimlayalim.

Bu karar siireci igin S ={1,2,3,4},A={0,1},a =01, ¢,=[4 5 6 7],¢ =
[1 3 8 9]

0 1

{1 o0

qo = 2 1

2 2

R Rk, DNO

2
0
2
1

N O R R
o NN
[ N

0

olsun. Budurumdagl =[2 3 4 6]veqi =[6 5 4 3]olur

Varsayalim ki optimal politikanin baz1 6zelliklerini ispatlamak igin g% ve qT vektdrlerinin
degerlerinin swrasiyla [3 3 6 6] ve [6 6 4 4] seklinde olmalart isimizi
kolaylagtiracak. Bu durumda tanimladigimiz SZMKS’yi 6zgiilestirerek elde edecegimiz
yeni ¥ =(S,4,61,p,a@) UYMKS’nin gegis hizlarmin 1y =[3 3 6 6] ve 4, =
[6 6 4 4] seklinde olmasi gerekir. Dikkat edilecek olursa bu gegis hizlar1 A > g7
olacak  gekilde secilmistir. Bu durumda Denklem 6’ya gore ¢, =

[1,29 1,61 098 1,15], & =[016 049 195 2,20],
1/3 1/3 1/3 0 0 1/3 1/3 1/3
|13 0 13 13| . |1/3 176 173 1/6
Po=11/3 176 173 176/ VP17 |14 12 0 1/4

1/3 1/3 1/3 0 1/4 1/4 1/4 1/4
olur. Sirastyla, (Guo ve Hernandez-Lerma 2009)’de yer alan Teorem 4.10 ve (Puterman
2005)’de yer alan Teorem 11.3.2’ye gore hem Y icin hem de ¥ icin optimal olan
deterministik duragan politikalar vardir. Dolayisiyla, Teorem 2 ve Sonug¢ 1’e gore ayni
deterministik duragan f politikasi, iki karar siireci i¢in de optimal olmalidir ve bu politika
igin W, (i) = Wf‘a (i) olmalidur.

Bu sonucu dogrulamak i¢in her iki karar siirecinin optimal politikalarini ayr1 ayr1 sayisal
olarak bulacagiz. SZMKS Y“’nin optimal politikasint bulmak i¢in (Guo ve Hernandez-
Lerma, 2009)’de yer alan Teorem 4.14 verilmis olan deger yinelemesi algoritmasi
kullanilmmstir. Optimal politika f=[1 1 0 0] ve bu politikaya karsilik gelen
beklenen toplam indirgenmis maliyet vektorii Wffa =[41,75 41,92 42,41 42,49]
olarak bulunmustur. UYMKS ¥’nin optimal politikasini bulmak i¢in Puterman (2005)’de
icindeki Boliim 11.3.4°de bahsedilen deger yinelemesi algoritmasi kullanilmigtir. Optimal
politika f =[1 1 0 0] ve bu politikaya karsilik gelen beklenen toplam indirgenmis
maliyet vektorii Wf‘a =[41,75 4192 42,41 42,49] olarak bulunmustur. Her iki
karar siirecinin, f politikast altinda, beklenen toplam indirgenmis maliyet kriteri
acisindan, birbirine denk oldugu asikardir.
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5. Sonug

MKS’ler sirali karar verme konusunda siklikla kullanilan araglardan birisidir. MKS’ler
kullanilarak incelenen problemin sayisal ¢éziimii yapilabilecegi gibi optimal politikanin
belli yapisal oOzelliklere sahip oldugu ispatlanabilir. Bu matematiksel ispatlari
kolaylastirmak adina Lippman (1975) ¢alismasindan bu yana yeknesaklastirma teknigi
cogu kez kullanilan 6nemli bir yardimcidir. Bu teknikte orijinal MKS’nin gegis hizlar
sabit bir degere doniistiiriilmektedir. Bu doniigiim daha basit bir formiilasyon ile ¢aligmaya
olanak tanimaktadir ama son durumdaki gegis hizlarinin hepsinin ayni olmasini ve orijinal
MKS’nin gecis hizlarmin iistten smirlt olmasini sart kosmaktadir. Cekyay (2018)
tarafindan onerilen 6zgiilestirme tekniginde ise son durumdaki gecis hizlar farki degerler
alabilmektedir ve orijinal gecis hizlar, {istten sinirsiz olabilmektedir. Bu ozellikleri
sayesinde yeknesaklastirmanin yardimci olamadigi durumlarda faydali olabilmektedir.
Ozgiilestirme teknigi ilk olarak UYMKS’ler i¢in tanimlanmistir. Bu ¢alisma, dzgiilestirme
tekniginin SZMKS’lere nasil uygulanabilecegini goéstermektedir. Bunun igin verilen
SZMKS, éncelikle bir UYMKS’ye cevirilmistir ve bu yeni siirece dzgiilestirme teknigi
uygulanmstir.

Bu calisma ve Cekyay (2018), sadece beklenen toplam indirgenmis maliyet amag
fonksiyonuna odaklanmigtir. Ortalama maliyet gibi diger amag¢ fonksiyonlar: igin
Ozgiilestirme neticelerinin ¢ikarilmasi, ileriki ¢aligmalara birakilmistir. Bunun yaninda,
SZMKS kullanilarak modellenmis bir problem i¢in optimal politikanin yapisinin
arastirilmasinda, 6zgiilestirmenin ne sekilde faydali olabileceginin gosterimi de gelecekte
caligilacak projeler arasina eklenmistir.

6. Kaynakca

Beutler, F. J., ve Keith, W. R. (1987). Uniformization for semi-Markov decision processes
under stationary policies. Journal of Applied Probability 24 (3). Cambridge
University Press, 644—56.

Cekyay, B. (2018). Customizing exponential semi-Markov decision processes under the
discounted cost criterion. Furopean Journal of Operational Research 266 (1), 168—
78. do0i:10.1016/j.ejor.2017.09.016.

Feinberg, E. A., Shwartz, A., ed. (2012). Handbook of Markov decision processes:
methods and applications (Vol. 40). Springer Science & Business Media.

Feinberg, E. A. (2004). Continuous time discounted jump Markov decision processes: a
discrete-event approach. Mathematics of Operations Research 29 (3). INFORMS,
492-524.

Guo, X. ve Hernandez-Lerma, O.. (2009). Continuous-time Markov decision processes:
theory and applications. Stochastic Modelling and Applied Probability. Springer
Verlag.

Hu, Q., ve Yue, W. (2007). Markov decision processes with their applications. Vol. 14.
Springer.



74 Bora CEKYAY

Kakumanu, P. (1977). Relation between continuous and discrete time Markovian decision
problems.Naval Research Logistics Quarterly 24 (3). Wiley Online Library, 431-
39.

Lippman, S. A., (1975). Applying a new device in the optimization of exponential queuing
systems.Operations Research 23 (4). INFORMS, 687-710.

Puterman, M. L., (2005). Markov decision processes: discrete stochastic dynamic
programming. Wiley Series in Probability and Statistics. New Jersey: John Wiley
and Sons.

Serfozo, R. F., (1979). “An equivalence between continuous and discrete time Markov
decision processes.” Operations Research 27 (3). INFORMS, 616-20.



