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Matrislerin Hadamard Carpimi Uzerine’
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Ozet: Bu calismada lineer cebirde 6énemli bir yere sahip olan matrislerin Hadamard
carpimi ile ilgili esitsizlikler derlenmistir. Hadamard carpim ve Kronecker ¢carpim tanitilip,
bu campimlar arasindaki iliskilerden bahsedilmisti. Calismanin esas kisminda ise
Hadamard carpimi igeren esitsizlikler Gizerinde durulmustur. Son olarak da iki matrisin
Kronecker carpimlarinin izi ile Hadamard carpimlarinin izi arasinda bir baglanti
verilmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Hadamard Carpim, Kronecker Carpim, Pozitif tanimh matris, Pozitif
yari tanimh matris, M- Matris, Matris esitsizlikleri

On the Hadamard Product of Matrices

Abstract: In this study, the inequalities related to Hadamard product of matrices which
has a significant place in linear algebra was compilated. Hadamard product and
Kronecker product were introduced and the relations among these products were
mentioned. In the main section of study, the inequalities including Hadamard product
were emphasized. Finally an equality between the traces of Kronecker product and
Hadamard product of two matrices is discovered.

Key Words: Hadamard product, Kronecker product, Positive definite matrix, Positive
semidefinite matrix, M- Matrix, Matrix inequalities

Girig

Hadamard carpimin cebirsel ve analitik Ozelliklerine dair ilk sistematik galismalar
Schur'un 1911’deki ¢alismasinda gorilmastir. Schur bu galismasinda, ayni mertebeli iki pozitif
yari tanimli matrisin Hadamard ¢arpimin da pozitif yari tanimh matris oldugunu ispatlamistir.
Schur'un 1911°’deki galismasinin orijinalliginden dolaylr Hadamard ¢arpim Schur ¢arpimi olarak
da anilmaktadir. Zaman i¢inde Hadamard ¢arpimi, Hadamard-Schur product, Schur-Hadamard
product, pointwise product, pointwise multiplication, element-product gibi degisik sekilde
adlandinlmigtir. Horn, 1990°’daki ¢alismasinda Hadamard ¢arpimin tarihsel gelisimini Schur'un
teoremlerini, Hadamard c¢arpimin degisik yollarla kabulini goéstermistir. Hadamard carpimi
iceren Oneriler vermistir. Horn'un bu c¢alismasi, Hadamard carpim Uzerine g¢alisan
matematikcilere temel kaynak olmustur.

A= [al,/] ve B= [bi/], mxn matrisler olsun. 4o B = [ai/bi/ ]mxn carpimina A ile B

matrisinin Hadamard carpimi denir. Carpimin tanimi geregdi iki matrisin Hadamard carpiminin
yapllabilmesi icin mertebelerinin ayni olmasi gerekir. Matrislerin kare matris olmasi gerekmez. A
ve B matrisleri ayni mertebeli fakat kare matris olmasinlar. Bu durumda AB normal matris
carpimi tanimh degildir ama Ao B Hadamard carpimi tanimhdir. Ayni mertebeli kare matris
olmalari durumunda her iki garpim da tanimhdir. Normal matris ¢arpimi gibi Hadamard carpimi
da birlesme ve toplama islemi Uzerine dagilma Ozelligine sahiptir. Hadamard ¢arpim isleminin
birim elemani, bitin bilesenleri 1 olan matristir. Bu matris J ile belirtilir. Bir matrisin Hadamard
carpimina gore ters-gevrilebilir olmasi igin tim bilesenleri sifirdan farkli olmalidir. Temel halka,
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degisme o6zelligine sahip ise Hadamard c¢arpimi da degisme &zelligine sahiptir. Hadamard
carpimi ile normal matris ¢arpimi arasindaki en énemli farklardan biri budur. Kompleks bilegenli
mxn matrislerin kimesi M, () ile gosterilir. Ayrica M, =M, dir. Béylece M, iki yolla
cebirdir. Her iki cebirde de matris toplami vardir. Fakat cebirlerden biri normal matris ¢arpimi ile
oOtekisi ise Hadamard carpimi ile kurulur. Hadamard ¢arpimi hakkindaki birgok ilging soru bu iki
cebir arasindaki farktan ortaya cikar. Bu iki cebir bazen benzer sonuglar verirken bazen farkli
sonuclar verir. Hadamard garpimi Uzerine yapilan arastirmalarin iki alani, kuadratik formlar ve
degisik norm esitsizlikleri hakkindaki sorulardir. Bunlarin ¢gogu normal matris ¢arpimi Gzerine
bilinen esitsizliklerle benzerlik kurularak ortaya g¢ikar. Hadamard garpimin cebirsel ve analitik
Ozelikleri Gzerine ilk sistematik calismalar Schurun 1911’deki calismalarinda gorilir. Bu

galismada Schur; A ve B ayni mertebeli iki pozitif yari tanimli matris ise 4o B’nin de pozitif yari
tanimli matris oldugunu ispatlamistir. Bu ¢arpim teoremi Schur'un ismi ile anilir. Ayrica Schur

spektral norm igin, ||AoB||2 < ||A||2 ||B||2 esitsizligini ispatlamig ve her iki matrisin de pozitif yari

tanimh olmasi halinde bu sinirlama igin bazi sonuglar vermistir. Bu sonuclardan once
calismamizda da yer alan pozitif (yari)tanimliliktan bahsedelim.

A, nxn hermityen matris olsun. Sifirdan farkli tim x € C" igin

X Ax>0
oluyorsa A matrisine pozitif tanimli matris denir. Eger

x"Ax>0
oluyorsa, A matrisine pozitif yari tanimli matris denir. A pozitif tanimli matris ise ayrica pozitif yari
tanimli matristir. Eger A tekil olmayan pozitif yari tanimh matris ise pozitif taniml matristir.

Teorem 1. A= [a!./.] ve B e M, veriimig olsun. Oyleyse

a) A ve B pozitif yari tanimli matrisler ise, Ao B 'de pozitif yar tanimhdir.
b) A ve B pozitif yari tanimli matrisler ise

(mina, ) A, (B) < Ay (A0 B) < A, (Ao B) <(maxa, )4, (B)

dir.
c) B pozitif tanimli matris ve A'da esas kdsegen elemanlar pozitif olan pozitif yari tanimli matris

ise Ao B’de pozitif tanimli matristir.
d) A pozitif yari tanimli matris ise ||AoB||2 < (max aﬁ)”B”2 dir.

e) ¢ (Z), Z matrisinin sttunlarinin maksimum Oklid uzunluklarini belitmek tzere x, y € M,,

icin 4=x"yise ||AOB||2 <( (x)C,(Y)”B”2 dir.

) | 408, <[], | 8], ar

A= [ai/] ve B= [bii:l matrisleri sirasiyla m xnve p xr mertebeli ki matris olsun.

a,B a,B - a,B
A®B = a,B a,B - a,B
amlB am2B amnB
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carpimina Kronecker carpimi denir. Bagka bir deyisle, eger A:[ ]eM (1) ve

m,n

B :[bi/.] eM, () verimigse bu matrislerin 4A® B Kronecker carpimi, mertebesi mp x nq
olan [ayB] matrisidir. 4,Be M, , ise A® B matrisinin

Ln+2,2n+3,3n+4,..,(n—-)n+n= n’

sutunlari ile

Lm+2,2m+3,3m+4,...(m-)m+m=m’

satirlarinin kesisimindeki bilesenlere bakarsak 4o B Hadamard garpimin bilesenlerini buluruz.
A ile B ayni mertebeli ki matris ise 4o B, A& B matrisinin alt matrisidir. Ek olarak A ve B kare

matris iseler AoB, A® B matrisinin esas alt matrisidir. Hadamard carpimi, Kronecker

carpimin alt matrisi olarak kabul etme birgok dnemli bilgiye ulasmamizi saglayacaktir. Cinka bir
matris hakkinda bilinen esitsizlikler veya bazi iligkiler o matrisin alt matrisinde de goérilebilir. Bu
iliskilerden bazilari singuler degerler, bir genel kompleks dikdértgen matrisin ranki, bir Hermityen
matrisin 6zdegerleri, negatif bileseni olmayan bir kare kompleks matrisin spektral yari ¢api vb.

Kronecker ¢carpiminin 6nemli bir 6zelligi karma ¢arpim kuralidir. Bu kural
(xay)®(x2y2) = (xl ®x2)(y1 ®y2)
seklindedir.

Kolayca gorulebilir ki; kdsegen, simetrik, normal, hermityen veya Uniter ki matrisin
Kronecker ¢carpimi da sirayla ayni 6zelliklere sahip bir matristir.

A ve B matrislerinin singiler deger ayrisimi A lele1H ve B :VzZszH
seklinde verilsin. Buradan karma ¢arpim kurali ile
A®B=(1,01,)(X 03, )(m em)"

yazilabilir.

Ozellkle 4® B matrisinin singller degerleri, A ve B matrislerinin kendi singiler
degerlerinin karsilikh garpimlaridir. Boylece A ® B 'nin spektral normu (ki bu norm, 4 & B 'nin
en biylk singiler degeridir) A ve B matrislerini spektral normlarinin garpimidir. Yani,

|4® 8], =[], |5,
dir.

‘ 2

|42 B, <[4®B], = |4, |8, v 4.BeM,,

<|4|, 4em,,, deMm,,

r,s?

nin alt matrisi

olur.
Bir matrisin pozitif singuler degerlerinin sayisi, o matrisin rankina esit ve bir alt matrisin
ranki, bir ist matrisin rankindan biyik olmadidi durumda

rank(Ao B) < rank(A® B) = (rankA)(rankB)
olur [1].
Matrislerin Hadamard Garpimi igin Bazi Teoremler

Bu kisimda matrislerin Hadamard ve Kronecker carpimlari ile ilgili bazi teoremler verip, bu
sonuclardan elde ettigimiz bir teoremi ispatsiz olarak verecegiz.
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Teorem 2. A ve B nxn pozitif tanimli Hermityen matrisler ve r,s €[l (r,s #0) olsun.
s> ise

1/s 1/r
(470B") 2(4"0B")
esitsizligi gecerlidir.
Ispat: [3] de bulunabilir.

T 2 . . .
Teorem 3. J,, nxn” segim matrisi;

Jl = [E(") EW E("):|

n 11 2722 2> nn
biciminde tanimlansin. Burada £, matrisleri, nxn tipinde (i,i) bileseni 1, diger bilesenleri O

olan matrislerolsun. J/J =1 dir. 4,Be M, ise

A°oB=J,(4A®B)J,
dir [2].
Ispat:

k=1
_{ > az‘kb@/‘s/k}
k=1
:[al’/b@’/] =A4eB

Teorem 4. 4, i=1,...,k nxn matris olsun. J"J =1 olacak sekide n* xn, J secim
matrisi varsa

k
o
i=l

k
Ai=JT(®Ai)J

esitsizligi gecerlidir [4].

ispat. A, B ve C matrisleri icin ispati yapalim. Karma garpim kuralindan
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AoBoC = 400" (BOC)J
=J"(4®(J" (B®C)J))I
= J7((1a1)®(J7 (B®C)J))J
=J7 (187 )(4®BRC)(18.7)]
=J7(187) (4®BOC)(18.7)J
= J7(A®B®C)J

olur ki, ispat tamamlanir. Burada J= (I@J)J, n® x n matrisidir. (.}Tj =1)
A, nxn tipinde bir matris olsun. Eger B negatif olmayan » x n matris ve negatif olmayan A reel
sayllan igcin, A=AI-B ve 12> p(B) ise A'ya M- matris denir. 4€l[1™"ve her k el] igin

det 4, > Ooluyorsa A'ya M- matris denir.

Teorem 5. A :(a, ) ve B =(bl/) matrisleri M matris veya nxn tipinde pozitif tanimli

ij
reel simetrik matrisler ise

det (Ao B)> det(AB)ﬁ(akk det 4, by detB, _1J

i detd, det B,
dir [5].
ispat: Y& >0 igin
det 4 B det(A4 B
det 4, , det B, det(4,_,°B, )
dir. £ > 0 iken

det 4, det B, det( 4,  B,)
Qe — T T m |2 Wl —
det 4, det B, det(A4,_,°B,,)
elde edilir. Buradan da
det(4,°B,) _ detd, detB, (a,detd, JbudetB
det(A4,,oB, ) detd,_ .detB_ | det4, det B,

IL[ det (4, °B,) N IL[ det 4,.det B, [aydetd,,  bydetB,,

i det(4,_ °B,_ ) jodetd,_.detB_ | det4, det B,
olur. Sonug olarak

a, det 4, N b, detB, |
det 4, det B,

det(A40B)> det(AB)( —1J bulunur.
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Bir matrisin sart sayisi, o matrisin spektral normu ile o matrisin tersinin spektral
normunun garpimina esittir. Yani, bir A matrisinin sart sayisi K(A) = ||A||2 .HA_1 H2 dir.

Teorem 6. Herhangi D singller olmayan kdsegen matrisi igin A pozitif taniml kompleks
matris ise
-1 1!
Kk(paD) 2204 |, o4
dir [2].
Bu teoremlerin i1s1§inda elde ettigimiz sonucu bir teorem olarak verelim.
Teorem7. A= [a,

i

iz(A ®B) = n.iZ(AOB)—nZ_I“ Zn: (al,i —ajj)(bﬁ —bjj)

i=] j=it+1

], B:[bi/] nXxn matrisler ise

esitligi gecerlidir [6].

Sonuglar ve Oneriler

Bu calisma bir derleme olup matrislerin Hadamard ¢arpimini igeren esitsizlikler tGzerinde
duruldu. Matrislerin Hadamard carpimlarinin determinantlarini, normlarini iceren esitsizlikler
verildi. Kronecker ¢arpim ile Hadamard c¢arpim arasindaki iliski Uzerinde duruldu. Sonug olarak;
iki matrisin Kronecker carpimlarinin izi ile Hadamard carpimlarinin izi arasinda bir iligski elde
edildi.
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