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OZET: Cercevelerin dinamik analizinde hesap kolaylig1 acisindan, cergevelerin zemine baglandig:
noktalarin tam ankastre oldugu, kat kiitlelerinin kat seviyelerinde topaklandigi, kolonlarin yayili
kiitlesinin ve kayma deformasyonunun ihmal edildigi kabullerine sik rastlanmaktadir. Ancak
uygulamada ¢ogu kez cergevelerin zemine baglandigi noktalar, zeminin elastik davranisi nedeni ile bir
miktar donebilmekte ve Otelenebilmektedir. Bu durumda cercevenin zemine baglandigi noktaya
donmeye ve 6telenmeye karsi elastik yaylar yerlestirilerek yari-rijit mesnet davranisi modellenebilir. Bu
calismada, zemine yari-rijit bagh tek katli cercevelerin serbest titresim analizi kolonlarin yayil kiitlesi ve
kayma deformasyonu dikkate alinarak yapilmis ve agisal frekanslari elde edilmistir. Kolon tabanindaki
otelenme ve donme yay sabiti degerlerindeki artisin frekans degerlerinde meydana getirdigi artma ve
kolon iist serbest ucundaki toplu kiitlenin ve donme ataletinin degerlerindeki artisin frekanslarda
meydana getirdigi azalma grafiklerle sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Egilme titresimi, elastik mesnet, kayma etkisi, ikinci mertebe teorisi.

Free Vibration Analysis of Elastically Supported Columns Including
Shear and Axial Effects

ABSTRACT: The assumptions of frame supports being fully rigid; storey masses being concentrated at
the floor levels; distributed masses and shear deformations of the columns being neglected are
frequently seen in dynamic analysis of frames because of less effort in calculation. In practice, however,
columns may usually rotate and translate a little due to elastic behavior of soil. In this case, elastic
support behavior can be modeled using elastic springs against translation and rotation at the column
bases. In this study, free vibration of elastically supported columns is studied including shear
deformation of the column and natural frequencies are obtained. Increasing effect of increasing
rotational and translational spring coefficients at the column base and decreasing effect of increasing
concentrated mass and its rotational inertia at the top of column on frequency values are presented in
graphs.

Keywords: Flexural vibration, elastic support, shear effect, second order theory.

GIRIS ve Low, 1993; Low, 1994), toplu kiitleli konsol
kiriglerin titresimi (Maurizi ve Belles, 1992; Low

Kolonlarin serbest titresim analizi yapilirken ve dig., 1993), elastik mesnetli ve toplu Kkiitleli
genellikle rijit mesnet kabulii yapilir. Bu kirislerin titresimi (Goel, 1976; Bapat, 1987),
kabuller, matematiksel hesap modelinin dinamik elastik  mesnetli ve toplu Kkiitleli konsol
analizini kolaylastirmaktadir. kirislerin titresimi (Laura ve dig., 1975; DeRosa
Bu konu ile ilgili literatiirde toplu kiitleli ve dig., 1996) ile ilgili pek ¢ok calisma

kiriglerin titresimi (Maurizi ve Belles, 1991; Chai mevcuttur.
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Bunlara ek olarak Michaltsos ve Ermopoulos
(2001), bu calismadaki modelin serbest ve
zorlanmis titresimini, kolonun kayma sekil
degistirmeleri ve donme ataletini dikkate
almadan incelemislerdir. Glabisz (1999), statik
yiikleme etkisindeki, sadece otelenmeye kars:
elastik mesnetli, siirekli ve dogrusal ¢ubuklarin
titresimini ve stabilitesini incelemistir. Giiler
(1996), zemin fleksibilitesinin kule tipi yapilarin
serbest titresimi {izerindeki etkisini Bernoulli-
Euler modeliyle arastirmustir.

Kolonlarin zemine baglandig1 noktalarin
davranigi elastik mesnetlenmis modele daha
uygundur. Kolonun dinamik hesap modeli
Sekil 1'de sunulmustur. Hesap modelindeki
elastik kolonun iist ucunda toplu kiitle, alt
ucunda ise elastik mesnet davranigini temsil
eden donmeye ve Gtelenmeye kars: elastik yaylar
mevcuttur.

Bu c¢alismada yapilan kabuller asagida
sunulmustur.

1) Kolona etkiyen eksenel kuvvet kolon

boyunca sabit kalmaktadir.

2) Elastik mesnet, 6telenmeye ve dénmeye

kars1 elastik yaylar ile modellenmistir.

3) Ikinci mertebe teorisi dikkate alinmusgtir.
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Sekil 1. Zemine elastik mesnetli kolonun
dinamik hesap modeli.
Figure 1. Dynamic calculation model of elastically
supported column.
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HAREKET DENKLEMI VE COZUMU

Sekil 1’de sunulan hesap modelindeki sabit
kiitleli cubugun egilme ve kayma tesirlerinden
olusan sekil degistirmeleri dikkate alindigindan
kolonun toplam yerdegistirmesi igin (1)
bagintisin1 yazmak miimkiindiir.

u(x,t) =u,(x,t) +u (x,1t) @)

Burada u» ve us sirasiyla, egilmeden ve
kaymadan o6tiirii olusan yerdegistirmeyi; u,
toplam yerdegistirmeyi; x ve t sirastyla, konum
ve zaman degiskenlerini gostermektedir. Kayma
tesiri ile olusan yerdegistirme ve egilmeden
otirii olusan egrilik sirasiyla asagidaki gibi

yazilir.

oug _V(x,0)k @)
Ox AG

d%u, __ M) 3)
o> EI

Sekil 2. Hesap modelindeki kolonun i¢ kuvvet
ve sekil degistirmeleri.
Figure 2. Internal forces and deformations of the
column in the calculation model.

Burada V(x,t) ve M(x,t) sirasiyla, kesme kuvveti
ve moment fonksiyonlarini; Fi, diferansiyel
parcanin atalet kuvvetini; N, sabit eksenel
kuvveti; EI ve AG, kolonun sirasiyla, egilme ve
kayma rijitliklerini; k, cubugun en kesitine baglh
kayma alani katsayisini gostermektedir. Sekil
2'ye gore asagidaki bagintilar bulunur.
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Burada m  kolonun  yayilh  kiitlesini
gostermektedir. (1), (4) ve (5) bagmtlan
kullanilarak ve gerekli diizenlemeler yapilarak
Sekil 1'deki sistemin toplam yerdegistirmesine
bagh diferansiyel hareket denklemi asagidaki
gibi elde edilir.

o'y N o*u mk 0*u m 0%u
ox*  EI ox*  AG ox*or*  EI or?
(0<x<L) (6)

(6)daki diferansiyel denklemin ¢6ziimii igin
(7)de verilen kullanilarak
degiskenlere ayirma yontemi uygulanmustir.

dontisim

u(x,t)=X(x)-sin(at) (7)
N kow? 2

XIV+ _+M XH_ % X:O (8)
EI  AG EI

KESIT DONMESI, MOMENT VE KAYMA
KUVVETI FONKSIYONLARI

Kaymanin ve eksenel kuvvetin egilme
momentine etkisi dikkate aliursa; egilme
momenti fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir.

2 2
M(x, ) = —E1 &4 g ke
ox? AG

u(x,t) — Nu(x,t) (9)

Kesme kuvveti fonksiyonu, (12) egilme momenti
fonksiyonundan elde edilir.

V(x,t):w:

o ) ka® o o (19)
) Ay ) SRR VA

o’ AG ox ox

Egilme, kesme ve eksenel tesirler altinda stirekli
kiitleli bir sistemin kesit donmesi fonksiyonu

0(x,t) icin, toplam deplasmana bagli asagidaki
bagint1 elde edilir.

Ouy,
—b = Q(x,t
o (x,1)
3 2 (11)
:L E[a_u+ E[mka) +£+N a_u
AG ax3 AG k Ox
BOYUTSUZ ANALIiZ

(8) diferansiyel hareket denklemi z=x/L igin
boyutsuz olarak asagidaki gibi elde edilir.

2 2 2 4 2
S {&mkﬂ}zn _{mL_w

Z=0 (12)
El 4G EI

(12) diferansiyel denklemin ¢6ziimii, A>0 ve n2<0
oldugu icin, n1 parametresine baglh olarak elde
edilir.

(n1>0) Z(z) = C, sinh(m,z) + C, cosh(m, z) (13)

+ C; sin(m,z) + C, cos(m,z)

(n1<0) Z(z) = C, sin(m,z) + C, cos(m,z) "
+ Cy sin(myz) + C, cos(m,z)

Burada ni>0 i¢in, m; =/n; , <0 icin m; = 1/|nl ;

mzz,”nz ; nIZ#; nzz_az_\/z;

2
2 42 N N _NL2
A=a; +40~; a,=N+ay; N = ;
El
2o A e .
alzmk @ . @2="EY ... Ce=sabit.
AG EI

(9), (10) ve (11) moment, kesme kuvveti ve kesit

donmesi  fonksiyonlar1  boyutsuz = olarak

asagidaki gibi elde edilir.

2—
M(Z): E2[ 5 l; _EI mk
L 0z A

2
Z i1(z)— Nu(z) (15)

El u EI mkeo® 0u N ou
}ez> L AG oz Léx

V(z)=~ (16)
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0(z) =— , (17)
AG EIl mka +AG +E%
L AG k-L L |oz

Sekil 1'deki sistem icin kullamilacak dort adet
boyutsuz simr sartlart (0 < z < 1) i¢in asagida
verilmistir.

3
EI
_ I _ _
M(O0)—=-K,L6(0
()EI oL 0(0)

V(0)— = K4u(0)

(18)

v (1)L—3 =Ma*u(l)
El

H(l)ﬁ =—JL&*0(1)
EI

Burada K5 ve K, sirasiyla, 6telenme ve donme

yay sabitlerine ait, M ve J sirasiyla, toplu
kiitleye ve onun donme ataletine ait boyutsuz
parametrelerdir ve (19) numarali bagintilarda

verilmiglerdir.

— K, — K,L — -

K,=fel g Kol g M 5T (g9
EI El mL ml?

(18) sinur sartlar1 kullanilarak dort adet lineer
denklem takimi elde edilmis ve matris formda
asagida sunulmustur.

ais Ks ai Ks |G 0
—a;; ay oy ap (|G _ 0 (20)
g Ay Ay ay |G 0
Qo Gps Qs Ay ||Cy 0
AG 1
Burada a; =—; ay=—7;
kEI oL
as :a1+a3L2+]V; Og =Qu05; O :I?Qa4L;

oy = JLEzaé;

_ 2,
Oip =0y —my;

og =Kpoel; o :JL52a4;
2 .
o =mp +a,;
2 .
X4 =m2(m2a7 ‘0‘8)/

. _ 2.
Qg =My ; a7 =Moo~ ;

2 .
(113 = ml(ml 0.’7 + 0.’8),

Qs =mayy;
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a3 =agscl+ap;81; a9 = ays81+ ay5cl;

Oy = 0C2 + ay752 ; Oy = —QeS2+ 0702 ;
cl=cosh(mi); s1=sinh(m1); c2=cos(mz); s2=sin(mz);

— 2 . _ 2 .
Qo =my\my Qg + Qg ); Qo3 = mz(mz% —qy);
Oy =0y 81— aycl; Oys = oy cl —aysl;

a26 = 0(12.8‘2 + 0!2302,' a27 = 0{1202 - 0(23.8‘2 ,dir.

(20) denklem takimimnin determinantinin sifira
esitlenmesi suretiyle elde edilen fonksiyon, Sekil
1’de verilen sistemin frekans denklemidir.

SAYISAL UYGULAMA

Bu calismada sayisal uygulama olarak
secilen zemine elastik bagh kolona ait dinamik
hesap modelindeki eksenel kuvvetin, tist ugtaki
toplu kiitlenin ve doénme ataletinin, alt ugtaki
otelenme ve donme
parametreleri i¢in kullanilan degerler asagida
sunulmustur.

yaymin  boyutsuz

N=0.1-0.25-0.5-0.75-1
M=0.1-05-1-5.0-10
J=0.1-0.5-1-5.0-10
Ks=0.1-1-10-100-1000
Ky =0.1-1-10-100-1000

sonucunda, doénme ve

Otelenme yay1 sabitlerinin degerlerindeki artisin

Hesaplamalar

agisal frekans degerlerini arttirdig1 goriilmiistiir.
Dénme yayl sabitindeki artigm J'nin farkli
degerleri icin frekans degerlerinde meydana
getirdigi degisimin birinci mod icin grafiksel
sunumu N =0.1 ve M =0.1-1-10 Sekil 3-5'de;
N=05 ve M=01-1-10 icin Sekil 6-8de;
N=10 ve M=0.1-1-10 icin Sekil 9-11'de
verilmigtir. Yatay eksendeki y, boyutsuz donme
yayl sabitinin boyutsuz 6telenme yay1 sabitine
oranini, diisey eksendeki w, 1. moda ait
normallegtirilmig frekans degerlerini
gostermektedir. Grafiklerin tamaminda, kayma
ve eksenel etkilerin dikkate alinmadig1 egilme

titresimine  ait  normallegtirilmis  frekans
degerlerinin degisimi kesikli cizgilerle
gosterilmistir.
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Sekil 3. Normallestirilmis frekans degerlerinin N =0.1, M =0.1igin J ve Y'ya bagl degisimi.
Figure 3. Variation of the normalized frequency values due to J and yfor N =0.1, M =0.1.
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Sekil 4. Normallestirilmis frekans degerlerinin N =0.1, M =1icgin J ve Y'ya bagh degisimi.
Figure 4. Variation of the normalized frequency values due to J and yfor N =0.1, M =1.
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Sekil 5. Normallestirilmis frekans degerlerinin N =0.1, M =10 icin J ve y'ya baglh degisimi.
Figure 5. Variation of the normalized frequency values due to J and yfor N =0.1, M =10.
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Sekil 6. Normallestirilmis frekans degerlerinin N =0.5, M =0.1icin J ve Y'ya bagh degisimi.
Figure 6. Variation of the normalized frequency values due to J and yfor N =0.5, M =0.1.
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Sekil 7. Normallestirilmis frekans degerlerinin N =0.5, M =1icin J ve Y'ya bagl degisimi.
Figure 7. Variation of the normalized frequency values due to J and y for N =0.5, M =1.

349

2.6
] ——J=0.1
i ---#-- J=0.1-egilme
. —a—J=0.5

1.8 ---m--- J=0.5-egilme
1 —a—J=1
] ---& - J=1-egilme

17 T T TTTTTT T T TTTTIT T T TTTTIT \\\HH\'Y

0.1 1 10 100 1000

Sekil 8. Normallestirilmis frekans degerlerinin N =0.5, M =10icin J ve y'ya bagli degisimi.
Figure 8. Variation of the normalized frequency values due to J and y for N =0.5, M = 10.
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Sekil 9. Normallestirilmis frekans degerlerinin N =1, M =0.1igin J ve Y'ya bagh degisimi.
Figure 9. Variation of the normalized frequency values due to J and y for N =1, M =0.1.

34

2.6

1.8

1 T T T TTTT]
0.1 1

T \\\\\\\Y
1000

10

100

Sekil 10. Normallestirilmis frekans degerlerinin N =1, M =1 i¢in J ve y'ya bagh degisimi.
Figure 10. Variation of the normalized frequency values due to J and yfor N =1, M =1.

3798
2.8 -
1.9 -
0.1 1 10 100 1000

Sekil 11. Normallestirilmis frekans degerlerinin N =1, M =10icin J ve Y'ya bagh degisimi.
Figure 11. Variation of the normalized frequency values due to J and y for N =1, M = 10.
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Zemindeki oOtelenme ve donme yaylarinin
aksine, kolonun {ist serbest ucundaki toplu
kiitle ve onun donme ataleti arttirildikca
agisal frekans degerlerinde azalma goriilmiistiir.
Bu azalmanin y'nin farkli degerleri igin M "ye
bagh grafiksel gosterimi de N=0.1 ve
J=0.1-1-10 Sekil 12-14'de; N=0.5 ve
J=0.1-1-10 icin Sekil 15-177de; N=1.0 ve
J=0.1-1-10 icin Sekil 18-20’de sunulmustur.

O.DEMIRDAG

Yatay eksendeki M, toplu kiitlenin gubugun
toplam  kiitlesine oram1  olan  boyutsuz
parametreyi , diisey eksendeki @, 1. moda ait
normallestirilmis frekans degerlerini
gostermektedir. Grafiklerin tamaminda, kayma

ve eksenel etkilerin dikkate alinmadig egilme

titresimine  ait  normallegtirilmis  frekans
degerlerinin degisimi kesikli cizgilerle
gosterilmistir.
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Sekil 12. Normallestirilmis degerlerinin N =0.1, J=0.1icin M ve Y'ya bagh degisimi.
Figure 12. Variation of the normalized frequency values due to M and y for N =0.1, J =0.1.
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Sekil 13. Normallestirilmis frekans degerlerinin N =0.1, J=licin M ve Y'ya bagh degisimi.
Figure 13. Variation of the normalized frequency values due to M and y for N =0.1, J =1.
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Sekil 14. Normallestirilmis frekans degerlerinin N =0.1, J=10i¢in M ve Y'ya bagl degisimi.
Figure 14. Variation of the normalized frequency values due to M and y for N =0.1, J =10.
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Sekil 15. Normallestirilmis frekans degerlerinin N =05, J=0.1icin M ve y'ya bagli degisimi.
Figure 15. Variation of the normalized frequency values due to M and y for N =0.5, J =0.1.
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Sekil 16. Normallestirilmis frekans degerlerinin N =0.5, J =1 i¢cin M ve y'ya bagh degisimi.
Figure 16. Variation of the normalized frequency values due to M and y for N =0.5, J =1.
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Sekil 17. Normallestirilmis frekans degerlerinin N =05, J=10ic¢in M ve Y'ya bagh degisimi.
Figure 17. Variation of the normalized frequency values due to M and y for N =0.5, J =10.
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Sekil 18. Normallestirilmis frekans degerlerinin N =1, J=0.1i¢in M ve y'ya baglh degisimi.
Figure 18. Variation of the normalized frequency values due to M and y for N =1, J =0.1.
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Sekil 19. Normallestirilmis frekans degerlerinin N =1, J=licin M ve Y'ya bagh degisimi.
Figure 19. Variation of the normalized frequency values due to M and y for N =1, J =1.
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Sekil 20. Normallestirilmis frekans degerlerinin N =1, J=10icin M ve Y'ya bagh degisimi.
Figure 20. Variation of the normalized frequency values due to M and y for N =1, J =10.

Sayisal uygulama sonucunda, bu
calismadaki matematiksel modeli kullanan
kaynakta (Michaltsos ve Ermopoulos, 2001)
hesaplanan frekans degerlerine ¢ok yakin
degerler elde edilmis ve eksenel kuvvetin ve
otelenme yay katsayisinin 0.1 degeri icin bu
calismada ve kaynakta bulunan frekans
degerleri donme yay katsayisinin, toplu kiitlenin
ve donme ataletinin farkli boyutsuz degerlerine
gore Tablo 1’de sunulmustur.

SONUCLAR

Bu calismada, Sekil 1’deki gibi modellenen
elastik mesnetli kolonlarin serbest titresim
analizi incelenmistir. Kiitlesi yayili olarak
modellenmis, iist ucunda toplu kiitle bulunan

elastik cubugun kayma sekil degistirmesi de
dikkate alinmigtir. Kolonun iist ucundaki toplu
kiitlenin donme ataleti de dinamik analize dahil
edilmistir. Zemin ile elastik kolonun yari-rijit
baglantis1 Otelenmeye ve donmeye karsi elastik
yaylar ile modellenmigtir.

Yayih kiitlesi dikkate alian kolonun egilme
titresimine kayma deformasyonu etkisi dahil
edildiginde  frekans degerlerinde azalma
goriilmektedir. Ancak bu azalma pratikte ihmal
edilebilir mertebededir.

Kolonun alt wucundaki Otelenmeye ve
donmeye karst yay sabitlerinin degerleri
arttinldiginda sistemin agisal frekans
degerlerinde artma, kolonun {iist ucundaki toplu
kiitle ve onun donme ataleti degerleri
arttirildiginda ise sistemin serbest titresimine ait
acisal frekans degerlerinde azalma gozlenmistir.

Tablo 1. Bu calismada ve kaynakta (Michaltsos ve Ermopoulos, 2001) N =0.1 ve K,;=0.1 igin hesaplanan

frekans degerlerinin kiyaslanmasi.
Table 1. Comparison of frequency values calculated in this study and in the reference (Michaltsos ve Ermopoulos,
2001) for N =0.1 and K5 =0.1.

. M=0.1 M =10
Kg 7=0.1 1=10 7=0.1 7=10
Kaynak | Calisma | Kaynak | Calisma | Kaynak | Calisma | Kaynak | Calisma
1 0.78 0.79 0.18 0.20 0.20 0.20 0.13 0.16
10 0.91 0.91 0.29 0.30 0.26 0.26 0.19 0.20
100 0.92 0.93 0.31 0.31 0.27 0.27 0.21 0.24
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