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Abstract: In this article, we try to show the limits of formalism based on Godel's
incompleteness theorems. The most fundamental debate in our study is shaped by the
tension between formal provability and truth. The studies that started with Frege's
project to reduce arithmetic to logic and continued with Hilbert's formalist program
aimed to establish a solid foundation for mathematics. But when Godel proved that
some propositions could not be decided formally, the pervasiveness of Hilbert's
formalist program took a hit. On the other hand, Godel's theorems initiated a
discussion on the relation between provability and truth, since it showed that there
were propositions for which a proof could not be provided, but nonetheless were said
to be true. In our study, we try to show the limits of provability in a formal language
based on Godel’s theorems. Thus, our study concludes that formal provability could
not encompass reality.

Keywords: mathematical paradox, Godel, Hilbert, truth, undecidability, formalism,
incompleteness theorems, provability.

MetaZihin Yapay Zeka ve Zihin Felsefesi Dergisi

Oz: Bu makalede Gédel'in tamamlanamazlik teoremlerinden hareketle bicimselciligin
siirlarmi gostermeyi amacliyoruz. Calismamizdaki en temel tartisma bigimsel olarak
ispat edilebilirlik ile dogruluk arasindaki gerilime dayanmaktadir. Frege'nin
aritmetigi mantiga indirgeme projesiyle baslayan ve Hilbert'in bigimselcilik projesiyle
devam eden ¢alismalar matematige saglam bir temel olusturma amacin1 tasiyordu.
Fakat Godel bazi 6nermelere bigimsel olarak karar verilemeyecegini ispatlayinca
Hilbert'in bigimselcilik projesinin kusaticiligi da darbe almis oldu. Diger taraftan
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Godel’in teoremleri ispati verilemeyen ama yine de dogrulugundan bahsedilebilen
onermelerin oldugunu gosterdigi igin ispatlanabilirlik-dogruluk tartismasin baglatti.
Calismamizda Godel’in teoremlerine dayanarak bicimsel bir dilde ispat edilebilirligin
sinirlarmi  gostermeye calistyoruz. Boylece ¢alismamuz bigimsel olarak ispat
edilebilirligin dogrulugu kusatamadig1 sonucuna varmaktadir.

Anahtar Kelimeler: matematiksel paradoks, Godel, Hilbert, dogruluk, karar
verilemezlik, bi¢cimselcilik, tamamlanamazlik teoremleri, ispat edilebilirlik.

1. Giris

Bilginin kesinligi ve dogrulugu konusunda ilk filozoflardan bu yana en ¢ok kabul goren
bilgi tiirlerinden birisi matematiksel bilgidir. Ozellikle Oklid’in olusturdugu
aksiyomatik yontem ile matematigin evrensel olarak gecerli simgelerine tutarl kurallar
ekleyerek dogru onermeler elde edilecegi diisiincesi, 19. yiizyila kadar matematikgiler
i¢in sorgulanmaya bile gerek duyulmayan bir hakikatti. Fakat 19. yiizyil baslarinda
ortaya cikan Oklidgi olmayan geometriler ve matematiksel mantiga dayali paradokslar,

matematigin tutarliligina iliskin sarsilmaz giiveni zedeledi.

Bu ¢alismada ilk olarak matematigin tutarlili§inin sorgulanmasina zemin hazirlayan
matematiksel paradokslarin ortaya c¢iktig1 baglam ele alinacaktir. Daha sonra
matematigin tutarliligini tekrardan temin etmeye doniik en 6nemli calismalardan birisi
olan Hilbert'in bigimselcilik (Ing. formalism) programi ele alinacaktir. Sonrasinda ise
incelememizin esas konusunu tegkil eden Godel’in Hilbert'in programina kars: elestiri
olarak ortaya attigi tamamlanamazlik teoremleri (Ing. incompleteness theorems) ve
matematiksel dogruluk (Ing. mathematical truth) konusundaki goriislerine yer
verilecektir. Hilbert'in bicimselcilik anlay1s1 matematiksel dogrulugu ispatlanabilirlik
ile 6zdeslestiren bir anlayistir. Fakat Godel’in bigimsel olarak ispat edilemeyen ama
dogru olan 6nermeler oldugunu gostermesiyle birlikte dogruluk ile ispatin 6zdesligi de

tartismaya agilmistir.

Matematikte bir teorinin veya ulasilan sonucun ispat edilmesi o teorinin dogru (ya da
yanlis) oldugunun gosterilmesi anlamina gelmektedir. Fakat burada bizim ¢alismamiz
icin de 6nemli olan bir niians vardir. Mantik ve matematikte teoremlerin ispat1 i¢in
yeterli ve dogru oldugu kabul edilen tamdeyim ya da formiillere aksiyom
denilmektedir. Boylece bir teoremin ispatiyla kastedilen sey o teoremin dogru
oldugunun gosterilmesi degil, bir veya birka¢ aksiyomdan cikarilabilir oldugunun
gosterilmesidir  (Yildirim, 2017: 113). Baslangicta dogru oldugu varsayilan
aksiyomlardan tiiretilen 6nermeler zorunlu olarak baska 6nermeleri gerektirirler ve bir
O6nermeyi bagka 6nermelerin zorunlu sonucu yapan mantiksal ispat siireci kurulmus

olur.
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Bahsettigimiz bu mantiksal ispat yontemi matematigin teoremlerinin ispat1 icin de
kullanilan bir yontemdir. Pythagoras teoremine gore, dik agil1 bir tiggende hipotentisiin
uzunlugunun karesi, iiggenin diger kenar uzunluklarinin karelerinin toplamina esittir.
Bu durumda bu teorinin dogru oldugu nasil ispat edilebilir? Bu teorinin dogru
oldugunu cetvel ve agidlger yardimiyla gostermek miimkiindiir. Fakat bu deney ispat
i¢in yeterli degildir. Ciinkii belli bir dik agili {icgen {izerindeki bulgumuzun tiim dik
acili tiggenler i¢in de dogru oldugu, tamamlanamayacak bir sorgulamadir. Kald1 ki
matematikgiler i¢in bir teorinin deneyle dogrulanmasina ihtiyag yoktur. Matematikgiler
dogru kabul ettikleri aksiyomlardan yola ¢ikarak tiirettikleri dnermeler arasinda bir
geliski ortaya g¢ikmamasii arzu ederler. Boyle bir aksiyomatik sistemin tutarl
oldugunu ve matematiksel dogrulugun da teminati oldugunu diistinmektedirler
(Yildirim: 113-114). Nitekim Hilbert'in de yapmak istedigi sey matematigin tiim
Onermelerinin celiskisiz bir bigcimde iliskiye girecegi sistemi olusturmaktir. Hilbert'in
olusturdugu bicimsel sistem matematigin tutarlilifi igin biiyiik bir potansiyel
barindiriyordu ama Godel’in teoremleri ortaya ¢ikinca bu potansiyel biiyiik bir zarar

gordii.

Calismamizda Godel’in Hilbert'e karst savundugu matematiksel dogrulugun insa
edilen “bi¢imsel dil” tarafindan kusatilamayacagina yonelik tezleri ele almacaktir.
Dolayisiyla ¢alismamizin birincil hedefi Gédel'in tamamlanamazlik teoremlerinden

hareketle matematiksel dogruluk ile ispat edilebilirlik arasindaki fark: incelemektir.
2. Matematiksel Dogrulugun Kabusu: Paradokslar

Matematigin temellerinin nigin sarsilmaya basladigini ele alabilmek igin Oklid’den bu
yana matematigin kullandig1 aksiyomatik yontemi tamimak gereklidir. Ciinkii
aksiyomatik yontem, matematiksel dogrularin kendisinden yola ¢ikilarak insa edildigi

cok temel bir sistemi tegkil eder.

Aksiyomatik sistem, geometri ya da aritmetik gibi matematigin belirli bir alanindaki
dogrularin aksiyomlarla, ¢ikarim kurallariyla ve teoremlerle diizenlenmesine imkan
saglar. Aksiyomlar sistemin sezgisel olarak anlamli temel dogrular1 oldugu igin
anlatmaya calistiklarini anliyor olmamiz dogru olduklarina inanmamaiz igin yeterlidir.
Eldeki aksiyomlardan diger dogrulara ulasabilmek icin, mevcut bilinenlerin sonucu
olan teoremlerden yola ¢ikarak dogrulugu koruyan ¢ikarim kurallarimi kullanmak
gerekmektedir (Goldstein, 2018: 111-112).

Oklid meshur eseri Elementler’de, aksiyomatik sistemi kurarak ve bu sistem igerisinde
cesitli ispatlar1 gostererek matematigin mutlak dogru oldugu inancina asirlar boyunca

kaynaklik etmistir. Fakat 19. yiizyihn ilk yarisinda Oklid’in postiilalarindan besinci
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postiila ile celistigi halde diger dort postiila ile tutarli olan bagka geometrik dizgeler
geligtirilmistir. Oklid’in en sorunlu postiilasi olarak bilinen besinci postiilay1 tekrar
hatirlayalim: “Eger bir dogru iki dogruyu kestiginde bu dogrunun ayni tarafindaki i¢
acilar iki dik acidan kiiciikse, bu iki dogru o yonde uzatildiklarinda kesisir” (Sertoz,
2019: 3).

On dokuzuncu yiizyilin baslarinda Janos Bolyai ve Nikolai Lobachevski adh
geometriciler noktalar ve cizgiler hakkinda Oklid’den tamamen farkli bir bicimde
bahsetmenin tutarli yollarin1 gostermislerdir. Daha sonra 6kliddis1 geometriler olarak
anilan bu gosterimde “{icgen” denilen bir seyin acilarinin toplami 180 dereceden az
(hiperbolik geometri) veya fazla (eliptik geometri) olabilmektedir (Casti ve Depauli,
2004: 31).

OKlid’in besinci postiilasi diinyanin diiz bir haritas: gibi diizlemsel alanlarda gegerli
olan bir geometriyi ileri stirmektedir. Fakat diinyanin diiz olmayan, kiiresel bir alana
sahip oldugu distintildiigiinde paralellik postiilas1 olarak da ifade edilen besinci
postiilanin bu alanlarda yanhslandig: goriilmektedir. Ayni zamanda besinci postiilaya
denk bir ifade olan “liggenin i¢ agilar1 toplami 180 derecedir” gibi onermeler de kiiresel

cisimlerin incelendigi eliptik geometri sisteminde yanliglanmaktadir.

Boylelikle Oklid geometrisinin gerek fiziksel nesneler alaninda gerekse de
matematiksel nesneler alaninda gecerli tek dogru sistem olmadig1 ortaya ¢ikmustur.
Oklid geometrisinin bazi postiilalariyla gelisen ama kendi icinde tutarli aksiyomatik
dizgeler olusturan bu yeni geometri sistemleri Oklid’den bu yana kullanilagelen
aksiyomatik yontemin sorgulanmasina neden olmuslardir. Geometri 6zelinde ortaya
¢ikan bu cgeliskiler matematiksel kiime kurami alaninda da Russell paradoksu gibi pek
¢ok paradoksun ortaya ¢ikmasiyla matematiksel akil yiir{itmenin evrensel olarak
gecerli oldugu inancina biiyiik darbe vurmustur. Frege (Frege, 2008) Aritmetigin
Temelleri isimli eserinde hayatinin en Onemli projesi olarak aritmetigi mantiga
indirgemeye calismaktadir. Ne var ki Frege bu eserinde tanimladig1 yasalardan
birisinin ¢eliskiye sebep oldugunu Russell’in kendisine génderdigi mektuptan 6grenir
(Cevik, 2019: 71).

Nasil ki Oklid’in besinci postiilasi Oklidgi olmayan geometriler tarafindan
ciiriitildiiyse, Frege'nin yukarida ifade edilen besinci yasast da Russell'in bu yasadan

yola ¢ikarak bir paradoks ortaya koymasiyla ¢iiriitiilmiistiir.

Diisiindiigiimiiz her seyi kapsayan kapsamli kiime, kendi kendisini de onun
elemanlarindan bir eleman olarak kapsamalidir. Diger bir deyisle, eger “her sey” diye bir
sey varsa, o zaman her sey bir seydir ve “her sey” kiimesinin bir elemanidir. Fakat normal
olarak bir kiime kendisinin bir eleman1 degildir. Ornegin insanlik, insan degildir. Simdi
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kendi kendisinin eleman1 olmayan kiimeler toplulugunu diisiiniin. Bu bir kiimedir: bu
kiime kendisinin bir elemani midir yoksa degil midir? Eger elemaniysa, kendi kendisinin
elemani olmayan kiimelerden birisidir, yani kendisinin bir elemani degildir. Eger eleman:
degilse, kendisinin eleman1 olmayan kiimelerden birisidir, yani kendisinin elemanidir.
Dolayisiyla iki hipotezin- yani kendisinin bir eleman1 oldugu ve olmadig1- her birisi kendi
celiskisini gosterir. Bu bir geliskidir. (Russell, 1919: 136-137)

Russell''n kiimeler kuraminda buldugu bu paradoks aritmetigi kiime kavramindan
yararlanarak mantiksal temeller {izerine kurma amacinda olan Frege'nin projesinde
biiyiik bir yarik meydana getirmistir. Boylece Oklid’in besinci aksiyomunun ortaya
gikardig: tutarsizlik ve Frege'nin kiime kavraminin ortaya ¢ikardigir paradoks gibi
sorunlar matematigin temelleri hakkinda biiyiik bir krize yol agmistir. Asirlarca
evrensel ve kesin bilginin temel kaynaklarindan birisi olarak goriilen matematigin
igerisinde ortaya cikan tutarsizliklar, matematigin temellerini saglamlastirmak isteyen

matematikgi filozoflarin en temel ugras alani haline gelmistir.
3. Hilbert'in Bigimselcilik Programi

Kuskusuz Frege gibi matematigi saglam temellere dayandirmaya calisan filozoflardan
birisi de Hilbert’den baskas: degildir. Hilbert, matematigin tutarliligini saglayabilmek
icin mantiksal olmayan, giindelik dile ait biitiin tanimlamalar1 matematikten
arindirmak ve matematigi tamamen mantiksal sembollerle isleyen bir yapiya
biirtindiirmek gerektigini diisiiniir. Bunu yaparken onerdigi yol, bicimsel dizgelerin
tutarliliginin yine aymi dizgelerin igerisinde sonlu bir bakis agisiyla (Ing. finitary

standpoint) gosterilmesidir.

Bu metodolojik bakis agisi, matematiksel diisiincenin, tamamlanmis sonsuz
biitiinliiklere basvurmadan, sezgisel olarak tiim diisiinceden dnce anlik deneyim olarak
var olan nesnelerle ve bu tiir nesneler {izerindeki akil yiiriitme yontemleriyle
sinirlandirilmas: sonucu elde edilir (Zach, 2019). Hilbert'in onerdigi bigimselcilik
programi, matematigi soyut nesneler arasindaki iliskileri konu edinen simgesel bir
sistem haline getirmeyi amacglamaktadir. Tamamlanmis sonsuz biitiinliiklere
basvurmadan kurulacak olan bigimsel sistem sayesinde sistemi olusturan terimler
anlamsiz birer simge olacag1 i¢in sisteme digsaridan sizacak anlaml unsurlar 6nlenmis
olur. Boylece kendi igerisinde anlamsiz simgelerin bir araya getirerek olusturdugu

kuralli bir oyun haline gelen bir sistem amaclanmaktadir.
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Hilbert, Oklid dis1 geometrilere ve paradokslara karsi matematigin tutarlilik iddiasmi
korumak i¢in Russell paradoksu, berber paradoksu? gibi kiime-kuramsal paradokslardaki

glindelik dile iligkin ifadelerden matematigi arindirmak gerektigini diistiniiyordu.

Hilbert’e gore standart mantiksal ¢ikarim yontemleri matematiksel ispatlarin insasinda
kullaniliyordu. Fakat zamanla goriildii ki klasik mantigin ¢ercevesi i¢indeki bu ¢ikarim
yontemleri yukarida ifade edilen paradokslarin karar verilemez olduklarini gosterdi.
Karar wverilebilirlik (Ing. Decidability) bir aritmetik &nermenin dogru veya yanlis
oldugunun sonlu sayida adimda gosterilebilmesi ya da ispat edilebilmesi anlamina
gelmektedir (Nabiyev, 2007: 45). Hilbert sadece karar verilebilirligi degil, matematigin
tamlik (Ing. completeness) ve tutarliligini (Ing. comsistency) da temin edecek yeterli

aksiyomlara dayali bir bicimsel sistem olusturmak istemekteydi:

(i) Sistem tutarli olmali. Yani aksiyomlardan geliski ¢ikarilamamal.

(ii) Sistem tam olmali. Yani sistemin bicimsel dilinde verilen her énerme (ya da degili)
aksiyomlardan ¢ikarilmali.

(iii) Her 6nermenin sistem igindeki dogruluk degerine (yani aksiyomlardan ¢ikarilabilir
olup olmadigina) algoritmik olarak karar verilmeli. (Cevik: 82-83)

Dolayisiyla Hilbert, matematigin hem karar verilebilir oldugunu hem tutarli oldugunu
hem de tam oldugunu gostermek istemektedir. Hilbert matematigin temellerine iliskin
bu amacini gergeklestirmek {izere matematigin tutarliligini bigcimsel dizgelerin simirlar

igerisinde bigimsel olarak ispatlamak gerektigini diistinmektedir.

Hilbert, aksiyomatik sistemleri bicimlendirerek matematiksel olarak neyin apacik olup
neyin olmadigin sezgilerimize bagl kalmadan belirlemeyi amaglamaktadir. Boylece
matematiksel faaliyetin hi¢bir hayal giicii, yaraticilik ve hatta simgelerin anlamina dair
bir kavrayis bile gerektirmeden belli kurallar araciligiyla mekanik bir sekilde
yliriitiilecegini diisiinmektedir (Goldstein: 116-117).

Hilbert ¢ok agik bi¢imde matematiksel ispatlarda kullanilan aksiyomlarin ve ¢ikarim
kurallarinin gerekgelendirilebilir olmasim istiyor ve bu yolla matematigi sezgisel (Ing.
intuitive) baglamlarindan kopartip tamamen mantiksal bir cerceveye oturtmay:
amaghyordu (Zach, 2019). Burada ifade edilen sezgiselligin mantiksal olmayan
semantik igerige isaret ettigini ve Kant'in goriisiiyle (Alm. Anschauung) bir ilgisinin
olmadigini da belirtmeliyiz. Yukarida da ifade edildigi {izere, simgelerin ya da

isaretlerin anlamlarina gerek duymadan mekanik olarak yapilan ispatlarin daha

! Cantor’un kiimeler kuramina iligkin olarak ortaya ¢ikan Russell paradoksuna yukarida degindik. Benzer bir
durum berber paradoksu icin de s6z konusudur. Bir kdydeki berber kdyde kendi kendisini tiras etmeyen
herkesi tiras ediyorsa bu berberi kim tiras edecektir? Berber kendisini tiras ederse tiras etmeyecek, etmezse
tiras edecektir. Yanit ne olursa olsun geligki ortaya ¢ikmaktadir.
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glivenilir sonuglar doguracagini diisiiniiyordu. Hilbert matematiksel sistemdeki
aksiyom ve teoremlerin anlamli olmak zorunda olmamas: gerektigini ifade ederken

mantiksal olan terimler ile olmayan terimler arasindaki farka isaret eder.

Mantiksal terimler ve (A), veya (v), eger—ise (—), vardwr (d), her (V) gibi terimlerden
olusmaktadir. Mantiksal olmayan terimler ise nokta, kiime, say1, eleman gibi konuya baglh
olan terimlerden olusur. Bir terimin mantiksal olup olmadigini anlamak i¢in anlamina
bakmak gerekmektedir. Ornegin “ve” baglaci gibi mantiksal olan terimler bagka bir

anlamda kullanilmadig i¢in kendi anlamlariyla yorumlanir (Cevik: 80).

Bu yilizden Hilbert, Russell paradoksu gibi kiime kuramsal paradokslarin ifade
edilisinde mantiksal olmayan, anlamli (Ing. sound) semantik bir igerigin sisteme
sizmasindan dolayr karar verilemez durumlarin ortaya cktigini diisiinmektedir.
Hilbert'in agik¢a belirtilen kurallar tizerinden mekanik olarak isleyen sistemle kastettigi
sey sonlu (Ing. finitistic) mantiksal adim araciligiyla aksiyomlardan tiiretebilmeyi

miimkiin kilan bi¢imsel bir dildir.

Mantiksal kalkiilde, matematiksel 6nermeleri tamdeyimlerle temsil eden ve mantiksal
cikarimlar1 bicimsel islemlerle ifade eden bir isaret diline sahibiz. Iceriksel say1
kuramindan bigimsel cebire gecise tam karsilik gelecek bir surette, mantiksal kalkiiliin
isaretlerini ve islem simgelerini igeriksel anlamlarindan yalitarak ele aliriz. Bu yolla, en
nihayetinde, giindelik dil yardimiyla iletilen igeriksel matematik biliminin yerine,
birbirini belirli kurallara gore takip eden matematiksel ve mantiksal isaretlerden olusan
tamdeyimlerin bir dokiimiinii elde etmis oluruz. (Heijenoort'dan aktaran Citil, 2016: 13)

Hilbert'in projesini Frege'nin aritmetigi mantiga indirgeme projesiyle birlikte
distindiigiimiizde her ikisinin de bicimsel bir dizge olusturmak istedigini soylemek
miimkiindiir. Frege'nin olusturdugu bigimsel dizge kiime kuramsal bir yapiya
dayandig icin Russell paradoksu gibi gelisik onermelere matematiksel bir dogruluk
olarak izin veriyordu. Hilbert bu sorunun matematiksel ispatlar yaparken kiime
kuramsal yapin kullandigr semantik igerikten, mantiksal olmayan terimlerden
kaynaklandigini diisiinmekteydi. Bu yiizden Frege’den farkli olarak bicimsel dizgesini
olustururken semantik terimler yerine anlamli olmayan mantiksal terimlere yer vererek
daha mekanik bir sistem elde etmek istedi. Hilbert'in elde etmek istedigi bu sistem
igerikli matematigin (Ing. contentual mathematics) igeriksiz tamdeyimlerle (Ing. formula)

oynanan bir oyunla yer degistirmesi olarak yorumlanmistir (Zach, 2019).

Hilbert'in olusturmak istedigi bicimsellestirme (ing. Formalisation) islemini nasil

gerceklestirdigini temel olarak dort basamakta ele almak miimkiindiir.

flkin dizgede kullanilacak imlerin tamaminin listesi hazirlanir. Bunlar dizgenin sozciik
dagaraigidir. Tkinci olarak “olusum kurallar1” belirlenir. Bu kurallar sdzciik
dagarcigindaki imlerin hangi yan yana gelislerinin tamdeyim (formiil) olarak kabul
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edilebilir oldugunu belirler. Bu kurallar dizgenin dilbilgisini (gramer) olusturan kurallar
olarak da goriilebilir. Uciincii olarak, déniisiim kurallar: ifade edilir. Bunlar eldeki
yapinin diger tamdeyimlerinin tiiretildigi tamdeyimlerin tam yapisin1 betimlemektedir.
Bu kurallar aslinda ¢ikarim kurallaridir. Son basamakta da bazi 6nermeler aksiyom (ya da
ilkel tamdeyim) olarak segilir. Bu aksiyomlar tiim dizgenin temellerini olustururlar.
Déniistim kurallarmin kullanilmasiyla aksiyomlardan tiiretilen tamdeyimleri “dizgenin
teoremi” olarak adlandiracagiz. Bicimsel kanitlamayla da her biri ya aksiyom ya da
doniisiim kurallar1 aracihigiyla diger tamdeyim-lerden tiiretilmis bir dizi sonlu tamdeyimi
anliyoruz. (Nagel ve Newman, 1994: 55-56)

Daha 6nce de ifade edildigi tizere Hilbert olusturmak istedigi bicimsel dizgenin temel
ilksel isaretlerini mantiksal terimlerden meydana getirmektedir. Ornegin “2+3 =5"
Oonermesi matematiksel bir onerme ifade etmekle birlikte ayn1 zamanda diizgiin bir
tamdeyimdir (Ing. well formed formula). Bu tamdeyime ait isaretlerin hangi olusum
kurallarina gore yan yana geldikleri konusu bu tamdeyim hakkinda konusabilmeyi
gerektirmektedir. Bu yiizden Hilbert matematiksel onerme ile bu énerme hakkinda
konusan iist matematiksel (Ing. metamathematical) 5nerme arasinda bir ayrima gider. Bu
sayede isaretlerin hangi yan yana gelislerinin tam deyim olusturdugunu ve diger tam
deyimlerin nasil tiiretilecegini belirlerken tist matematiksel akil yiirititmeye basvurur.
Hilbert matematiksel kanitlamada kullandig1 {ist matematiksel gosterim sayesinde
tamdeyimlerin birtakim paradokslar meydana getirecek sekilde bir araya gelmesini de
Onlemek istemektedir. “Ayrica bu ayrim, matematiksel ¢alismalarda ve ¢ikarimlarda
kullanilan islemlerin ve mantiksal kurallarin kesin tanimlarini gerektirmistir ki, bircok
matematik¢i bunlar1 kullanirken nelerden vyararlandiginin agik segik farkinda

olmamistir” (Nagel ve Newman: 44).

Hilbert, olusturmak istedigi bicimsel dizge iizerinden her matematiksel dogrulugu bir
teorem olarak ispatlamak ya da yanlis bir matematiksel dnermenin de yanlishgi
ispatlamay1 amaglamaktadir. Bu sayede bicimsel olarak tutarli bir dizgede, bir
aksiyomun ve onun degillemesinin dizge icinde ispatlanabilir olmamas: saglanacaktir.
Fakat Hilbert'in, aritmetigin tutarhliginin bicimsel aritmetik dizge igerisinde
gosterilebilir olduguna yonelik cabalar1 Godel’in teoremleriyle birlikte biiyiik bir yara

almistir.
4. Godel’in Tamamlanamazlik Teoremleri

Hilbert aritmetigin aksiyomlarinin tutarliligini géstermek icin olusturdugu bigimsel
dizgenin celiskiye yol agmayacak sekilde tutarli bir sistem oldugunu 6ngormektedir.
Godel ise Hilbert'in olusturdugu bigimsel dizgede dogru oldugu anlagilan ama
dogrulugu ispat edilemeyen bir onerme insa eder. Hilbert'in programinin temel
iddiasina ters olan bu durum Hilbert'in insa ettigi bicimsel dizgenin tutarliliginin

saglanamadigini da gosterecektir.
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Godel'in tamamlanamazlik teoremlerinde tamamlanamamaktan kastedilen sey, tutarl
oldugu varsayilan bir bi¢imsel sistemde karar verilemeyen, ispat1 verilemeyen ya da
¢oziimstiz kalan aritmetik Snermelerinin ortaya ¢ikmasidir. Ortaya ¢ikan bu karar
verilemez Onermeler sisteme aksiyom olarak eklense bile yeni bir saptanamaz, karar
verilemez Onerme insa etmek miimkiin olmaktadir. Bu yiizden karar verilemeyen
Onermelerin bicimsel sistem icinde ortaya ¢ikmasmin engellenememesi, sistemin

tamamlanamaz oldugunu gostermektedir.

Godel’in eksiklik teoremine gore, aritmetigi aksiyomatiklestirebilen herhangi bir sistem
icerisinde bu sistemden elde edilemeyen formiiller vardir. Yani, matematik
sistemlerinde Oyle teoremler vardir ki bu teoremlerin dogrulugu veya yanhishg: o
sistem igerisinde gosterilememektedir. Godel’in bu teoremi matematikte bilinemez bir
seyin olmadigina inanan bigimciler igin oldukga sarsicidir. Godel’in ikinci eksiklik
teoremi ise bir sistemin tutarliliginin sistemin kendi igerisinde gosterilemeyecegini

ispat ederek bigimcilerin biitiin hayallerine son vermistir (Giir, 2006: 48-49).

Peki, Godel nasil olup da teoremlerini ispat edebilmistir? Godel teoremlerini ispat
ederken kirk alt1 tanimdan hareket ederek ispat islemlerini asama asama gergeklestirir.
Bu ispat asamalarim tek tek takip etmek bu c¢alismanin kapsamini asacagindan biz
ispatin temel mantigini ve ileri siirdiigii savlar1 ele almaya calisacagiz. Godel,
kanitlamasina 6nce bicimsel bir dizge insa ederek baslar. Bu bigimsel dizge de aym
Hilbert'in sisteminde oldugu gibi ilksel isaretleri, olusum ve doniisiim kurallarmi

kullanarak aritmetigin tiim dnermelerini ifade edebilecek bir sistemdir.

Godel, Principia Mathematica gibi kapsamli bir bicimsel dizgede karar verilemeyecek bir
Onerme insa edebilirse bu dizgenin eksik bir dizge oldugunu gostermis olacaktir. Bu
Onermenin insa edilmesinden dnce Hilbert'in kullandig1 temel, ilksel isaretleri birebir

esleme yoluyla dogal sayilarla eslestirme yoluna gider.

Ispatlamalar da benzer sekilde bicimsel bakis agisiyla, formiillerin sonlu serilerinden
bagka bir sey degildir (kesin belirleyici 6zellikleri ile). Matematiksel amaglar i¢in, hangi
nesnelerin temel isaretler olarak kullanildiklar: elbette 6nemsizdir ve biz bunlarin yerine
dogal sayilar1 kullanmay1 uygun buluyoruz. O zaman, buna gore bir formiil, dogal
sayilarm sonlu bir serisidir ve belirli bir ispat semas1 dogal sayilarin sonlu serilerinin bir
sonlu serisidir. Matematiksel kavramlar (6nermeler) bu yolla dogal sayilara iliskin
kavram (6nerme) ya da onlarin serileri haline gelirler ve sonugta PM'nin kendi dizgesi
igerisindeki semboller olarak en azindan kismen ifade edilebilir duruma gelirler. (Godel,
2010: 24-25)

Godel'in dogal sayilari kullanmaktaki amact bu sayilarin izomorfik bir goriintiisii
olarak meta-matematiksel Onermelerin ispatin gerceklestirilmesinde daha islevsel

kilinmasidir. Yani Goédel bigimsel sistemin dilinde ifade edilebilecek biitiin dnermelerin
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aritmetikte de karsilik bulmasini istedigi i¢in sistemi aritmetiklestirmektedir. Hilbert'in
kullandig1 bicimsel sistemin aritmetiklestirilmesi islemi ise sistemin temel isaretlerini

bir numara (dogal sayilar cinsinden) ile esleyerek yapilir.

Eger bicimsel bir aritmetik dizgesi hakkindaki iist-matematiksel karmasik 6nermeler,
Godel’in umdugu gibi dizgenin i¢indeki aritmetiksel 6nermelere cevrilebilirlerse (ya da
yansitilabilirlerse), tist-matematiksel kanitlamalar1 kolaylastirici bir kazang elde edilmis
olacakt1. Cilinkii aynen uzay egrilerinin ve yiizeylerinin igsel geometrik iligkilerini cebirsel
formiillerle temsil etmek (ya da yansitmak), geometrik iliskilerin kendileriyle
ugrasmaktan nasil daha kolaysa, karmasik mantiksal iligkilerin aritmetiksel karsiliklarryla
ugrasmak mantiksal iligkilerin kendileriyle ugrasmaktan daha kolaydir. (Nagel ve
Newman: 71)

GoOdel numaralandirmasi olarak da ifade edilen bu islem aslinda Hilbert'in bigimsel
sisteminde kullanilan mantiksal isaretlerin, operatorlerin devre dis1 kalmasi anlamina
gelmektedir. Clinkii Godel, Hilbert'in yaptig1 sekliyle mantigin araclar1 kullanilarak
eksiksiz bir sistemin insa edilemeyecegini gostermek istemektedir. Yani matematigin
nihai olarak eksiksiz olmaya mahkéim oldugunu degil de Hilbert'in kullandig: araglarla

bunun bdyle olacagini gdstermek istemektedir.

Az Once soziinii ettigimiz esleme yontemi sayesinde Godel herhangi bir “T” dizgesinin
temel isaretlerini gayet keyfi bir bicimde dogal sayilarla birebir esler. Boylece bigimsel
sistemin temel isaretleri ve bu yolla kurulan tamdeyimleri de dogal sayilar cinsinden
temsil edilir. Godel bicimsel sistemi dogal sayilar cinsinden temsil ettikten sonra bu
sistem hakkinda konusan iist-matematiksel (Ing. metamathematical) dili de
aritmetiklestirme yoluna gider. Bunu yapmakta ki amaci ise dogal sayilar cinsinden
temsil edilen tamdeyimler ile bu tamdeyimler hakkinda konusan iist-matematiksel dil
arasinda islem yapma kolayligini elde etmektir. Boylece “T dizgesi tutarlidir”
seklindeki iist-matematiksel Onermeye Kkarsilik gelen aritmetiksel tamdeyimi insa
etmeyi ve bu tamdeyimin bigimsel olarak karar verilemez oldugunu ispat etmeyi
amaglamaktadir. Peki, bicimsel dilin unsurlarinin esleme yontemiyle dogal sayilarla

eslenmesi sonucu her tamdeyime verilen Godel numaralar: nasil elde edilmektedir?
4.1. Godel Numaralandirmasi

Godel bigimsel dilde olusturdugu her ciimleyi bir sayr ile kodlayarak dildeki
sembollere karsilik bir kod numaras: atamaktadir. Bu sekilde yapilmasimin sebebi ise

sistemde olusturulan her ciimleye karsilik gelen sayisal bir iligki tanimlamaktir (Cevik:
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88). Boylelikle Godel’'in kullandi81 bigimsel dizgenin temel isaretleri farkli birer dogal

say1 ile numaralandirilmaktadir.?

Bu temel isaretlerden meydana gelmis bir tamdeyim 6rnegi olarak “En az bir x vardir
ki, bu x, y'nin ardilidir” seklinde okunan (dx) (x = sy) tamdeyimine karsilik gelen Godel

sayisinin nasil elde edildigine bakabiliriz.

Bu tamdeyimin on olusturucu temel imine karsilik gelen sayilar sirasiyla sunlardir: 8, 4,
11,9, 8,11, 5,7, 13, 9. Simdi bu karsilik gelmeyi gosterelim.

8 4 11 9 8 11 5 7 13 9 (Nagel ve Newman: 79).

Boylece Hilbert'in kullandig1 bigimsel tamdeyimin temel isaretlerinin her birine bir
dogal say1 karsilik gelecek sekilde aritmetik bir tamdeyim elde edilmektedir. Godel
yukaridaki tamdeyimi dogal sayilar cinsinden ifade ederek mantiksal araglar
arasindaki islem karmasikligini asmay1 hedefler. Fakat yukaridaki tamdeyime karsilik
gelen sayilar toplulugu yerine tamdeyime sadece bir saymun karsiik gelmesinin
tamdeyimler arasi islemleri daha da kolaylastiracagini diisiinmektedir. “Bir dogal say1
boylece yalnizca her temel isarete degil ayn1 zamanda bu isaretlerin her sonlu serisine
de birebir eglestirilir.” (Godel: 33). Fakat temel isaretlerin dogal sayilarla
numaralandirilmasindaki keyfilik sayilar toplulugunu temsil edecek olan bir say1y1
olustururken s6z konusu degildir. Ciinkii Godel her bir tamdeyimi temsil eden bir
say1y1 olustururken bu sayinin yalniz ve yalniz o tamdeyimi temsil etmesi gerektigini
ifade eder. Aksi takdirde tamdeyimlerin diger tamdeyimlerle karismasi sonucu

matematiksel islemler yapmak olanaksiz hale gelmektedir.

Bir tamdeyime karsilik gelecek tek bir sayi, biiyiikliik sirasina gore dizilen asal sayilarim,
tamdeyimde karsilik geldikleri Godel sayisina gore kuvvetleri alindiktan sonra
birbirleriyle ¢arpilmasiyla bulunacak say1 olacaktir. Boylece yukaridaki tamdeyime su
say1 karsilik gelecektir: 28x 34 x 511x 79 x 118 x 1311 x 175 x 197 x 2313 x 29°. (Nagel & Newman:
79)

Boylece Godel yukaridaki tamdeyime karsilik gelen sayilar toplulugunun kalabalik
yapisint bir sayida temsil etmektedir. Tamdeyimin isaretlerini temsil eden dogal
sayilar, biiytiikliik sirasina gore yazilan her asal saymun iislii kuvveti olacak sekilde
yazilip yan yana ¢arpildiginda ortaya ¢ikan say1 tamdeyimin Godel sayist olmaktadir.

Godel'in asal sayilar1 kullanmasmin temel sebebinin bicimsel sistemde ifade

2 Not: Godel numaralandirmasinda temel isaretlere, sayisal degiskenlere, dnerme ve yiiklem degiskenlerine
hangi Godel sayilarinin karsilik geldigine bakmak isteyenler Nagel ve Newman'in s6z konusu kitabinin 76-
78 sayfa araligini okuyabilir.
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edilebilecek her onermenin aritmetik olarak temsil edilmesi ve bu temsillerin farkh
yerlere tekabiil etmesidir. Her tamdeyimin sadece tek bir Godel say1s1 oldugu i¢in hem
tamdeyimden Godel sayisin1 hem de Godel sayisindan tamdeyimi bulmak miimkiin

olmaktadar.

Boylelikle asal sayilarin iissii cinsinden temsil edilen aritmetik dnermeler birebir olarak
temsil edilmis olmaktadir. “Birebir olmas1 Aritmetigin Temel Teoremi’'nden geliyor: 2'den
biiyiik veya 2'ye esit her dogal say: asal sayilarin carpanlari ile yazilabilir ve bu carpanlar
biriciktir” (Cevik: 90).

Godel'in tamdeyimleri birer say1 ile temsil etmesi hem tamdeyimlerin Hilbertci
anlamdaki bi¢imsel dilin mantiksal yapisindan kurtulmasimi saglamakta hem de

tamdeyimler arasi iligkileri ve hesaplamalar1 kolaylastirmaktadir.
4.2. Ust Matematigin Aritmetiklestirilmesi

Calismamizin baglarinda ele aldigimiz Hilbert'in programinda {ist matematigin
matematiksel tamdeyimler hakkindaki bildirimler oldugunu ifade etmistik. Bir énceki
bolimde Godel numaralandirmasinin ilk adimin ele aldik. Yani Gédel bu asamada
bicimsel dile ait tamdeyimleri birebir olarak dogal sayilarla esleyerek bicimsel dili
aritmetiklestirmistir. Boylece tamdeyimler arasi iligkileri daha kolay incelemek ve

hesaplamak icin sayisal iliskilere indirgemis olmaktadair.

Godel numaralandirmasinin bir sonraki asamasi ise tamdeyimler hakkinda konusan
list-matematigin bu tamdeyimleri bigimsellestirilmis aritmetik bir dizgede temsil
etmesidir. Bu asamada iist matematige ait bigimsellestirilmis tamdeyimler, hakkinda
konustuklar1 matematiksel tamdeyimlere karsilik gelen Godel sayilarini temsil eder.
Boylece belli bir Godel sayisina sahip olan tamdeyim ya da tamdeyimler dizisi ile bir
baska tamdeyim ya da tamdeyimler dizisi arasindaki baginti iist matematik dilde

bigimsel olarak belirlenebilmektedir.

Simdi su asagidaki iist matematiksel ©nermeye dikkat edelim: “x Godel sayili
tamdeyimler dizisi, z Godel sayili tamdeyimin kanitlamasidir.” Bu onerme x ile z
arasindaki saf aritmetiksel bagintilari ifade eden aritmetiksel bi¢imsel dizge i¢inde belirli
bir tamdeyim tarafindan temsil edilir (yansitilir). ---- x ile z arasindaki bu bagintiy1, ona
kargilik gelen iist-matematiksel onermeyi bize animsatmasi igin ‘Dem (x, z) tamdeyimi
olarak yaziyoruz (yani, “x Godel sayili tamdeyimler dizisi, z Godel sayili tamdeyimin
kanitlamasidir.” Ust matematiksel Snermesini). (Nagel & Newman: 83.84)

Bu 6rnekte de goriilecegi tizere x Godel sayili tamdeyimler dizisi ile z Godel sayili bagka
bir tamdeyim arasinda kanitlama (Ing. demonstration) bagmtis1 kurulmaktadir. Godel

bu sayede x ve z Godel sayilar1 arasinda kurulmasi gereken kanitlama bagmtisini “Dem’
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fonksiyonu sayesinde bicimsellestirir. Bubaginti ist-matematiksel bir dizgede bicimsel
olarak “Dem (x, z)” seklinde ifade edilen tamdeyim tarafindan temsil edilebilmektedir.
Yani bir say1 ¢ifti arasindaki aritmetiksel bagintilarin saglanip saglanmadig, sayilar
arasindaki bagintilarla yansitilmis (eslenmis) tist-matematiksel Onermenin dogru

oldugu gosterilerek yapilmaktadir (Nagel ve Newman: 84) .

Yukarida nasil ki “Dem (x, z)” tamdeyimi iki ayr1 Godel sayisina sahip olan tamdeyim
ve tamdeyimler dizisi arasinda “x, z'nin kanitlamasidir” anlamina geliyorsa bu
tamdeyimin degillemesi de iist-matematikte temsil edilebilir. “~Dem (x, z)” seklinde
tist-matematikte temsil edilen tamdeyim, “x, z'nin kanitlamasi degildir” olarak

okunmaktadir.

Ayrica “~Dem (x, z)” tamdeyimine (x) oneki getirilerek “(x) ~Dem (x, z)” tamdeyimi
elde edilir. Bu tamdeyim “tiim x'ler i¢in x Godel sayili tamdeyimler dizisi, z Godel say1l1
tamdeyimin kanitlamas1 degildir” bi¢iminde okunmaktadir. Olusturulan bu yeni
tamdeyim {ist-matematiksel dilde “z Godel sayili tamdeyim kanitlanamaz” ifadesini
temsil etmekte ya da yansitmaktadir. Godel bu iist-matematiksel ifadeye benzer

bicimde kanitlanamayan bir ‘G’ tamdeyimini insa etmek istemektedir.

‘(dx) (x =sy)’ tamdeyiminin Godel sayis1 m’dir, y'nin Godel sayis1 ise 13’tiir. Godel say1s1
13 olan degiskenin (yani y'nin) yerine m sayisini koyalim. Elde ettigimiz tamdeyim (dx)
(x = sm), m’in ardili olan bir x sayist vardir, demektedir. Bu tamdeyimin de kolaylikla
hesaplanabilecek bir Godel sayis1 vardir. Fakat hesaplamay1 yapmak yerine, bu say1y1
secik bir iist-matematiksel nitelendirme ile belirleyebiliriz: bu, 13 Godel sayil1 degiskenin
yerine m say1s1 koyularak bulunan m Godel sayili tamdeyimden elde edilmis tamdeyimin
Godel sayisidir. Bu iist-matematiksel nitelendirme, m ve 13 sayilarinin bazi aritmetiksel
fonksiyonlar1 olan belirli bir say1y1 tam olarak belirlemektedir; bu fonksiyonun kendisi de
bicimsel dizge icinde ifade edilebilir. --- Bu gésterim ‘sub(m,13, m) olarak yazilacaktir, bu
bi¢imin amaci, temsil ettigi {ist-matematiksel nitelendirmeyi animsatmaktir, yani, 13
Godel sayili degiskenin yerine m sayisi koyularak bulunan m Godel sayili tamdeyimden
elde edilmis tamdeyimin Godel sayisidir’ 6nermesini. (Nagel ve Newman: 85)

“~Dem (x, z)” tamdeyiminin {ist matematiksel bi¢cimsel dizgede x ile y siral1 ikilisi
arasinda bir kanitlama fonksiyonunu icra ettigini daha 6nce ifade etmistik. Godel ‘Dem’
fonksiyonuna ilaveten yerine koyma fonksiyonunun kisaltilmisi olan ‘Sub’ (ing.

substitution) fonksiyonunu da kullanmaktadir.

“(dx) (x = sy)” tamdeyiminin Godel sayisinin ‘m’ oldugunu tekrar hatirlayalim. Bu
tamdeyimdeki Godel sayis1 13 olan y? degiskeninin yerine m sayis1 koyulmaktadir.

Boylece elde edilen yeni tamdeyim “(dx) (x = sm)”, m’in ardili olan bir x sayis1 vardir

3 Not: Godel x,y,z gibi sayisal degiskenleri sirasiyla 11, 13, 17 gibi asal sayilarla eslemektedir. Bu yiizden y
degiskeninin Godel sayis1 13 olarak eslenmektedir.
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anlamina gelmektedir. Godel y degiskeninin yerine m sayisin1 koyarken bahse konu

olan ‘Sub’ fonksiyonunu kullanmaktadir.

Bu durumda m Godel sayili tamdeyim olan ‘(dx) (x = sy)’ tamdeyiminde y’nin yerine
m sayisini koydugumuzda “(dx) (x = sm)” m'nin ardili olan bir tamdeyim vardir
seklinde okunan yeni bir tamdeyim elde edilir. Godel bu yeni tamdeyimde Godel
sayisinin daha once gosterdigimiz yontemle hesaplanabilecegini ama bunu yapmak
yerine bu tamdeyimin Godel sayisi1  iist-matematiksel bir ifadeyle
belirleyebilecegimizi ifade eder. Dolayisiyla bu yeni tamdeyimin Godel sayis iist-
matematiksel ifadede soyle belirtilir: m Godel sayili tamdeyimdeki 13 Godel sayili
degisken olan y’'nin yerine m sayist koyularak elde edilen yeni tamdeyimin Godel
sayisidir. Boylece bir tamdeyimdeki degiskenin yerine o tamdeyimin Godel sayisi
koyularak elde edilen yeni bir tamdeyimin Godel sayisina, hi¢ hesaplamadan {ist-

matematiksel bir dilde erisilmektedir.

Yerine koyma fonksiyonunun bir tamdeyim olmasa da bir deyim olarak herhangi bir
say1y1 nasil belirledigini (Ing. identify) “sub (y, 13, y)” deyimi iizerinden agiklayabiliriz.
“Bu say1, 13 Godel sayili degiskenin yerine y degisken sayis1 koyularak bulunan y
Godel sayili tamdeyimden elde edilen tamdeyimin Godel sayisidir” (Nagel ve

Newman: 89).

Godel artik bu asamada Oyle bir tamdeyim insa etmek istemektedir ki bu tamdeyim
bigimsel olarak karar verilemez bir tamdeyim olsun. Bunun i¢in 6nce sub (y, 13, y)
deyimini igerecek sekilde bigcimsel dizgede iist-matematiksel bir Onermeyi temsil
edecek bir tamdeyim insa edilir: (1) (x) ~Dem (x, sub (y, 13, y)). Bu tamdeyim “‘sub (y,
13, y) Godel sayili tamdeyim kanitlanabilir degildir” olarak okunan ve {ist
matematiksel bir tamdeyimi temsil eden bir tamdeyimdir. Fakat (x) ~Dem (x, sub (y, 13,
y)) tamdeyimi bi¢cimsel bir dizgede ifade edildiginden bu tamdeyimin hesaplanabilen

bir Godel sayis1 olmak durumdadir.

“Bu saymin n oldugunu varsayalim. Simdi (1)’'deki tamdeyimin 13 Godel sayili
degiskeninin (yani 'y’ degiskeninin) yerine ‘n’ sayisini koyalim. Bu yeni tamdeyime
Godel’e atfen “G” diyelim; G asagidaki bigimi alacaktir: (G) (x) ~Dem (x, sub (n, 13, n))”
(Nagel ve Newman: 89).

Boylece Godel iist-matematikte bigimsel bir dizgeye ait kanitlanamayan bir tamdeyim
insa etmis olmaktadir. Bu tamdeyimin ni¢in kanitlanamaz oldugunu birka¢ adimda
incelemek miimkiindiir. Daha once inceledigimiz tamdeyimlerde oldugu gibi G
tamdeyiminin de bir Godel sayis1 olmak durumundadir. Oyleyse G tamdeyiminin

Godel sayis1 nedir?
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Bu sayinn sub (n, 13, n) oldugunu gorebiliriz. Hatirlanacag: tizere bu say1, 13 Godel
sayili degiskenin (yani ‘y’ degiskeninin) yerine n sayisi koyularak elde edilen
tamdeyimin Godel sayisidir. Ancak G tamdeyimi, (1)'deki tamdeyimde ‘y’
degiskeninin yerine ‘n’ koyularak bulunan ‘n’ Godel sayili tam deyimden elde
edilmisti. Dolayisiyla G'nin Godel sayisinin aslinda sub (n, 13, n) oldugu goriilmektedir

(Nagel ve Newman: 90).

Daha 6nce de ifade edildigi tizere ~Dem (x, sub (y, 13, y)) tamdeyiminin Godel sayisinin
n oldugu varsayilmisti. Ayrica ~Dem (x, sub (y, 13, y)) tamdeyiminde 13 Godel sayili
degisken olan y'nin yerine n sayist koyularak G tamdeyiminin elde edildigi
hatirlanmalidir. Bu durumda G tamdeyiminin Godel sayisinin, sub (y, 13, y)'nin 13
Godel sayili y degiskeninin yerine n sayist koyularak elde edilen tamdeyimin Godel
sayisi oldugu acik olarak ortadadir. G tamdeyiminin de (x) ~Dem (x, sub (y, 13, y))
tamdeyimindeki ‘y” degiskeninin yerine n sayis1 koyularak elde edildigini hatirlayalim.

Bu durumda G’'nin Goédel sayisinin sub (n, 13, n) oldugu sdylenebilir.

G’nin Godel sayisiin sub (n, 13, n) oldugunu bir kenarda tutalim. Bu durumda G
tamdeyiminin bicimsel dizgedeki gosterimi olan (x) ~Dem (x, sub (n, 13, n)) tamdeyimi
agikca kendisinin yani G'nin kanitlanamaz oldugunu one siirmektedir. Burada yapilan
sey kisaca sOylenirse, kendisinin kanitlanamaz oldugunu ifade eden bir G tamdeyimi
hakkinda konusan iist-matematiksel ©Onerme, G'nin kanitlanamaz oldugunu
sOylediginde ortaya ¢ikan paradokstur. Bu paradoks yalanci paradoksuna benzer bir
bicimde karar verilemeyen bir durumu ortaya ¢ikarmaktadir. Godel G'nin
kanitlanamaz oldugunu ifade eden iist-matematiksel tamdeyimi bicimsel olarak insa
ederek bu tamdeyimin kanitlanabilir oldugunu gostermektedir. Godel bu kanitlamay1
yaparken neyin big¢imsel olarak kamtlanabilir oldugunu neyin olmadigini gostermek
igin bu smirlar1 karakterize eden Ozyineli fonksiyonlar (Ing. recursive functions)
kiimesinin tespitini yapmaktadir. Ozyineli fonksiyonlar kiimesi bir bigimsel dizgede

temsil edilebilir olan fonksiyon ve bagintilari iceren kiime olarak diisiiniilmelidir.

Fakat bicimsel bir dizgede kendi kendisinin kanitlanamaz oldugunu ileri siiren
tamdeyim kendi kendisinin Godel numarasia gonderme yaptig icin paradoksal bir
durum ortaya g¢ikmaktadir. Bu paradoksal durumu ortaya ¢ikartan G tamdeyimi,
hakkinda anlamli olarak konusamadigimiz karar verilemeyen bir tamdeyim oldugu

i¢in 6zyineli fonksiyonlar kiimesinin disinda kalmaktadir.

Hilbert'in programinin ana hedefinin aritmetigin tutarliligin1 gostermek oldugunu
biliyoruz. Godel bu projeye karsit bir taraftan yaklasarak aritmetigin tutarliligim
gostermek yerine tutarli olmadigini gosterecek bir tamdeyimi ispatlamaktadir. Boylece

Hilbert'in hedefledigi T gibi bir aksiyomatik sistemin tutarli olmadigini kanitlamistir.
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Godel'in aritmetigin tutarsiz oldugunu (x) ~Dem (x, sub (n, 13, n)) tamdeyimi
tizerinden nasil gosterdigini incelemeye calistik.* Godel’in bicimsel olarak karar
verilemez oldugunu gosterdigi tamdeyimin aritmetigin tutarsizlig: ile ilgili ne anlam
tasidigina biraz daha genel bir cerceveden baktigimizda Godel'in devrimsel bulusu

ortaya ¢tkmaktadir.

Aritmetigi kapsayan T gibi bir aksiyomatik dizge diisiinelim. Bu dizgenin tutarh
oldugu varsayimi altinda (x) ~Dem (x, sub (n, 13, n)) gibi bir tamdeyimin kanitlanamaz
oldugunu Godel ispatlamistir. Bir aritmetik sistemin tutarli olmasinin aksiyomlardan
geliski ¢ikarilamamasi ile miimkiin oldugunu daha 6nce ifade etmistik. Godel'in insa
ettigi tamdeyim ise bigimsel bir aritmetik dizgesinde karar verilemeyen bir celiski
ortaya cikarmaktadir. Dizgede bir celiskinin yani karar verilemez bir onermenin ortaya
¢ikmasi dizgenin tutarsiz oldugu anlamina gelmektedir. Godel’in birinci eksiklik
teoremi olarak bilinen inceledigimiz tamdeyim ile Godel aritmetigin tutarsiz oldugunu

gostermektedir.

T'den “Eger T tutarliysa, G onermesi T'den ¢ikarilamaz” 6nermesi ¢ikarilabilir. Ancak
daha once de belirttigimiz gibi “G 6nermesi T'den ¢ikarilamaz” onermesi aslinda G'nin
kendisidir. O halde T"den “Eger T tutarliysa G” 6nermesi ¢ikarilabilir. Simdi T'nin tutarh
oldugunu varsayalim. O zaman bu, G 6nermesinin T'den c¢ikarildig1r anlamina gelir.
Ancak bu, Godel'in Birinci eksiklik teoremi ile gelismektedir. O halde T eger tutarliysa, T
kendisinin tutarl1 oldugunu kamitlayamaz. Buna Godel’in ikinci eksiklik teoremi
diyecegiz. (Cevik: 84-85)

Godel birinci eksiklik teoremi ile aritmetigin tutarsiz oldugunu ispatlamakla
kalmamistir. Ayni1 zamanda insa ettigi tamdeyimin bir sonucu olarak aritmetik
dizgenin tamamlanamaz oldugunu da ispat etmistir. Ciinkii insa edilen karar verilemez
Onerme bir aksiyom olarak dizgenin aksiyomlarina dahil edilse bile o dizge igerisinde
yine karar verilemez onermeler insa etmek miimkiin olmaktadir. Bu durumda karar
verilemez olan 6nermeler bitirilemedigi igin yeniden ispatlanamazlik durumu dizgenin
tamamlanamaz olmasiyla sonuglanmaktadir. Dizgenin tam olmamasi anlamina gelen

bu durum da Godel’in ikinci teoremi olarak bilinmektedir.

Belirtilmesi gereken 6nemli bir ayrint1 da Godel’in kanutlanamayan ama dogru olan bir
Onerme insa ettigini ifade etmesidir. Buradaki dogruluktan ne kastedildigi bizim
calismamizda yiiriitillen tartisma agisindan son derece Onemlidir. Daha once de
belirttigimiz gibi Godel, aritmetik dizgenin icerisinde bigimsel olarak karar verilemez
bir 6nerme insa etmektedir. Fakat bi¢imsel aritmetik dizgenin digina ¢ikildiginda, {ist-

matematiksel gosterim sayesinde aritmetiksel bir dogruluk elde edildigini

4 Not: Daha &nce de ifade ettigimiz iizere bu goésterimi yaparken Nagel ve Newman'in Godel teoremlerini
incelerken kullandiklar1 modeli esas aldik.
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ispatlamistir. Yukarida G tamdeyimi olarak inceledigimiz tamdeyim tutarli oldugu
varsayillan bir bicimsel aritmetik dizgede karar verilebilir degildir. Fakat {ist-
matematiksel gosterim sayesinde dogru oldugu gosterilebilmektedir. “Yani “(x)
~(x+3=2)" tamdeyimi (3 eklendiginde 2 sonucunu veren hicbir tamsay1 yoktur), nasil
tiim tamsayilar i¢in zorunlu olan (her ne kadar ¢ok basit olsa da) bir 6zellik formdiile
ediyorsa G tamdeyimi de zorunlu olarak tiim tamsayilar i¢in tutan belirgin bir sayisal

ozellik formiile eder” (Nagel ve Newman: 91).

Godel'in dogru oldugunu gosterdigi ama bicimsel olarak karar verilemeyen G
Onermesi, Principia Mathematica ve Peano Aritmetigi gibi aksiyomatik sistemlerin tam

(Ing. complete) ve tutarh (Ing. sound) olmadig: gibi bir sonuca isaret etmektedir.

Bu sonu¢ baska bir bicimde ifade edilirse, dogal sayilar teoreminin tutarli bir
aksiyomatiklestirimi dogal sayilara iliskin biitiin dogruluklar1 yakalayamamaktadir.
Dogal sayilarla ilgili bazi aksiyomatiklestirimler digerlerinden daha fazla sayida
dogrulugu yakalayabilmektedir. Fakat dogal sayilarin tamamina iliskin tim
dogruluklar tutarli bir bicimde gosterebilen tek bir aksiyomatiklestirim yoktur. Bu
sonug, matematiksel dogrulugun aksiyomlardan c¢ikarsanabilecegini savunan goriise
kesin bir darbe vurmaktadir (Barker, 2017: 157-158).

Godel'in teoremleri sadece bigimsel aritmetik dizgelerde karar verilemeyen 6nermeler
oldugunu gostermemektedir. Ayni zamanda bu sistemlerin aksiyomatik yapisi ne
kadar giliclendirilirse giiclendirilsin, yine de aksiyomatik olarak ispat edilemeyen
dogruluklarin ortaya c¢ikacagini gostermektedir. Bu ikinci durum ayni zamanda
aritmetigin tam olmadigini gosteren Godel'in ikinci tamamlanamazlik teoremine
karsilik gelmektedir. Dolayisiyla Godel teoremlerinin esas devrimsel sonucu,
aritmetigin aksiyomatik sistemi hakkinda her gii¢lendirme c¢abasina karsi ortaya

cikabilecek karar verilemeyen 6nermelerin tiiketilemez oldugunun gosterilmesidir.

Boylece bigcimsel aksiyomatik sistemlerde ispat edilemeyen dogrular aksiyomatik
sistemlerin yetersiz olup olmadigi, baska ispat sistemlerinin imkani gibi tartismalari
dogurmaktadir. Matematiksel mantik ve matematigin temelleri alanlarinda 6zel olarak
calisma yapmayan matematikgiler dogruluk ile ispat edilebilirligin ayn1 sey olduguna
iliskin yaygin bir kanaate sahiptir. Bu iki kavram arasinda ayrim yapma geregi
duymayan bir baska kesim ise Hilbert'in onciiliiglinii yaptig1 bigimselcilerdir. Godel
1968 tarihinde Hao Wang'e yazdigi bir mektupta bicimselcilerin bigimsel olarak
ispatlanabilirligi matematiksel dogruluk kavraminin bir analizi olarak gordiiklerini ve
bu yiizden bu ikisi arasinda bir ayrim yapmadiklarini ifade etmistir (Murawski, 2020:
13-14).
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Bigimselcilerin bigimsel bir dilde ispatlanabilir olan bir 6nermeyi ayn: zamanda dogru
bir 6nerme olarak telakki etmeleri Godel'in teoremleri tarafindan tartismaya acilmistir.
S6z konusu tartisma cercevesinde Godel’in felsefi pozisyonunun izlerini siirmek
bicimsel dilde ispat ile dogruluk arasindaki gerilimi takip edebilmek icin énemli bir

adim olmaktadir.
5. Bicimsel Dilde Ispatlanabilirlik-Dogruluk iliskisi

Hilbert'in bicimselcilik programinin Godel tarafindan cliriitiilmesi 6nemli bir felsefi
sorunu ortaya ¢itkarmaktadir. Eger Godel hakliysa ve dogru oldugu halde bigimsel
olarak ispat edilemeyen Onermeler varsa — ki Godel'in birinci teoremi bunu
goOstermistir- matematigin eksik oldugu soOylenebilir. Bu durumda bigimsel
kanitlamanin smirlar1 dogrulugun smirlarini kusatamamaktadir. Yani bigimsel olarak

karar verilemeyen ama dogru olan 6nermeler insa etmek miimkiindiir.

Bu ytizden Godel’in ulastig1 sonuglarin ortaya ¢ikardigi en dnemli tartismalardan birisi
matematiksel dogruluk ile bigimsel sistemlerdeki ispat arasinda ortaya c¢ikmis olan
gerilimdir. Godel teoremleri matematiksel dogrulugun bigimsel aksiyomatik yontem
tarafindan kusatilamayacagini gosterir. Bu durumda aksiyomatik olarak ispati
verilemeyen aritmetik 6nermelerin dogruluk degerinin hangi matematiksel yontem

araciigiyla verilecegi sorusu giindeme gelmektedir.

Godel bu soruya cevap verebilmek icin bigimsel aksiyomatik sistemlerin sinirlar1 disina
cikilmasi gerektigini diistiniir. Sinurin disina ¢ikildiginda ise Godel’in de kendini yakin
hissettigi matematiksel Platonculuk anlayisinin simirlarina girilmesi kaginilmazdir.
Tabii ki burada ifade edilen, Platonculugun klasik konumlanisindan ziyade Godel’in

kendi felsefi pozisyonuna yakin bir Platonculuk anlayisidir.

“Bu goriise gore, mantik ve matematigin nesneleri gercek nesneler gibi
“kavranabilirler”, yani bizim “tanimlarimiz ve insalarimizdan bagimsiz olarak
vardirlar” (Feferman’dan aktaran Giir, 2012: 96). Godel'in matematigin nesnelerini
fiziksel nesnelere benzetmesi fizigin yasalari ile fiziksel nesneler arasindaki iliskinin bir
benzerinin matematiksel yasalar ile matematik nesneler arasinda da oldugunu

diisiinmesinden dolayidir.

Godel’in matematiksel dogrulugu nasil ele aldigini daha net gorebilmek i¢in Cantor'un
siireklilik hipotezi (Ing. continium hypothesis) iizerine yazdigi yazidaki felsefi
argiimanlar1 izlemek bize Godel'in felsefi pozisyonu ile ilgili Snemli ipuglarn
vermektedir. Sonsuzlugu ilk defa matematiksel bir kuram olarak ortaya atan Cantor,
dogal sayilar, tam sayilar ve rasyonel sayilar kiimelerinin sayilabilir sonsuz kiimeler

olduklarini soyler. Fakat diger taraftan sayilamaz sonsuz kiimelerin de oldugunu ve
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buna Ornek olarak da reel sayilarin gosterilebilecegini ifade eder (Cantor, 1874: 258-
262). Burada bizim tartismamiz agisindan énemli olan ise Cantor’un s6z konusu bu iki
sonsuz kiime arasinda baska sonsuz kiime olmadigina iliskin goriisiidiir. “Stireklilik
Hipotezi'ne gore dogal sayilar kiimesinin sonsuzlugundan sonra gelen en kiigiik
sonsuzluk reel sayilar kiimesinin sonsuzlugudur” (Cevik: 127). Yani Cantor'un
hipotezi; dogal sayilarin kiimesinden biiyiik olan, reel sayilarin kiimesinden de kiigiik

olan sonsuz bir kiimenin olmadigina iliskindir.

1878 yilindaki makalesinde Cantor her ne kadar boyle bir varsayim ortaya atmis olsa
da bu varsayimin kanitlayamamustir. Bu hipotezin ciiriitiilemeyecegini gosteren Godel
“Cantor’un Stireklilik Problemi Nedir?” (Godel, 2004: 217-239) baglikli makalesinde
konuyu detaylica ele almaktadir. Daha 6nce bu hipotezin ¢iiriitiilemeyecegini gosteren
Godel, ayn1 zamanda kanitlanamayacagini da ongoérmektedir. Godel’in bu 6ngoriisii
1963 yilinda Paul Cohen tarafindan da dogrulanmistir. Dolayisiyla bu durumda
Cantor'un stireklilik hipotezi ne ciiriitiilebilirdir ne de kanitlanabilirdir. Godel
teoremlerinden tanidik oldugumuz bu durum karar verilemezlikten baska bir sey
degildir.

Hipotetik-tiimdengelimsel olan aksiyomatik bir sistem iginde bir sorunun karar
verilemez olusu, o sorunun mutlak anlamda karar verilemez olmadig1, mevcut sistem
igerisinde karar verilemez oldugu anlamina gelmektedir. Bagka bir sekilde sdylenirse
Godel, karar verilemezligin eldeki sisteme gore degisken bir sey olduguna dikkat geker.
Dolayisiyla Godel, Platonculugunun da bir sonucu olarak, siireklilik hipotezinin karar
verilemez olusunu sadece eldeki mevcut aksiyomlarin yetersizligiyle
iliskilendirmektedir (Giir, 1986: 80).

Goriildiigii tizere Godel, siireklilik hipotezinin karar verilemez olusunun mutlak
anlamda s6z konusu olmadigimni, eldeki aksiyomatik sistem dikkate alindiginda soz
konusu oldugunu ifade eder. Yani Principia Mathematica ya da ZFC> gibi aksiyomatik
dizgelerde karar verilemeyen siireklilik hipotezi i¢in karar vermeyi miimkiin kilan
daha giiclii aksiyomatik sistemler elde edilebilir. Stireklilik hipotezi i¢in gegerli olan bu
durum bir baska karar verilemeyen Godel teoremleri icinde gegerli olmaktadir. Fakat
Godel teoremleri stireklilik hipotezinden farkli olarak dogrulugu bizzat Godel

tarafindan {list-matematiksel yolla gosterilebilmisgtir.

Godel’in aksiyomatik sistemler hakkindaki bu esnek goriisleri aksiyomatik yontemin

kesinligi hakkinda ¢ogulcu bir goriisiin temsilciligini yapmaktadir. Yani Godel hangi

5 Not: “ZFC” giiniimiizde pek ¢ok matematikcinin calistig1 bir aksiyomatik sistem olarak se¢im aksiyomunun
da dahil oldugu Zermelo-Fraenkel kiime teorisinin kisaltmasidir.
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aksiyomatik sistem daha iyi c¢alisiyorsa onun kullanilabilecegini ve aksiyomatik
sistemlerin karar veremeyecegi onermelerin de daima olacagin ifade etmektedir. Bu
itibarla bakildiginda Godel’e gore aksiyomatik sistemler bize olas1 dogruluklar verir.
Ciinkii aksiyomatik sistemler matematiksel dogrulugu yakalamaya calisirken insan
zihninden bagimsiz bir gerceklige sahip olan matematik ile insan zihni arasinda bir
bosluk olusmaktadir. “Dolayisiyla insan zihninin eylem ve karakterlerinden bagimsiz
olarak var olan, sadece insan zihni tarafindan algilanan ve muhtemelen de ¢ok eksik
algilanan matematigin duyusal olmayan bir gercekligi agikladigini kastediyorum.”
(Parsons, 2014: 169).

Matematigin nesnelerinin bizden ve matematikciden bagimsiz olarak var olduguna
iliskin Platoncu goriisii savunan Godel, bu durumun ideal bir duruma isaret ettigini
diisiinmektedir. Yani matematigin nesneleri degismez bir sekilde vardirlar fakat bizim
onlarin dogruluklarina iliskin kullandigimiz sistemler degisken veya eksik olabilir.
Diger taraftan Godel matematiksel nesneler ile ilgili sahip oldugumuz dogruluk
anlayiga bir gesit matematiksel gorii (Ing. mathematical intuition) araciligiyla

ulastigimizi diistiniir.

Aksiyomlarin bize “dogru gibi gelmeleri” olgusunda goriildiigii {izere, duyularimiza
olmasa da kiimeler kuraminin nesnelerini algilarken bir cesit sezgiye basvuruyoruz. Bu
matematiksel sezgiye, fiziksel kuramlar yaratan ve ileride degismeyecegine inandigimiz
duyularimizdan daha az giivenmemiz igin bir neden géremiyorum. Su an igin karar
veremedigimiz bir sorunun bir anlami olabilecegine ve dogruluguna gelecekte karar
verilebilecegine inanmamak i¢in de bir neden yok. Olas1 duyu yanilgilar fizik icin ne
kadar sorun ise kiimeler kuramindaki paradokslarda matematik icin o kadar sorundur.
Daha 6nce de deginildigi gibi, gelecekte, Cantor’un siireklilik hipotezi tiirii problemlerin
bir ¢dzlimiine yol acacak yepyeni matematiksel sezgiler miimkiindiir. (Giir, 2006: 80)

Godel’in matematiksel Platonculugu ile ilgili genel felsefi pozisyonunu ifade eden bu
diisiinceleri matematiksel gorii ya da sezgi anlayisina dayanmaktadir. Godel’e gore
nasil fizik teorileri empirik gorii faaliyetinin esliginde fiziksel gergeklik ile temas
ediyorsa matematik teorileri de matematiksel gorii faaliyeti esliginde matematiksel
nesnelerle temas etmektedir. Matematiksel nesnelerle kurulan bu temas sonucunda
elde edilen 6nermeler aksiyomatik sistem tizerinde gosterilebiliyorsa matematiksel bir
dogruluk olarak kabul edilmektedir.

Matematiksel gorii ile fiziksel bir alg1 arasindaki benzerlik ¢ok ¢arpicidir. “bu kirmizidir”
anlik verisini diisiinmek keyfidir, fakat modus ponens veya tam tiimevarimi ifade eden
onermeyi diistinmek Oyle degildir. Burada ilgili oldugu kadaryla fark yalnizca, ilk
durumda bir kavram ile belirli bir nesne arasindaki bir iliskinin algilanmas: iken, ikinci
durum ise kavramlar arasindaki bir iligkidir. (Parsons, 2014: 175)
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Burada bir kavram (kirmizilik kavrami) ile bir nesne (kirmizi olan her neyse o) arasinda
kurulan iligkinin matematiksel nesneler ile matematiksel kavramlar arasinda da
kuruldugu ifade edilmektedir. Godel'in bicimsel Onermeleri numaralandirip o
numaralar1 asal sayilarin {isleri olarak carpip bigimsel dili nasil aritmetiklestirdigini
daha oOnce agikladik. Fakat Godel'in bigimsel dizgelerin oOnermelerinin biricik

temsillerini asal sayilar tizerinden kurma diisiincesi bazi elestirilere konu olmaktadir.

Godel numaralandirmas: aritmetik tamdeyimlerin yerlerini birebir temsil etmesine
ragmen yerlerin kalic1 bir ¢oklugunun nasil kuruldugu konusunda birtakim elestiriler
vardir. Citil'e gore, Godel numaralandirmasinda asal sayilarin tislerinin farkh yerlere
karsilik gelmesi bu yerlerin kurulusu bakimindan bazi sorulari cevapsiz birakir. Clinkii
s0z konusu yerlerin kurulusunu dogal sayilar temin etmedigi i¢in isaretlerin kendileri
ile siralamadaki isgal ettikleri yer mahiyet itibariyle farklidir (Citil, 2012: 173).

Citil'e gore asal sayilar ile tamdeyimler arasinda sayisal olarak temsil etme-edilme
iliskisi kurulabilmektedir. Fakat bu durum bize tamdeyime ait isaretlerin rastlantisal
olarak siralandiklar1 mekanin nasil mevcut oldugunu agiklamamaktadir. Ciinkii Citil’e
gore bicimsel bir dizgenin insa edilmesinde hem dizgenin temel isaretlerine hem de bu
isaretlerin belli yan yana gelislerini temin eden “sira” kavrayisina ihtiyag¢ vardir. Citil
agisindan tamdeyimlerin ifade edildigi bigcimsel dizgelerin nasil kuruldugunu
agiklayabilmek i¢in bu dizgelerin kurulusunu temin eden yerlerin ontolojik zemininin
aciklanmas1 gerekmektedir. Burada ontolojik zeminden kasit, bicimsel dizgelerin
kurulusunu temin eden dogal sayilarin siral ve sayal anlamda incelenerek dizgelere

nasil zemin hazirladiginin gosterilmesidir.¢

Calismamizin baslarinda kisaca ele aldigimiz tizere Russell paradoksunda bir nesnenin
ya da kiimenin varligini yine nesnenin kendisine dayandirmaktan kaynaklanan
ontolojik bir dongiisellik ortaya c¢ikmaktaydi. Citil'e gore benzer bir ontolojik
dongiisellik Godel teoremleri igin de s6z konusudur (Citil, 2012: 179). Godel dogal
sayilara iliskin tiim dogru Onermeleri temsil edebilmek icin olusturdugu bigimsel
dizgeyi yine ayn1 dogal sayilara dayandirmaktadir. Bu durum Citil’'e gére bicimsel
yonden herhangi bir dongiisellik barindirmasa da ontolojik bir incelemeyle fark

edilecek ontolojik bir dongiisellik barindirmaktadir.

¢ Not: Citil'in bicimsel dizgelerin ontolojik zeminine iliskin elestirisi sadece Gddel teoremlerine yonelik
degildir. Frege'nin aritmetigi mantiga indirgeme projesi dahil olmak {izere Hilbert'in bigimselcilik projesi
tizerinden devam eden bigimsel kuramlarin hepsinde ayni incelemenin elzem oldugunu diistinmektedir.
Bicimsel dizgelerin kurulusunun ontolojik olarak gosterilmesi gerektigine dair Citil'in goriisleri hakkinda
detayli bilgi icin ad1 gegen eserin ilgili boliimiine bakilabilir.
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Buradaki elestirilerin bigimsel dizgelerin zemini ile ilgili olmanin yani sira Godel’in
kullandig1 “gorii” kavramindan da kaynaklandigimi diistintiyoruz. Ciinkii Goédel’in
‘matematiksel gorii’ anlayisinin Kant'in gorii anlayisiyla ne bakimdan benzerlik
tasidig: tartismalidir. Diger bir soru da Frege gibi matematiksel Platoncularin siddetle
kagindig1 gorii anlayisini savunan Godel’in nasil olup da bu anlayis ile Platoncu
pozisyonunu muhafaza ettigidir. Bu yiizden Godel’in teoremlerini Kant¢1 gorii anlayist
ile Fregeci Platonculuk arasinda bir degerlendirmeye tabi tutmak gerektigini

diistiniiyoruz.

Godel’in tamamlanamazlik teoremleri Kant'in yaptig1 kavram- gorii ayrimu ile birlikte
diisiiniildiigiinde belli bir agidan anlasilirlik kazanmaktadir. Godel'in insa ettigi
saptanamaz olan “G” 6nermesini hatirlayalim. Bu 6nerme Godel’e gore bicimsel dizge
icerisinde saptanamamasina ragmen dogrulugu fark edilen bir énermedir. Peki bu
onermenin dogrulugu nasil fark edilmektedir? Bu soruya Kant'in yarg yetisi tizerinden
bir cevap vermek miimkiindiir. Ciinkii bi¢cimsel bir dizgede dolaysizca bulunan isaret
dizilerinden yola gikarak karar verilemeyen “G” énermesinin dogruluguna bir dolayim
yoluyla erisilebilmektedir. Bu dolayim ise Kant'in transandantal felsefesindeki bilince
sahip Ben’in goriide dolaysizca mevcut olan temsilleri kavramsal olarak kendisine

temsil etme kabiliyetinden gelmektedir.

Frege ve Hilbert gibi bicimselligi savunanlarin amaglarindan birisi de Kant'in saf gorii
anlayisina izin vermemektir. Onlar Kant’ta oldugu sekliyle yargi yetisine ve yargi veren
bir Ben'e ihtiya¢ duymadan isaret dizileri yoluyla onermeleri bigimsel dilde temsil
edebileceklerini diistinmiislerdir. Fakat Godel'in insa ettigi saptanamaz Onerme
bicimsel olarak saptanamaz olup kavramsal olarak dogrulugu saptanabilmektedir.
Yani sadece isaret dizilerinin kendilerine ve bu dizilerden diger dizilere ge¢gmenin
kurallarina dayanarak s6z konusu énerme hakkinda karar verilememektedir. Fakat bir
bilincin kavramsal faaliyeti esliginde dizgenin disina ¢ikildiginda saptanamaz olan

onermenin dogruluk degeri saptanabilir hale gelmektedir.

Tabii ki buradaki saptamanin bigimselcilerin sisteminin sinirlarini ihlal edip Kant'in
yargt yetisi sinirlarina girmekle miimkiin oldugunu diistiniiyoruz. Bu yiizden Godel’in
tamamlanamazlik teoremleri Kant'in yarg yetisi ile birlikte diistiniildiigiinde Kantg1
anlamda goriiyii ve yarg: yetisini savunur goriinmektedir. Fakat Godel’in teoremleri
Kantg1 yarg: yetisi tizerinden anlagilmaya elverisli olsa da Godel’in Platoncu tarafini da
g6z ardi etmemek gerekir. Bilindigi tizere Godel dogal sayilara Platoncu anlamda varlik

atfetmistir.

Platoncu diisiince matematiksel Onermelerin dogruluk degerini uzay-zamanin

digindaki bir diinyaya ait olan Platoncu varliklarin gercekligine gore belirler. Platoncu
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diinyadaki varliklar ile bizim diinyamizdaki nesneler arasinda nedensel bir iligki
olmadigina gore o diinyada ne olup bittigini nasil bilebiliriz? Daha somut ifade edecek
olursak “iki” gibi 6zel bir kelimenin o diinyadaki nesnelerin mutlak sonsuzlugundan
belirli bir tanesi olmasi ya da onun yerine ge¢mesi nasil miimkiin olmaktadir? (Field,
2004: 284).

Godel’in Kant ile Frege arasinda nasil bir felsefi pozisyonu temsil ettigi konusu bu
calismanin simirlart disinda kalmaktadir.” Matematiksel dogruluk hakkinda Tarski’ci
dogruluk tanimina yakin bir pozisyonda olan Benacerraf, Godel'in savundugu
matematiksel dogrulugun yeterince temellendirilmedigini iddia eder. Benacerraf’a
gore ‘X’ gibi bir kisinin ‘p” bilgisinin dogrulugunu elde etmesi i¢in x'in p hakkindaki

kanaatinin nedensel bir iligki icerisinde olmas: gerekmektedir.

(P'nin agiklandigr dil igin yeterli bir hakikat taniminda verildigi gibi) p'nin hakikat
kosullariyla p’nin bilindigi temeller arasinda, en azindan kisiyi énermelerin kendiliginden
olmadigma inandirabilecek uygun bir ¢esit baglant1 kurmak miimkiin olmalidir. Bunun
yoklugunda, bu temellere sahip olmak ile dogru olan bir énermeye inanmak arasinda bir
baglanti kurulamamaistir. Bu temellere sahip olmak p’yi bilmenin agiklamasiyla uyusamaz.
Bu temeller iizerinde p ile p hakkinda bir kanaati gerekgelendirme arasinda bir baglant1
kurulamaz. (Benacerraf, 2004: 255)

X'in p hakkindaki bilgisinin p’nin dogruluk ya da hakikat kosullarinin bilinmesiyle
miimkiin oldugunu savunan Benacerraf, matematiksel bilginin dogruluk kosullari
hakkinda béyle bir kavrayisa sahip olamadigimizi diisiinmektedir. “Ornegin, sayilar
normal addedilmesi gereken bir gesit varlik ise, say1 kuraminin énermelerinin hakikat
kosullar ile matematiksel bilgiye sahip oldugu diisiiniilen kisilerle iliskili herhangi bir
olay arasinda bir baglant1 kurulamaz.” (Benacerraf, 2004: 255).

Godel'in duyu tecriibesinden bagimsiz olsa da matematiksel bir gorii araciligiyla
aksiyomlarin kendilerini bize dogru gibi kabul ettirdiklerini ifade eden goriislerine
daha 6nce degindik. Benacerraf ise matematiksel goriiniin matematiksel 6nermelerin

dogrulugu ile nasil iliskilendiginin cevapsiz kaldigini savunmaktadir.
6. Sonug

Makalemizde Godel'in gosterdigi dogruluk anlayisiin ispat edilebilirlik ile olan bazi
farklarin1 gostermeye calistik. Godel bicimsel bir sistemde dogru olan ama sistem
icerisinde dogruluguna karar verilemeyen onermelerin her daim var olacagmi

gostererek ispat1 verilemeyen matematiksel dogrular oldugunu gostermistir. Bu durum

7 Kant, Frege ve Godel karsilastirmasi icin Bkz. Heijenoort, J. Van. (1967). From Frege to Godel: A Source Book in
Mathematical Logic, 1879-1931, Cambridge: Harvard University Press.
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basta Hilbert gibi bicimselcilerin ve pek ¢ok matematik¢inin ispat ile dogruluk arasinda

ayrim yapmamasinin yanlishigini da ortaya ¢ikarmaktadir.

Godel'in tamamlanamazlik teoremleri matematigin tutarliligina doniik ¢ok temel bir
eksikligi de giindeme getirmektedir. Bu eksiklik, matematiksel ispatlarin yapildig:
bigimsel sistemlerde karar verilemez olan 6nermelerin engellenemez olusuyla ilgilidir.
Boylece dogru oldugu halde ispati verilemeyen Onermeler matematigin tutarlilig:
yolunda biiyiik bir sorun haline gelirken Hilbert'in bigimselci sisteminin de
sorgulanmasina neden olmaktadir. Bi¢imsel bir sistemde karar verilemeyen ama dogru
oldugu bir sekilde bilinen 6nermelerin oldugunun gosterilmesi, dogrulugun bigimsel

sistemlerin diginda m1 aranmasi gerektigi sorusunu ortaya ¢ikarmaisgtir.

Diger taraftan Godel her ne kadar bigimsel sistemlerin epistemolojik yetersizligini
gostermis olsa da bu sistemler bilgisayar bilimleri gibi modern bilimin matematiksel
olarak modellenmesinde kullanilan diller gibi pek ¢ok alanda kullanilmaya devam
etmektedir. Bicimsel sistemler {izerine kurulu yapay zeka algoritmalar1 pek ¢ok
problemi ¢ozmekte ve bilimsel ilerlemeleri hizlandirmaktadir. Fakat ayni zamanda
yapay zekanin ¢ozemedigi pek ¢ok sorun bilgisayar biliminin hesap karmasiklig:
kuramu (Ing. computational complexity theory) alaninda artarak devam etmektedir. Bu
sorunlar Godel teoremleri ile birlikte diisiiniildiiglinde yapay zekanin yetersizligine
doniik yeni bir agilim saglayabilir mi? Yapay zekanin simrliliklar: bigimsel bir dil
iizerinde programlanmasindan kaynaklaniyor olabilir mi? Bu gibi pek ¢ok soru bizim

¢alismamizin kapsaminda olmasa da potansiyel ¢alismalar icin kiskirtici olabilir.

Godel’in matematiksel nesneler ile ilgili temel kaygilarindan bir tanesi bu nesnelerin
Platoncu gergeklik ile uzay-zamana tabi olan fiziksel gerceklik arasinda nasil bir yerde
durdugudur. Bu yeri géz o6niinde bulundurarak Godel’in diisiincelerinin Platoncu ve
Kantg diistince arasinda degerlendirilmesi gerektigini diisiiniiyoruz. Matematiksel
nesnelerin varlig1 so6z konusu oldugunda Godel’in Platoncu varlik anlayisina yakin
durdugunu ifade edebiliriz. Ciinkii Godel dogal sayilarin varliginin insan diistincesinin
bir yaratimi olmaktan ziyade insandan bagimsiz oldugunu savunan kavramsal bir
realisttir. Bu yilizden matematiksel nesnelerin Platoncu bir zeminde ortaya ¢iktigini
diisiindiigiinden olsa gerek bunlarin nasil kurulduguna iliskin felsefi bir arayisa

girmemis goriinmektedir.

Fakat diger taraftan da Platoncu varlik zeminine yakin olan matematiksel nesnelerin
bilgisine wulasirken Kant'in transandantal felsefesinden faydalanmanin Godel
teoremlerini anlamayr miimkiin kilacagina isaret etmek istiyoruz. Kant'in
transandantal felsefesindeki bilince sahip Ben’in, goriide dolaysizca mevcut olan

temsilleri kavramsal olarak kendisine temsil etme kabiliyeti Godel teoremlerinin
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anlasilmasinda aciklayici rol oynamaktadir. Bu yiizden Kantgi bir okumayla Godel’in
insa ettigi bigimsel dildeki saptanamaz onermenin dogru oldugunun farkina kavram-

gorii ayrimu tizerinden erisilebilecegini diisiiniiyoruz.
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