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Kirislerin Geometrik Dogrusal Olmayan
Davraniglarinin 3 Boyutlu Stirekli Ortam Modeli ile
Incelenmesi
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Ozet

Bu ¢alismada, yayil yiik etkisi altinda konsol bir kirisin geometrik dogrusal olmayan
statik davranisi incelenmistir. Kirislerin dogrusal olmayan davranislarint daha gercekgi
inceleyebilmek icin ti¢ boyutlu siirekli ortam kabulii yapiimistir. Ele alinan problem, ii¢
boyutlu 8 diigiim noktali toplam Lagrangian sonlu elemanlar modeli kullamlarak
¢oziilmiistiir. Kiris malzemesi homojen, izotrop ve dogrusal-elastik olarak ele alinmistir.
Sonlu eleman ifadeleri artimsal formda dogrusallastirilmis olarak elde edilmistir. Bu
dogrusallastirma islemi sonucunda eleman teget rijitlik matrisi bulunmugstur. Daha
sonra eleman teget rijitlik matrisleri kullanilarak sistem teget rijitlik matrisi elde
edilmistir. Son olarak ise Newton-Raphson sayisal ¢oziim tekniginin kullanmimi ile
dogrusal olmayan esitlikler sisteminin ¢oziimii gerceklestirilmistir. Bilindigi gibi
kuvvetli dogrusal olmama durumunda yiikiin de birka¢ adimda uygulanmast gerekli
olabilmektedir ve bu ¢alismada da yiik parcalara boliinerek son adimda nihai yiike
ulastimistir. Bu ¢alismada MATLAB programi kullanilarak bir bilgisayar programi
yazilmigtir. Integrasyon hesaplarinda bes noktali Gauss integral kurali kullanilmistir.

Bu ¢alismada, biiyiik yer degistirmelerin ve biiyiik dénmelerin kiris iizerindeki etkisi
detayli olarak arastirilmistir. Kirigin geometrik olarak dogrusal ve dogrusal olmayan
cevaplart arasindaki farklar incelenmistir. Ayrica, elde edilen formiilasyonlarin ve
sayisal sonucglarin dogrulugunu test edebilmek igin, literatiirde yaymlanmig sonuglar ile
karsilastirtimistir.

Anahtar kelimeler: Kirigler, Geometrik dogrusal olmayan analiz, Toplam Langragian
sonlu elemanlar yontemi, Ug boyutlu stirekli ortam modeli.
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Geometrically Non-Linear Behaviour of Beams With Three-
Dimensional Continuum Model

Abstract

In this paper, the geometrically non-linear static analysis of a cantilever beam
subjected to a transversal uniformly distributed load is investigated. For getting more
realistic investigation of nonlinear behavor of beams, three-dimensional continuum
model is used. The material of the beam is assumed as homogeneous, isotropic and
linear-elastic. The problem is solved by using total Lagrangian finite element model of
three dimensional continua for an eight quadratic element. The considered highly non-
linear problem is solved by using incremental displacement-based finite element method
in connection with Newton-Raphson iteration method. In order to use the solution
procedures of Newton- Raphson type, there is need to linearized equilibrium equations,
which can be achieved through the linearization of the principle of virtual work in its
continuum form. As it is known, when the nonlinearity is strong, it is needed to apply the
external load step by step. The necessary computer programs are developed by using
MATLAB program. In the numerical integrations, five-point Gauss integration rule is
used.

In the study, the effect of the large deflections and rotations on the beam is investigated
in detail. The difference between the geometric linear and the geometric nonlinear
cases are studied. Also, in order to establish the accuracy of the present formulation
and results, the obtained results are compared with the published results available in
the literature.

Keywords: Beams, Geometrically Nonlinear Analysis, Total Lagrangian Finite Element
Model, Three Dimensional Solid Continuum.

1. Giris

Son yillarda teknolojideki biiylik degisim ile yliksek hizli ve fakat hafif yapilara olan
ihtiya¢ kiriglerin lineer olmayan teorilerinin kullanimin1 gerekli hale getirmistir.
Ornegin, ticari araglarda kullanilan yaprak yaylarin incelenmesi kiriglerin lineer
olmayan teorileri ¢er¢evesinde olmalidir. Son 50 yilda, 6zellikle uzay miihendisliginde,
robotikte ve cesitli liretimlerde olusan gelismeler ile sayisal olarak ¢oziilebilen lineer
olmayan modellerin kullanilmasi kaginilmaz hale gelmistir. Cilinkii kirislerin biiyiik yer
degistirme problemlerinin eliptik integraller kullanilarak elde edilen kapali ¢ozlimleri
smirhidir [1-7]. Bilgisyar teknolojisinin gelismesine paralel olarak sonlu elemanlar
yontemi ile karmagik miihendislik problemi rahatca ¢oziilebilmektedir. Sonlu elemanlar
yonteminin gelismesi ile kirislerin biiyiikk yer degistirme problemlerinin ¢oziimii,
analitik coziimlere kiyasla daha pratik olmakta ve istenilen sonugla rahatlikla
almabilmektedir. Sonlu elemanlar yontemi ile yapilan ¢éziimlere iliskin bazi ¢alismalar
izleyen paragrafta verilmistir:
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Bathe ve Bolourchi [8] kiriglerin {i¢ boyutlu sonlu elemanlar modeli ile ¢6zlimiini
toplam ve gilincellestirilmis Langragian yaklagimi ile incelemistir. Surana [9] egrisel
kirislerin geometrik dogrusal olmayan sonlu elemanlar formiilasyonlarini iki boyutlu
toplam Langtragian yaklasimi ile ¢ikarmistir. Hsiao vd. [10] Euler kirislerin dogrusal
olmayan dinamik analizini toplam Langragian sonlu elemanlar yontemi ile ele almistir.
Lin ve Hsiao [11] iki dogrutuda simetrik ince cidarl kiriglerin geometrik yonden
dogrusal olmayan analizini toplam Langragian sonlu elemanlar yontemi ile incelemistir.
Chen vd. [12] ince cidarli kirislerin burkulma ve burkulma sonrasi davranislarini toplam
Langragian sonlu elemanlar yontemi ile incelemistir. Akbas [13] konsol bir kirisin
geometrik olarak dogrusal olmayan analizini iki boyutlu toplam Langragian sonlu
elemanlar yontemi ile ¢ozmiistiir. Kocatiirk ve Akbas [14] , Akbas ve Kocatiirk [15,16]
ve Kocatiirk vd. [17] kirislerin geometrik dogrusal olmayan statik analizini iki boyutlu
toplam Langragian sonlu elemanlar yontemi ile ele almigtir. Martin Saravia vd. [18]
kompozit ince cidarh kirislerin biiyiik yer degistirme ve donmelerini sonlu elemanlar
yontemi ile arastirmistir. Akbas ve Kocatirk [19] ve Akbas [20] fonksiyonel
derecelendirilmis kirislerin burkulma sonrasi1 davraniglarini ii¢ boyutlu toplam
Langragian sonlu elemanlar yontemi ile arastirmistir. Akbas [21] kenar catlakli
kirislerin dogrusal olmayan statik davraniglarini incelemistir.

Bu calismada, biiylik yer degistirmelerin ve biiyiik donmelerin kiris iizerindeki etkisi
arastirilmistir.  Kirigin geometrik olarak dogrusal ve dogrusal olmayan cevaplari
arasindaki farklar incelenmistir. Ayrica, li¢ boyutlu siirekli ortam modeli kullanilarak
elde edilen sonuglar, literatiirde yaymlanmis sonuglar ile karsilastirilmistir.

2. Teori ve Formiilasyon

Homojen ve lineer elastik Ozellikli konsol bir kirisin maddesel veya Lagragian
koordinat sistemi (X,Y,Z) ve uzaysal ya da Euler koordinat sistemi (x,y,z) Sekil 1'de
gosterilmistir. Ele alinan konsol kiris sekil 1'de gosterildigi gibi diizgilin yayili izleyici
olmayan (non-follower) yiik etkisindedir.

Sekil 1. Uniform yay1li yiik etkisinde konsol bir kiris.

Ele alinan problemde, kiris ii¢ boyutlu siirekli ortam olarak incellenmistir. Calismada, 8
diigiim noktali elemanin toplam Lagrangian formiilasyonu {izerine temellendirilen ii¢
boyutlu ortamin toplam Lagrangian sonlu eleman modeli kullanildi. Yer degistirmelerin
biiyiikliigii {izerinde herhangi bir kisitlik yoktur. Ug boyutlu toplam Lagrangian sonlu
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elemanlar formiilasyonlarinin tiiretilmesinde, Reddy [22] tarafindan verilen iki boyutlu
toplam Langragian sonlu elemanlar formiilasyonlarinin tiiretilmesindeki yol izlenmistir.
Uc¢ boyutlu siirekli ortam problemi igin toplam Lagrangian formiilasyonlarinin
¢Oziimiinde, bilinen dnceki ¢oziimlerden hareketle kii¢iik adimli artimsal yiik yaklasimi
kullanildi. Bilindigi gibi, tiim yikiin tek adimda etkitilmesi durumda ¢6ziim ancak
lineer olmamanin yumusak olmasi halinde miimkiindiir. Ayrica artimsal islem yolunun
takibi agir1 sayida iterasyon sayisini indirgemede ve fiziksel olarak dogru yolu izlemede
faydalidir. Burada artimsal islem yolu ile birlikte Newton-Raphson ardisik yaklasim
yontemi kullanilmig olup » inci yiikk arttiminda i inci iterasyon ig¢in ¢oziim izleyen
formda elde edilir:

i i\ pi
du,=(Ky) R, ()
Bilindigi gibi ardisik yaklasim ydntemlerinin temel felsefesi, artiklar vektoriinii ¢cok

kiictik bir {,; ile tanimlanan kiyaslama parametresinden kiiciik kilacak ¢oziimii elde
etmektir. Bu ¢aligmada kiyaslama parametresi izleyen sekilde alinmstir:
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Ardisik yaklagimlarin bir serisi
ui¢++11:u;+1+du;+1:un+Au; (3)
verir. Burada
Au) => du, 4)
k=1
8 diigiim noktal1 ii¢ boyutlu sonlu eleman sekil 2'de verilmistir.
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Sekil 2. 8 diigiim noktali {i¢ boyutlu sonlu eleman.
8 diigiim noktal1 sonlu eleman i¢in {i¢ boyutlu siirekli ortamin toplam Lagrangian sonlu

eleman modeli durumunda i inci iterasyonda kullanilacak olan teget rijitlik matrisi K7,
¢6ziim artim vektorii du', ve artik vektorii R',+; izleyen sekilde verilir:
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JF' biiyiikliikler ve i¢inde kullanilan degerler Akbas ve Kocatiirk [19] 'den bulunabilir.

Green-Lagrange genleme tensorii arasindaki iligki izleyen sekilde verilmistir:
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Burada (C; cismin Cj konumundaki indirgenmis biinye tensoriiniin bilesenleridir.
Indirgenmis biinye tensorii matris formda izleyen sekilde yazilir:

E(d-v)
C,,=,C,,=,Cyy=—"—"—"—
oL 0%“22 033 (I+v)(1-2v) (7)
0C12:0C13:0C23:L
1+ v)(1-2v)
E

0Ce6 = 0Css = ¢Cyy = m

Burada indirgenmis biinye tensoriiniin bilesenleri Young modiilii £, ve Poisson oran1t v

cinsinden izleyen sekilde yazilmistir. Green-Lagrange genleme tensorii iki boyutlu kati
stirekli ortam durumunda yer degistirmeler cinsinden izleyen sekilde ifade edilir:
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Sonlu elemanin yer degistirme alanlar1 diigim yer degistirmeleri cinsinden izleyen
sekilde ifade edilebilir:

“:(wl U, _|_1b2.u2 +1b3'u3 +¢4'”4 +w5 "Us +w5'”6 +1b7'”7 +wxus) (93')
V:(wl'vl +¢2'v2 +1J)3-V3 +1b4'v4+1b5'v5 +w6.v(7 +1])7-V7 +ws'vx) (9b)
w= (W by Wy W by v by b g ) (9¢)

Burada, u;, v;, w; sirasiyla, x,y ve z dogrultularindaki yer degistirmelerdir. ; ise sekil
fonksiyonlar1 olup, 8 diigiim noktali {i¢ boyutlu sonlu eleman i¢in izleyen sekilde
verilmigtir.
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Rijitlik matrisinde goriilen integralin sayisal hesaplamalar1 bes noktali Gauss kural
kullanilarak gerceklestirilmistir.

3. Sayisal Sonuc¢lar

Bilinen birlestirme iglemlerinin kullanimiyla esitlik (1) de verilen teget rijitlik matrisi, 8
diiglim noktali {i¢ boyutlu sonlu eleman i¢in toplam Lagrangian formiilasyonu {izerine
temellendirilen ii¢ boyutlu siirekli ortamin toplam Lagrangian sonlu eleman modeline
iliskin eleman rijitlik matrislerinin kullanimiyla elde edilir. Problemin sayisal olarak
coziilmesinde MATLAB'de bir program yazilmistir. Sayisal hesaplarda, kiris uzunlugu
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L=3m, genisligi b=0.1m ve yiiksekligi #=0.1m alinmistir. Kirig malzemesi olarak diisiik
karbonlu celik secilmistir (E=70 GPa ve v=o02875). Kirisin sonlu eleman sayisi, X
dogrutusunda m,=200, Y dogrutusunda m,=10 ve Z dogrutusunda m.=10 olarak
alinmustir.

Elde edilen formiilasyonlarin ve Matlab program dilinde yazilan bilgisayar programinin
dogrulugunu test etmek i¢in, daha Onceden yayinlanmis, literatiirde mevcut olan
caligmalarin sonuglariyla karsilagtirmalar yapilmistir. Bu amagla, Fertis [23] tarafindan
sunulan, homojen ve izotrop bir konsol kirisin, yayili ylik altinda geometrik olarak
dogrusal olmayan diisey yer degistirmelerin ¢oziimii Tablo 1'da karsilagtirilmistir.
(L=25,4 m, EI=516566,63 N-m?)

q En biiylik Diisey Yerdegistirmeler (m)
(N/m) Sunulan Fertis [23]
175.13 13,463 13,450

262.695 16,603 16,562
350.26 18,447 18,423
437.825 19,621 19,608
525.39 20,424 20,410

Tablo 1. Karsilagtirma Calismasi-Konsol bir kirigin yayili yiik altinda en biiyiik diisey
yer degistirmeleri.

Tablo 1'de goriildiigii gibi, elde edilen sonuglar, Fertis [23] tarafindan elde edilen
sonuclara ¢ok yakin degerlerde ¢ikmustir.

Sekil 3'de Konsol kirigin serbest ugundaki yer degistirmelerin yiik ile arasindaki egri
geometrik dogrusal ve dogrusal olmayan durumlar i¢in verilmigtir

(m)4
Geometrik Dogrusal
S| | I Geometrik Dogrusal Olmayan
Vinax.

2 3

1 gt -~
G 'l 'l 'l

0 0.5 1 1.5 2

6
q (N/m’) x10

Sekil 3. Geometrik dogrusal ve geometrik dogrusal olmayan durumlar i¢in yiik- diisey
yer degistirme egrisi.

Sekil 3'de goriilmektedir ki, yiik artik¢a, dogrusal ve dogrusal olmayan c¢oziimler
arasindaki fark artmaktadir. Geometrik dogrusal durumda, dis yiiklerin kuvvet kolu dis
yiikiin siddeti ile degismez ve bu ylizden yer degistirmeler dis yiiklere dogrusal olarak
baglidir. Halbuki, dogrusal olmayan durumda, dis yiiklerin kuvvet kolu ile dis yiikiin
siddeti degisir ve dis yiikiin siddeti artarken dis yiiklerin kuvvet kolu azalir. Yiikiin
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artmasi durumda, kirigin konumu dikey bir konuma dogru giderek, yer degistirmelerde
onemli bir artisa sebep olmaz. Bu durum, Sekil 4 ve 5'de gosterilen, degisik yiikleme
degerleri altindaki konsol kirisin dogrusal ve dogrusal olmayan yer degistirmis
konumlarinda agikga goriilebilir.

Sekil. 4 Degisik yiikleme degerleri altindaki konsol kirisin dogrusal yer degistirmis
konumlari, a) g=1000000 N/m?, b) g=1500000 N/m* ve c¢) g=2000000 N/m”.

4. Sonuclar

Bu calismada, diizgiin yayil izleyici olmayan yiik etkisindeki, homojen ve dogrusal-
elastik malzemeden yapilmis bir konsol kirisin dogrusal olmayan statik davranisi
incelenmistir. Calismada 8 diigiim noktali {i¢ boyutlu sonlu eleman i¢in {i¢ boyutlu
stirekli ortamin toplam Lagrangian sonlu eleman modelinin kullanimiyla kirigin sonlu
eleman modeli olusturulmustur. Go6z Oniine alman yiliksek mertebeden dogrusal
olmayan problem Newton- Raphson iterasyon metodu ile birlikte artimsal yer
degistirme tabanli sonlu eleman yoOntemiyle ¢Ozlilmiistir. Yer degistirmelerin
biiylikliigii tizerinde herhangi bir kisitlik yoktur. Geometrik lineer olmamanin yer
degistirmeler tizerindeki etkiler arastirilmistir.

Sayisal sonuglar1 gostermektir ki, yer degistirmelerin artimiyla, geometrik dogrusal

olmama durumunun kirisin statik cevaplar {izerinde ¢ok onemli etkisi vardir. Ayrica,
yukiin artimina kosut olarak geometrik dogrusal olan ve geometrik dogrusal olmayan
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¢Ozlimler arasindaki fark cok onemli hale gelmektedir. Yap1 elemanlarinin mekanik
davraniglarinin incelenmesi ve bu elemanlarin tasariminda daha gergek¢i sonuglar
alinabilmesi i¢in {i¢ boyutlu siirekli ortam modelinin géz oniine alinmas1 gerekmektedir.

Z [2=1000000 N/m?
05T\ CEEEEEEE

== e

e e e
B e

2" |q= 1500000 Mmz|

0.5 h:_] == = :l?-'l_ﬁ]_

S e sy e
S S i s e e i i e B e
) = _..._.L_'ll_:'j'f

Sekil 5. Degisik yiikleme degerleri altindaki konsol kirisin dogrusal olmayan yer

degistirmis konumlari, a) g=1000000 N/m?, b) ¢=1500000 N/m” ve c) g=2000000 N/m>.
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