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Ludwick Tipi Dogrusal Olmayan Malzemeden
Yapilmis Bir Konsol Kiristeki Dogrusal Kabullerin
Yer Degistirmeler Uzerindeki Etkisinin Incelenmesi
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Ozet

Bu ¢alismada Ludwick tipi malzemeden yapilmig bir konsol kiriste, serbest ugtan
etkiyen moment etkisiyle meydana gelen biiyiik yer degistirmelerin hesabinda dogrusal
kabullerin etkisi incelenmistir. Malzeme ve geometrik dogrusallagstirmanin etkileri tablo
ve sekillerle a¢iklanmis, geometrik dogrusallastirmanin, malzemeyi dogrusal kabul
etme durumuna gore yer degistirmeler tizerindeki saptirma etkisinin daha diisiik oldugu
gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Biiyiik yer degistirmeler, dogrusal olmayan malzeme, geometrik
dogrusal olmama.

Determining the effect of linearization over the large deflections
on cantilever beams made of nonlinear Ludwick type material

Abstract

In this study, Linearization effect is investigated for cantilever beams made of Ludwick
type material subjected to a moment at the free end. Material and geometrical
linearization effects are explained by using tables and figures. It is seen the geometrical
linearization effect is lower than the material linearization effect, over the deflections.

Keywords: Large deflections, geometrical non-linearity, material non-linearity.

1. Giris

Tasiyic1 sistemlerde farkli yiliklemeler altinda olusan biiylik yer degistirmeler ile ilgili
uzunca zamandir yapilmis ¢ok sayida calisma bulunmaktadir. Onemine binaen bu
alandaki calismalar giiniimiizde de slirmektedir. Degisik miihendislik alanlarinda
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karsilagilan bir¢ok durumda, yapilan dogrusallastirmalar ile elde edilen sonuglar yeteri
derecede yaklagik olabilmektedir. Oysaki elastik egri i¢in iyi bilinen egrilik ifadesi
dogrusal olmadig1 gibi gercek malzeme de dogrusal gerilme-sekil degistirme iliskisine
sahip degildir. Bu gercek goz Oniine alindiginda yer degistirmeler, genellikle analitik
yontemlerle belirlenemez, daha ziyade yaklasik ve sayisal yontemler kullanmak gerekir.
Uniform ve iiniform olmayan, tekil ve yayil yiiklii dogrusal elastik konsol kiriglerdeki
bliyiik yer degistirmeler, bir¢ok ¢alismada incelenmistir [1-8]. Prathap ve Varadan [9],
Serbest ucundan tekil kuvvet etkiyen, Ramberg-Osgood tipi lineer olmayan
malzemeden yapilmis konsol kirislerdeki biiyiik yer degistirmeleri incelemislerdir. Ayni
problem, serbest ucundan moment etkiyen konsol kirisler i¢in Varadan ve Joseph [10]
tarafindan ¢ozllmistiir. Serbest ucundan tekil kuvvet etkiyen Ludwick tipi lineer
olmayan konsol kiriglerdeki biiylik yer degistirmeler, Lewis ve Monasa [11] tarafindan
incelenmistir. Ayni1 yazarlar [12], aynit problemi serbest ucundan moment etkiyen
konsol kirigler icin de ¢dziimlemislerdir. Lo ve Gupta [13], egilme problemlerinde;
elastik limitin 6tesinde, malzeme gerilme — sekil degistirme iliskisini logaritmik alarak,
dikdortgen kesitli kirislerdeki biiylik yer degistirmeleri incelemistir. Lee[14], tiniform
yayili yiiklii ve serbest ucundan tekil kuvvet etkiyen, Ludwick tipi lineer olmayan
malzemeden olusan, konsol kirislerdeki biiyiik yer degistirmeleri hesaplamistir. Yakin
zamanlarda ise Giiven, Baykara ve Bayer [15], serbest u¢ noktasindan moment etkiyen
Ludwick tipi, dogrusal olmayan, ¢ift modiillii (¢cekme ve basingtaki gerilme-sekil
degistirme iligkisi farkli olan) malzemeden yapilmis konsol kirislerin, u¢ noktasindaki
biiylik yer degistirmeleri, kapali formda ifade ederek, sayisal sonuglari, malzeme
sabitlerinin degisimine gore tablolastirarak vermislerdir. Banerjee ve arkadaslar [16],
Shooting Yontemi ve Adomian ayrigtirma yontemlerini kullanarak rastgele yilikleme
kosullart altindaki bir konsol kiristeki biliylik yer degistirmeleri hesaplamislardir.
Solano-Carrillo [17], Ludwick tipi malzemeden yapilmis, serbest ucundan tekil yiiklii
ve boyunca diizgiin yayili yiikli konsol kirislerdeki biiylik yer degistirmeleri kendi
gelistirdigi ve adin1 verdigi bir formiille hesaplamistir. Chen [18], kompleks yiik ve
degisken kiris Ozellikleri icin konsol kirislerdeki biiyiik yer degistirmeleri moment
integral islemi kullanarak yeni bir integral yaklagimi ile incelemistir. Vaz ve Caire [19]
zamana bagli degisken, serbest ucundan tekil yiiklii, lineer viskoelastik malzemeden
yapilmis, uzamaz narin kirislerdeki biiyiik yer degistirmeleri quasi-statik ve harcanan-
depolanan enerjilerden yaralanarak incelemislerdir. Mutyalarao ve arkadaslar1 [20], kiris
eksenine gbre egimi sabit kalan bir u¢ ylikleme kosulu icin konsol kirislerdeki biiyiik
yer degistirmeleri arastirmiglardir. Humer ve Irschik [21], bir ucu ankastre diger ucu
kayic1 ankastre mesnetli narin kirislerdeki diizgiin yayili yiikiin yer degistirmeler
tizerindeki etkisini Reissner geometrik yaklagimlarin1 ve St. Venant-Kirchhoff
malzemesini kullanarak hesaplamislardir. Batista [22], Serbest ucta izleyen bir kuvvet
etkisindeki konsol kirigin Reissner kayma-sekil degistirme esitlikleri yardimiyla biiyiik
yer degistirmelerini incelemistir.

2. Serbest ucundan moment etkiyen dikdortgen kesitli Ludwick tipi dogrusal
olmayan malzemeden yapilmis konsol Kirislerdeki biiyiik yer degistirmeler

Dogrusal olmayan malzemeden yapilmis kirisler i¢in deneysel gerilme-sekil degistirme
egrisi, (1) denklemindeki Ludwick bagntisi ile ifade edilebilmektedir, [12].

1

o =Ben (1)
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Burada o gerilme, € birim sekil degistirme, B ve n ise malzeme 6zelliklerine baglh
sabitlerdir.

G (dogrusal olmayan malzeme)
A n<l n=1 (dogrusal malzeme)

n>1 (dogrusal olmayan malzeme)

»
|

€
Sekil 1. Ludwick tipi malzeme i¢in gerilme-birim sekil degistirme iligkisi, [12]

Sekil 1’de Ludwick tipi malzeme i¢in malzeme sabiti n’nin degisimine bagli olarak
gerilme — birim sekil degistirme egrileri verilmistir.
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Sekil 2. Serbest u¢ noktasindan moment etkiyen konsol kiris.

Serbest u¢ noktasindan moment etkiyen konsol kirisin, moment etkisinden 6nceki ve
sonraki durumu Sekil 2’de gosterilmektedir. Burada M momenti, L kirisin ilk boyunu, S
yay uzunlugunu, y egim agisini , A yatay yer degistirmeyi , O, diisey yer degistirmeyi
gostermektedir. Kirislerdeki biiyiik yer degistirmeler bulunurken, dogrusallagtirma
yapilmaksizin gercek egrilik denklemi kullanilmalidir, [11].

d_\v K= y”(X) 5 (2)
(1+(y'(x))*)?

(2) denkleminde «, egrilik ifadesi verilmistir.

Dikdortgen kesitli, Ludwick tipi malzemeden meydana gelen kiris kesitinde egrilik
bagintisi
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3)

seklinde alinir, [12]. Burada K, , malzemenin ve kesitin geometrik ve fiziksel
ozelliklerine bagl bir bliyiikliiktiir, [12].

B Bnh2n+1bnnn

" T2 (1 2ny @

(2) ifadesinin her iki tarafi integre edildiginde;

IKdX +C, = % (5)
(1+(y'(x)*)?

Yukaridaki esitlik islem pratikligi agisindan asagidaki gibi alinmstir, [8].

[rdx+C, =G (6)

Buradan,

Y =—39 7

(1-(G)*)?
olarak bulunur.

(3) ve (6) denklemleri kullanilarak;

[rdx+C, = ye) M ¢ (8)

2 3 Kn
I+ (' (x)7)?

ifadesi yazilir. (8) denkleminde Sekil 2’den goriilebilecek olan sinir sartlari
kullanildiginda x = 0°da y'(x) sifir olacaktir. Buradan integral sabiti C,’in de sifir
oldugu goriilmektedir. O halde (6) denklemi asagidaki gibi yazilir:

K

n

G X ©)

Yay uzunlugu asagidaki gibidir, [12].

[ Jar e =L (10)

(7), (9) esitlikleri ile (10) yay uzunlugu esitligi kullanilirsa ;
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[ \/(1+<L1)2> -L (11)
(1-(G)*)?

seklinde yazilan (11) denklemi Simpson yontemi yardimiyla integre edilir, elde edilen
esitlikte Newton yontemi ile kok bulma islemi uygulanarak A yatay yer degistirme
degerleri bulunur. Daha sonra diisey yer degistirmeleri hesaplayabilmek i¢in, konsol
kirigin baglangi¢ noktasindaki x = 0’da y(x) sifir olmalidir, seklinde yazilabilen sinir

sart1 kullanilip, Runge-Kutta yontemi yardimiyla y(x) enterpolasyon fonksiyonu elde
edilmektedir.

G =66.1"*"” (12)

L, kirig uzunlugu 50.8 cm, b, dikdortgen kesitin genisligi 2.54 cm, h, dikdortgen kesitin
yiiksekligi 0.635 cm olmak iizere gerilme-birim sekil degistirme bagintis1 (12)’deki
gibi verilen N.P.8 aliiminyum alagimdan yapilmis, [12] bir konsol kiristeki yer
degistirmeler, Tablo 1’de verilmektedir.

(12)’deki denklemde o, gerilme birimi ksi olarak alinmaktadir. Tablo 1’1 olustururken

B’nin 66.1 ksi olan biiyiikliigiiniin yerine, birim déniisiimii yaparak 0.455 10° N/cm®
(0.455 GPa) alinmustir.

3. Dogrusal elastik malzemeden yapilmis konsol kirislerdeki biiyiik yer
degistirmelerin bulunmasi

Bu boliimde, yukarida verilen geometrik kesit 6zelliklerine sahip aliiminyum

alasimindan olusan Sekil 2’deki gibi bir konsol kiristeki yer degistirmeler geometrik

dogrusal olmama durumuna gore incelenmistir. Burada daha 6nce malzeme

ozelliklerine bagli olarak bahsedilen B degeri i¢in artik dogrusal elastik malzeme

kullanildigindan, elastiklik modiilii E’ye esittir denilebilir.

Dogrusal malzeme i¢in n=1 olacagindan (1) esitliginden asagidaki ifade yazilir:

c=Ee (13)

Dogrusal elastik malzeme i¢in (2) ve (3) denklemlerinden;

K= L)s = KM (14)
(I+Hy'x)H)?

Kn=éEbh3 = EI (15)

(14)’deki esitligin her iki tarafi integre edildiginde;
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Y™ M oe =g (16)

I kdx+C, = <
(')

ifadesi yazilir. (16) denkleminden x = 0’da y'(0) = 0 olacagindan C, integrasyon sabiti
de sifir olacaktir. G asagidaki gibi olur:

M=G (17)

n

Sirastyla yay uzunlugu i¢in Simpson yontemi, A yatay yer degistirme degerleri i¢in
Newton kok bulma yontemi, Daha sonra diisey yer degistirmeleri bulabilmek i¢in
Runge-Kutta yontemi kullanilir.

Ustteki boliimdeki boyutlara sahip olmak iizere gerilme-birim sekil degistirme bagintisi
(13)’deki gibi verilen aliiminyum alasimdan yapilmis bir konsol kiristeki yer
degistirmeler, Tablo 1’de verilmektedir. E, Elastiklik modiiliiniin degeri bir
alliminyum alagim i¢in ortalama 70 x 10° N/em? (70 GPa) olarak alimustir.

4. Ludwick tipi, geometrik lineer konsol kirislerdeki biiyiik yer degistirmelerin
bulunmasi

Bir 6nceki boliimde, malzemenin dogrusal oldugu ve geometrik dogrusal olmama
halinin bulundugu durum incelendi. Simdi ise malzemenin dogrusal olmadigi ve
geometrik dogrusalligin kabul edildigi durum incelenip, Sekil 2’deki gibi bir konsol
kiristeki yer degistirmeler hesaplanacaktir.

Malzeme dogrusal olmadigindan gerilme-sekil degistirme iliskisi i¢in (1) esitligindeki
Ludwick bagintis1 kullanilir.
Geometrik dogrusallastirma yapildiginda egrilik;

n

K=y'(x)= K (18)
olarak yazilir. K, , (4) esitligindeki gibi alinir.

(18) denkleminin her iki tarafi integre edildiginde ;

y'(x) = Ide+C1 = I\Ié[“ x+C, (19)

n

ifadesi yazilir. Sekil 2°den de goriilecegi gibi sinir sartlarindan x = 0’da y'(0) = 0 olarak
alabileceginden, C, integrasyon sabiti de sifir olacaktir. Buna gore;

n

y(x) = <~ (20)

n

olarak yazilir.
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(20) esitligi yerine yazilarak, (10) denkleminde verilen yay uzunlugu integre
edildiginde;

M" (-L+A)

M™(M" /K, +M?> (L-A)* (L-A)-K, > ArcSinh] ]

S 21)

2K

ifadesi elde edilir. Farklt moment degerleri i¢in (4) esitliginde verilen K,, ifadesi de

yerine yazilmak suretiyle (21) esitliginden, Newton yontemi yardimiyla kok bulma
islemi uygulanarak A, yatay yer degistirme degerleri bulunur.

(18) esitliginde verilen denklem iki kere integre edildiginde , (13) ,( 14) esitliklerinde
verilen ve Sekil 2’den de goriilebilen sinir sartlar1 yerine yazildiginda, y(x) ifadesi
asagidaki gibi olur:

M"x?
2K

n

y(x) = (22)

Daha 6nceki boliimlerde belirtilen kesit geometrisine sahip, gerilme-birim sekil
degistirme bagintis1 (12)’deki gibi verilen N.P.§ aliiminyum alasimdan yapilmis bir
konsol kirigteki yer degistirmeler, tablo 1°de verilmektedir.

(22) esitliginde x = L — A yazildiginda Sekil 2’deki kiriste, farkli moment degerleri i¢in
hesaplanan, serbest u¢ noktadaki diisey yer degistirmelerin biiytikliikleri, tablo 1°de
gosterilmektedir.

5. Dogrusal elastik konsol kirislerdeki yer degistirmelerin bulunmasi

Bu boliimde, malzeme ve geometrik olarak dogrusal bir kiristeki yer degistirmeler
hesaplanmistir. Dogrusal elastik kiriste asagidaki esitlikler yazilabilir:

oc=Eg (23)

M M
K=y'(X)=—=— 24
y'(x) K EI (24)
Yukarida E, Elastiklik modiilii EI ise egilme rijitligidir. (24) esitliginden de goriilecegi
gibi dogrusal elastik malzemede K,, ifadesi EI’ya esittir. El, ise (15)’de verilen esitlik
yardimziyla bulunur. (24) esitliginin her iki tarafi integre edildiginde;

Y =%+ C, (25)

n

ifadesi elde edilir. x = 0’da Sekil 2°den de goriilecegi gibi y'(0)=0 sinir sartindan C;= 0
olacaktir.
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(26)

(26) esitligi yerine yazilarak, (10) denkleminde verilen yay uzunlugu, integre
edildiginde ;

(MK, +M?(L-A)* (L-A) + K, > ArcSinh]

M (L),

n =L

2K M

27)

ifadesi elde edilir. Farklt moment degerleri i¢in (27) esitliginden, Newton yontemi
yardimiyla kok bulma islemi uygulanarak A, yatay yer degistirme degerleri bulunur.

Tablo 1. Serbest u¢ noktasindan moment etkiyen bir konsol kiriste dogrusal olmama
halinin yer degistirmeler tizerindeki etkisi, [23].

Moment
(N.cm)

Referans Sonuc,
[12] (Ludwick
tipi lineer
olmayan
malzeme+
geometrik lineer

Runge-Kutta
yontemiyle
hesaplanan

(Ludwick tipi

lineer olmayan
malzeme+
geometrik lineer

(Ludwick tipi
lineer olmayan
malzeme+
geometrik lineer)

(Lineer
malzeme+
geometrik lineer
olmama hali)

(Lineer
malzeme+
geometrik lineer)

olmama hali) olmama hali)

3 (8) oy

(cm) (cm)
0,7325 | 7,4655
0,8764 | 8,1649

1,0306 | 8.8522
1,1941 | 9,527

1,3663 | 10,1888
1,5463 | 10,8372
1,7336 | 11,4719
1,9272 | 12,0929
2,0262 | 12,3982

3 (8) o,

(cm) | (cm)
0,0843 | 2,5321
0,2096 | 3,9901

04811 | 6,0345
1,0315 | 8,8024
2,0833 | 12,417
3,0848 | 16,94
7239 | 22,281
12,484 | 28,05
16,058 | 30,838

3 (8) o,

(cm) (cm)
0,0843 | 2,5333
0,2097 | 3,9921

0,4815 | 6,0372
1,0323 | 8,806
2,0848 | 12,4216
3,988 | 16,9452
72466 | 22,2841
12,5515 | 27,8681
16,2862 | 29,3005

NGY) o,

(cm) (cm)
0,0838 | 2,527
0,2067 | 3,9678

0,4658 | 5,9553

0,964 | 8,5621

1,8301 | 11,7856
3,1783 | 15,5048
5,0485 | 19,4884
73755 | 23,4645
8,6671 | 25,3759

3 () 3,

(cm) (cm)
0,7716 | 7,6271
0,9327 | 8,3763

1,1089 | 9,1218
12999 | 9,863

1,5057 | 10,5998
1,7262 | 11,3318
1,9613 | 12,0586
2,2108 | 12,7799
2,3409 | 13,1384

2259,7
2485,67

2711,64
29376
3163,57
3389,54
3615,51
3841,48
3954,47

(24) esitliginde verilen denklem iki kere integre edildiginde, (13), (14) esitliklerinde
verilen ve Sekil 2’den de goriilebilen sinir sartlar1 yerine yazildiginda y(x) ifadesi
asagidaki gibi olur:

M x?
2K

n

(28)

y(x) =

Onceki boliimlerdeki boyutlara sahip gerilme-birim sekil degistirme bagintisi (23)’deki
gibi verilen alliminyum alagimdan yapilmis bir konsol kiristeki yer degistirmeler, tablo
1’de verilmektedir. Farkli moment degerleri icin serbest u¢ noktadaki diisey yer
degistirmelerin biiyiikliikleri, tablo 1°de gosterilmektedir.
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Bu calismada incelenen problem ig¢in dogrusallastirmanin yer degistirmeler {izerindeki
etkisinin yorumlanmasi adina agagidaki Tablo 2 ve Sekil 3 yararli olacaktir.

Tablo 2. Serbest u¢ noktasindan moment etkiyen bir konsol kiriste farkli dogrusallik
kabullerine gore biiyiik diisey yer degistirmelerin Referans sonuca gore degisimi.

Referans
Sonug, [12] Runge-Kutta
(Ludwick yontemiyle
tipi lineer hesaplanan (Ludwick tipi .
olmayan (Ludwick tipi lineer olmayan (Lineer n.lalz.eme+ (Lineer malzeme+
N geometrik lineer Lo
malzeme+ lineer olmayan malzeme+ . geometrik lineer)
. o e olmama hali)
Moment | geometrik malzeme+ geometrik lineer)
(N.cm) lineer geometrik linf}er
olmama olmama hali)
hali)
Referansa Referansa Referansa Referansa
5 gore 5 gore 5 gore 5 gore
ov(cm) M Degisim M Degisim M Degisim M Degisim
e ey [ eny [ e | M
2259,7 2,5321 2,5333 | 0,0474 2,527 | -0,2014 | 7,6271 | 201,2164 | 7,4655 | 194,8343
2485,67 3,9901 3,9921 1 0,0501 |]3,9678 | -0,5589 | 8,3763 | 109,9271 | 8,1649 | 104,6290
2711,64 6,0345 6,0372 | 0,0447 |59553 | -1,3125 [9,1218 | 51,1608 | 8,8522 | 46,6932
2937,6 8,8024 8,806 0,0409 | 8,5621 | -2,7299 | 9,863 12,0490 | 9,527 8,2318
3163,57 12,417 12,4221 0,0370 | 11,786 | -5,0850 10,6 | -14,6348 | 10,189 | -17,9448
3389,54 16,94 16,945 0,0307 | 15,505 | -8,4723 | 11,332 ] -33,1063 | 10,837 | -36,0260
3615,51 22,281 22,284 | 0,0139 | 19,488 | -12,5335 | 12,059 | -45,8794 | 11,472 | -48,5126
3841,48 28,05 27,868 | -0,6485 | 23,465 | -16,3476 | 12,78 | -54,4389 | 12,093 | -56,8881
3954,47 30,838 29,301 | -4,9857 |25,376 | -17,7122 | 13,138 | -57,3954 | 12,398 | -59,7957
35 +
¢ # Referans Deger
30 7 .
O
g 25 - M Runge Kutta Yontemi
o
g 20 N
;;"; Nonlineer
2 | malzeme+geometrik
E 15 1 lineer
% i
o n w X % < Lineer
510 - N X 7 malzeme+geometrik
N
e w b 4 X ﬁ nonlineer
My
n Lineer
5 -
Al
Al
0 T T T T 1
2000 2500 3000 3500 4000 4500

Moment (N.cm)

Sekil 3. Serbest u¢ noktasindan moment etkiyen bir konsol kiriste dogrusal olmama
halinin yer degistirmeler {izerindeki etkisinin grafik olarak gdsterimi

23




EREN .

Tablo 2 ve Sekil 3’ten de goriilecegi gibi diisey yer degistirme agisindan kapali ¢6ziim
ile elde edilen Referans sonuglar, [12] ile Runge-Kutta yontemiyle bulunan degerler ¢ok
yakindir ve sapma % 1’in altindadir. Yalnizca en yiiksek moment degerinde sapma %
5’e yakindir ki moment arttiginda sapmanin artacagi goziikkmektedir. Dogrusal olmayan
malzeme ve geometrik dogrusal olma hali i¢inse degerlerdeki sapma biiyiik moment
degerlerinde % 17’lere kadar ¢ikmakta kii¢iik moment degerlerinde ise tolere
edilebilecek %]1’in altinda sapma degerlerinde kalmaktadir. Malzeme dogrusal kabul
edildiginde diisey yer degistirmeler acisindan sapma % 200’lere kadar ¢ikmaktadir.
Buradan da goriilecegi gibi geometrik dogrusallastirmanin yer degistirmeler lizerindeki
etkisi, malzemenin dogrusal kabuliiniin yer degistirmeler tizerindeki etkisi kadar biiyiik
degildir.
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