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Özet: Bu çalışmada yarı manyetik yarı iletken malzemeden konik bir yüzey 
üzerindeki iki boyutlu elektron gazının Landau seviyeleri ve sıfır derecedeki 
kuantum Hall iletkenliği hesaplanmıştır. Kuantum Hall iletkenliğinin manyetik 
alana bağlı değişimi merdiven karakterlidir ve bu adımın uzunluğu manyetik alana 
göre değişir. Adımın yüksekliği ise e2

h
 kadardır. Çalışmada, koninin tepe 

noktasındaki özel durumdan dolayı kuantum Hall iletkenliği iki farklı yaklaşımla 
incelenmiştir. İlk yaklaşımda gerçek koni yapısı ele alınmış ve etkin skaler 
potansiyel, yüzeyin Gauss eğriliği ile orantılı olarak hesaplanmıştır. Diğer 
yaklaşımda ise matematiksel koni yapısı ele alınmış ve etkin potansiyel, hem 
yüzeyin Gauss eğriliği hem de tekil eğriliği ile orantılı olarak hesaplanmıştır. 
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Abstract: In this work we obtain the Landau levels and the Hall conductivity at 
zero temperature of a two dimensional electron gas on a conical surface. 
Differences of quantum Hall conductivity by magnetic surface is ladder 
characteristic and step length change according to magnetic field strength. This 
step height is e

2

h
. In this work we obtain the quantum Hall conductivity with two 

different approaches because of specific condition on the top of cone. First 
approach takes a real cone and effective scalar potential is calculated 
proportionally to the Gaussian curvature of the surface. The other approach takes 
a mathematical cone and effective potential is calculated proportionally to both the 
Gaussian curvature and singular curvature of the surface. 

  
 
1. Giriş 
 
Düzlemsel olmayan yapılar düzlemsel yapılara göre 
bazı değişiklikler içerir. Bu nedenle düzlemsel 
yapılardan farklı olarak incelenmesi gerekir. 
Düzlemsel olmayan yapılardaki iki boyutlu elektron 
gazlarının hareketleri çok kapsamlı bir araştırma 
konusudur ve [1]’de ele alınmıştır. [2]‘de manyetik 
alana sahip iki boyutlu elektron gazları incelenmiştir 
ve bunun için silindirik yüzeyler kullanılmıştır. 
Kuantum Hall iletkenliği ve Landau seviyeleri negatif 
eğriliğe sahip yüzeylerde teorik olarak hesaplanmıştır 
[3]. Manyetik alana sahip konik yüzeylerdeki kuantum 
Hall iletkenliği [4]’te hesaplanmıştır. İki boyutlu 
elektron gazlarındaki manyetik hareketler [5]’te 
araştırılmıştır. Konik yüzeylerdeki kuantum mekaniği 
integral metotları ile [6]’da ele alınmıştır. [7]’de konik 
şekle sahip grafenlerin Landau seviyeleri 
hesaplanmıştır. Konik yüzeylerin belirli sıcaklıklardaki 

etkileşimi [8]’de incelenmiştir.  
 
Bu çalışmada yarı manyetik yarı iletken malzemeden 
konik bir yüzeyin Landau seviyeleri ve kuantum Hall 
iletkenliği hesaplanmıştır. Koninin temel problemi 
olan, tepe noktasındaki eğriliğin Landau seviyeleri ve 
kuantum Hall iletkenliğine etkisi incelenmiştir. 
Koninin tepe noktasında oluşan bu özel durum [9]’da 
ele alınmış, konik yüzeyin tepe noktasındaki kuantum 
hareketi teorik olarak belirlenmiştir. 
 
2. Materyal ve Metot 
 
Koninin tepe noktası matematiksel olarak 
incelendiğinde dalga fonksiyonu ile koninin tekil 
skaler eğriliğinin birleştiği görülür. Fakat gerçek 
konilerde tepe noktasında bir yumuşama meydana 
gelir ve tekillik tepe noktasında bulunmaz. Bu yüzden 
bu çalışmada iki farklı durum ayrı ayrı incelenmiştir. 
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Birinci durumda konik yüzeyin tekil eğriliğinin 
olmadığı durum, ikinci durumda ise tekil eğriliğinin 
olduğu durum araştırılmıştır. Araştırmada koni 
yüzeyinin yapıldığı malzeme yarı manyetik yarı iletken 
olarak belirlenmiştir. 
 
Bu çalışma 4 kısımdan oluşmaktadır. 2. kısımda gerçek 
ve matematiksel koni yapıları için Landau seviyeleri 
bulunacak ve koninin tepe noktasının Landau 
seviyelerine etkisi incelenecektir. 3. kısımda her iki 
durum için Hall iletkenliği hesaplanacaktır. 4. kısımda 
ise çalışmada elde edilen sonuçlar tartışılacaktır. 
 
3. Bulgular 
 
3.1. Yarı manyetik yarı iletken malzemeden koni 
yüzeyinde Landau seviyeleri 
 
Klasik bir konideki Schrodinger denklemi [10]’da 
hesaplanmıştır. Koni yarı manyetik yarı iletken 
malzemeden olduğu için 3Aσz ifadesi denkleme 
eklenirse Schrodinger denklemi aşağıdaki gibi elde 
edilir. 
 

�H� + VS +
1
2

gµBHσz + 3Aσz�ψ(l,φ) = εψ(l,φ) (1) 

 
Denklem düzenlenirse aşağıdaki hali alır: 
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Koni yüzeyinin ortalama eğriliği ve Gauss eğriliği 
[11]’de verilen formüller ile hesaplanırsa: 
 

M = 1
2
eG−2fE+gE
EG−F2

  (3) 

 
K = 1

2
eg−f2

EG−F2
  (4) 

 
Ortalama eğrilik M = cosα

2 sin αl
  ve Gauss eğriliği K = 0 

olarak bulunur. Koninin tepe noktasındaki özel 
durumdan dolayı dalga fonksiyonu iki farklı şekilde 
hesaplanacaktır. İlk durum gerçek koni yapısıdır. 
Gerçek konide koninin tepe noktasında bir yumuşama 
meydana gelir. Bundan dolayı gerçek konilerin tepe 
noktasında tekillik olmaz. Sadece Gauss eğriliği vardır. 
Tekillik olmadığı için tekil eğriliğin etkisi ihmal edilir 
[10]. 
 
Genel dalga fonksiyonu Ψ(l,φ) = Ψ(l)eijφ, 
j = 0, ±1, ±2 olarak alınırsa aşağıdaki dalga 
fonksiyonu elde edilir. 
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Ψ(l) = ΣΨ(l)  (5) 

 
µ2 = j2 − 1−sin2α

4
  (6) 

 
ω = (ωc/2) sin α   (7) 

 
ωc = eBz

m
  (8) 

 
ve 
 

Σ = ε + jħω − 1
2

gµBHσz − 3Aσz  (9) 
 
Buradaki (5) diferansiyel denklemi konik yüzeydeki 
iki boyutlu kuantum salıncaktır.  Bu problem [12] de 
çift koni için incelenmiştir. Çift konide −∞ ≤ l ≤ ∞ 
olan uzunluk tekil konide 0 ≤ l ≤ ∞ şeklindedir. Bu 
nedenle gerçek koni için kuantum salıncak c 
normalleştirme sabiti olmak üzere aşağıdaki gibidir. 
 

Ψ(l) = C|l|Bexp �−mω2l2

2
�U�

s
2

+ 1
4
− E

2ω
, s

+ 1
2

, mωl2
�  (10) 

 

s = 1
2
�1 ± �1 + 4µ2

sin2α
�  (11) 

 
Burada U(a,b,c) fonksiyonu Kummer fonksiyonudur. 
Dalga fonksiyonunu normalleştirmek için  
 

liml→∞ Ψ(l) → 0  (12) 
 

İfadesinin sağlanması gerekir. Bu şartın sağlanması 
için ise (10)’daki U �s

2
+ 1

4
− E

2ω
, s + 1

2
, mωl2� ifadesi n. 

dereceden polinom olmalıdır [13]. Bunun için de  
 

s
2

+ 1
4
− E

2ω
= −n  (13) 

 
Olmalıdır. Diğer taraftan olasılık yoğunluğunun l → 0 
için araştırılması gerekir.  
 

liml→0|Ψ(l)|2ldl → 0  (14) 
 

Buradan C sabit olmak üzere aşağıdaki ifadeler elde 
edilir [13]. 
 

limx→0 U(a, b, x) → π
sin(bπ)

� 1
Γ(1+α−b)Γ(b)

−
x1−b

Γ(α)Γ(2−b)
�  

(15) 

 
 liml→0|Ψ(l)|2ldl = Cl2s+1  (16) 

 
(12) denklemine göre tekil koni için “s” ifadesinin 
pozitif işaretli olması gerekir. Çünkü “s” ifadesi pozitif 
olduğunda l → 0 için |Ψ(l)|2ldl ifadesi sıfır olur. 
Tekillik olmadğı için de dalga fonksiyonu koninin tepe 
noktasında düzenlidir. 
Böylece yarı manyetik yarı iletken bir konide tekil 
eğriliğin etkisi ihmal edilip Gauss eğriliğinin etkisi 
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3

6

Toplam

n 0
n 0
n 1
n 1

3

6

Toplam

dahil edildiğinde (gerçek koni) elde edilen öz değerler 
aşağıdaki gibidir. 
 

 Σj,n = �
2ħω�n + 1

2
+ 1

4
�1 + 4µ2

sin2𝛼
�

+ 1
2
𝑔𝜇𝐵𝐻𝜎𝑧 + 3𝐴𝜎𝑧

�  (17) 

 
(5) denklemi ile birleştirildiğinde Landau seviyeleri 
ise aşağıdaki gibi bulunur.  Elde edilen Landau 
seviyeleri (Şekil 1)’de gösterilmiştir. 
 

 Ej,n = �
ħωc sin α�n + 1

2
+ 1

4
�1 + 4µ2

sin2α
− j

2
� I

+ 1
2

gµBHσz + 3Aσz
�  (18) 

 

 
Şekil.1 İki boyutlu elektron gazının yarı manyetik yarı 
iletken malzemeden gerçek konideki Landau seviyeleri. 
 ∝= π

3
     n=0,1 

 
İkinci durumda ise koni matematiksel bir yapı olarak 
ele alınacaktır. Bu durumda koninin tepe noktasında 
yumuşama olmadığı kabul edilir. Yumuşama olmadığı 
için koninin tepe noktasında, tekil Gauss eğriliği ile 
dalga fonksiyonu birleşir. Tekillik durumundaki 
kuantum harmonik salıncak [14]’de incelenmiştir. Bu 
durumda diğer özdeğerler ve diğer şartlar aynı kalır 
fakat sadece “s” ifadesi pozitif veya negatif olabilir. 
Negatif olduğu durumda dalga fonksiyonu tepe 
noktasında düzenli olmaz. Yani: 
 
 ∫|Ψ(l)|2ldl = Cl2s+2 → 0, l → 0 olmalıdır. Bunun için 
aşağıdaki şartın sağlanması gerekir: 
 

−1 < 𝑠 < 1  (19) 
 

Bu şart fonksiyonun integrallenebilir olmasını da 
garanti eder. Bu şartın sağlanabilmesi için ise j = 0 
olmalıdır.  
 
Bu durumda tekil Gauss eğriliğinin etkisi dahil 
edildiğinde Landau seviyeleri aşağıdaki gibi olur. 
 

 E0,n
+ = �

ħωc sinα �n + 1
2

+ 1
4
�2 − 1

sin2α
�

+ 1
2

gµBH + 3A
�  (20) 

 
ve 

E0,n
− = �

ħωc sinα �n + 1
2
− 1

4
�2 − 1

sin2α
�

− 1
2

gµBH − 3A
�  (21) 

 
∝= π

3
 olduğundaki Landau seviyeleri (Şekil.2)’ de 

gösterilmiştir.  
 
 
 
 

 
Şekil.2 İki boyutlu elektron gazının yarı manyetik yarı 
iletken malzemeden matematiksel konideki Landau 
seviyeleri.  ∝= π

3
     n=0,1 

 
3.2. Kuantum Hall iletkenliği 
 
Her bir Landau seviyesi için tam değer kuantum Hall 
iletkenliği [15]’de verilmiştir. Gerekli işlemler 
yapılırsa yarı manyetik yarı iletken malzemeden 
yapılmış gerçek ve matematiksel konideki iki boyutlu 
elektron gazının kuantum Hall iletkenlikleri (Şekil-3) 
ve (Şekil-4)‘de gösterilmiştir. 
 
σ0 ≡ e2/h olmak üzere; 
 

σH = −n0σ0  (22) 
 

   σ0 = e2/h  (23) 
 
 
 
 

 
Şekil.3 Matematiksel koni yüzeyindeki kuantum Hall 
iletkenliği. ∝= π

3
, π
6
     

 
 
 
 

 
Şekil.4 Gerçek koni yüzeyindeki kuantum Hall iletkenliği. 
 ∝= π
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4. Tartışma ve Sonuç 
 
Bu çalışmada yarı manyetik yarı iletken malzemeden 
yapılmış bir koninin tam değer kuantum Hall 
iletkenliği hesaplanmıştır. Kuantum Hall iletkenliğinin 
koninin açılış açısına göre nasıl değiştiği grafikler ile 
gösterilmiştir. Dalga fonksiyonu ve tekil skaler 
eğriliğin birleştiği ve birleşmediği durumlar için Gauss 
eğriliğini koninin tepe noktası için ihmal edildiği ve 
ihmal edilmediği durumlar ayrı ayrı ele alınmıştır. 
Matematiksel koni için Gauss eğriliğini dalga 
fonksiyonuna dahil edilmiş gerçek koni için ise dalga 
fonksiyonuna Gauss eğriliği dahil edilmemiştir. Sonuç 
olarak her iki durumda da koni yüzeyindeki Hall 
iletkenliğinin merdiven karakterli olduğu 
görülmüştür.  
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