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Ozet

Bu calsmada; p bir asal say, k bir pozitif tamsayl ve gp<olmak Uzere, hemqZ
Hjelmslev halkasi ile koordinatlanan“(h p) parametreli sonlu projektif Hjelmslev
duzlemleri hem de bir H-ring olmayan Z Z, ¢ lokal halkasi ile koordinatlanan H

p) parametreli sonlu projektif Klingenberg dizlemlein birer Gzerinde olma matrisi
verecgiz.

Anahtar kelimeler: Sonlu Hjelmslev duzlemleri, Sonlu Klingenberg dikei,
Uzerinde olma matrisi.

The Incidence Matrices For Some Finite Klingenldelanes

Abstract

In this study we give one each incidence matrixlioth finite projective Hjelmslev
planes of parameters {p, p) coordinatized by Hjelmslev ring, &nd finite projective
Klingenberg planes of parameters’(p p) coordinatized by an local rngq Zq ¢
which is not a H-ring, where p is a prime numbeis & positive integer and q =p
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" Atilla AKPINAR, aakpinar@uludag.edu.tr, Tel: (222941774.

91



Atilla AKPINAR

1. Giris

Projektif Klingenberg duzlemleri ve projektif Hjeblev dizlemleri agageldgimiz
projektif dizlemlerin bir genellemesidir. Bu yagmlilk olarak Klingenberg tarafindan
tanitilmstir [1, 2]. Drake ve Lenz [3], tarafindan tanmilaonlu PK-duzlemleri ise
detayli olarak Bacon tarafindan incelegtini[4].

Daha 0Onceki ¢caymalarimizda; p bir asal sayi, k bir pozitif tamsagi q = [5 olmak
uzere, % Hjelmslev halkasi ile koordinatlanan“?p p) parametreli sonlu projektif
Hjelmslev diuzlemlerinde bir gounun komguluk sinifi ile ilgili bazi sayisal 6zellikler
elde etmjtik [5] ve de bir H-ring olmayan £+ Z, ¢ lokal halkasi ile koordinatlanan
(p*™?, p) parametreli sonlu projektif Klingenberg diizlerinde 4-gegikenligin gecerli
oldugunu gostererek gekiller ile ilgili bazi sayisal 6zellikler elde eistik [6, 7].

Bu calsmada ise [5-7] de ele afgimiz geometrik yapilar olan {p, p) parametreli
sonlu projektif Hjelmslev dizlemleri ile ', p) parametreli sonlu projektif
Klingenberg diuzlemleri icin birer Gizerinde olma netrnei verecgiz. Bunun igin

p = 2 ve k = 2 alarak (yani q = 2larak) ilk olarak (2, 2) parametreli sonlu prdjek
Hjelmslev dizlemi daha sonra da (8, 2) parametiiu projektif Klingenberg dizlemi
elde edec@iz. Son olarak da bu elde gitniz iki duzlem igin Uzerinde olma
matrislerini olgturacaz.

2. Lokal alterne halkalar ve PK-duizlemleri

N noktalar kiimesiniD dogrular kimesini,Ll Gzerinde olma kantisini ve~ N ve D
Uzerinde bir denklik (koguluk) baintisini gostermek Uzergagidaki sartlari sglayan
birM = (N, D, LI, ~) yapisina bir projektif Klingenberg dizlemi dene kisaca PK ile
gosterilir.
(PK1) Komsu olmayan herhangi iki A,BN noktasi i¢cin Ald ve BUd olacak bi¢cimde
tam olarak bir d/D dogrusu vardir.
(PK2) Komsu olmayan herhangi iki ¢,diD dogrusu i¢in NJJc ve NLId olacak bigimde
tam olarak bir NUN arakesit noktasi vardir.
(PK3)M nin kanonik goéruntiisii denilen Bit” = (N, D, U) projektif diizlemi ile; her
A,BUN ve her c,dID igin

Y(A)=¥(B) = A~Bve¥(c) =¥(d) <= c~d
sartlarini sglayan bir¥: M—M" geometrik yapi epimorfizmi vardir.

M bir PK-diizlem ikerM~ kanonik goriintii bir Moufang diizlemi is& ye bir Moufang
Klingenberg dizlemi denir ve kisaca MK ile gosteril

M PK-diuzlemi gagidaki sartlari da sglarsaM ye bir projektif Hjelmslev dizlemi denir
ve kisaca PH ile gosterilir:

(PH1) Konsu iki noktayi birlgtiren en az iki dgru vardir.

(PH2) Konyu iki dogrunun en az iki arakesit noktasi vardir.

Eger A~B ve Bld olacak sekilde bir BJJN noktasi varsa AN noktasi diD

dogrusunun yakinindadir denir. Bir nokta birgdaya kongu olamayacgndan bu
durumu da A- d ile gbstermemizde sakinca yoktur.
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Ozdslikli bir (alterne) halkanin birim olmayan elemantal kimesi bir ideal ise
halkaya lokal (alterne) halka denir.

Asagidakisartlar sglayan birR lokal halkasina Hjelmslev halkasi denir ve kisacH-
ring olarak yazilr:

(HR1)1 sol ve sg sifir bolenlerin kiimesidir.

(HR2) a1l icin al1bR ya da lhlaR dir ve d1Rb ya da hIRa dir.

Boylece, [1] den ggidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 2.1 R bir lokal halka veM (R) R tizerinde bir Dezargsel PK-dizlem olsun. Bu
takdirde R nin bir H-ring olmasi icin gerek ve yetgart M(R) nin bir PH-duzlem
olmasidir.

Simdi, [8] den MK-duzlemlerinin koordinatlanmasi iilgili bazi bilgileri asagida 6zet
olarak verecg@z.

R bir lokal alterne halka olsun. Bu takdird®(R) = (N, D, U, ~) asagidaki gibi
tanimlanan koruluk bagintisi ile birlikte bir Gzerinde olma yapisi sturur.

N ={(xy.1) [ x,ydR} U{(1y,z) | yYUR, z01} U{(w,1,2) | w,Z01},
D ={[m,1,p] | m,pJR} L {[1,n,p] | PUR, nUI} LI{[q,n,1] | q, riJ1}.

[m,1,p] = {(X,xm+p,1) | XIR} U{(1,zp+m,z) | zII},
[1, n, p] ={(yn+p,y,DIVIR} U{(zp+n,1,z) | ]I},
[g, n, 1] ={(1,y,yn+q) | YR} U {(w,1,wq+n) | wll}.

A = (X1,X2,X3) ~ (Y,Y2.¥3) =B = =1, 2, 3 i¢in x-y;Ul,
C = [XuX2X3] ~ [YnYa2 Y3l =d = =1, 2, 3icin xy; 1.

Bu calsmada, Uzerinde cahAcaimiz sonlu duzlemler icin yukarida verilen
koordinatlama kullanilacaktir. Bu koordinatlam&kada daha fazla bilgi icin [8, 9] a
bakilabilir.

Simdi lokal alterne halkalar kiimesi ile MK-dlzlemteden olgan kiime arasinda bire
bir eslemenin varlgini belirten gagidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 2.2 Her lokal alterne halkaya kalik bununla koordinatlanabilen bir MK-
duzlemi vardir ve tersine her MK-dizlemine &hBk bir lokal alterne halka bulunabilir

9.

Drake ve Lenz [3], @gida verecgimiz sonucun PK-dizlemler icin doi oldusunu
gostermgtir.  Ustelik, bu sonuc¢ Kleinfeld [10], ve Lunebuf@l], tarafindan PH-
duzlemleri igin verilen sonuglarin bir genellemesid

Sonug¢ 2.3M(R) bir sonlu PK-diizlem olsun. Bu takdirdd,(R) tGizerinde olma yapisi
ile tek olarak belirli olan véM(R) nin parametreleri olarak isimlendirilen t ve rgab
sayllar icinM (R) de gagidaki 6zellikler sglanir:
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1. Her noktanin (dgrunun) komulugunda t? nokta vardir.

2. NCId 6zelliginde verilen bir N noktasi ve bir d gausu icin, d nin Uzerinde olup N ye
komsu olan tam olarak t nokta vardir ve N den gecipedkgnsu olan tam olarak t
dogru vardir.

3. M’ projektif diizleminin mertebesi r olsufiayet #1 ise kt dir (bu takdirdeM (R)
PK-dizlemi has olarak isimlendirilisayet t = 1 iseM (R) alisageldgimiz bir projektif
dizlem olur.)

4. Her d@ru t(r+1) nokta kapsar ve dual olarak her noktatlari) dasru gecer.

5. N| = D| = t(r2+r+1) dir.

t ve r parametreli bir sonlu PK-dizlem (t, r) paetrali PK-duzlem olarak ifade
edilecektir.

2.1. Zlokal halkasI veM(Z,) PH-duzlemi

p bir asal sayl, k bir pozitif tamsayi ve g “gmak uzereZq Hjelmslev halkasini g6z
onune alalim. Zq nun elemanlarini,Zq nun birim elemanlarinin kiimesi’ We birim
olmayan elemanlarinin kimesiolmak tzereZq = U'LI |’ olarak yazabiliriz. Burada
I’ = {Op, 1p, 2p, ..., (p*-1)p} = pZ4 oldusu ve bu yiizden dé’|=g" oldusu agktir.
Zq4 bir has lokal halka v&/l’ = Z, oldusundan¥ epimorfizmi sonluM(Zy) PK-
dizleminden Zcismi ile koordinatlanan p mertebeli Dezargselgitf dizlem Gzerine
bir Gizerinde olma yapi epimorfizmidir [12].

Boylece, [5] den ggidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 2.1.1M(Zg) sonlu PK-diizlemi i¢in Sonug 2.3 deki t ve r pae¢maleri sirasiyla
p“tve p dir.

Zy, 1" maksimal idealli bir H-ringdir [12]. Teorem 2.lemggi de M(Z,) bir PH-
duzlemdir.

2.2. Ri=7Z;+ Zy¢ lokal halkas! veM (R) PK-duzlemi
e0Zqve €2 =0 olsun. Bu takdird®:= Z, + Z bilesen bileene toplama vesagidaki
gibi tanimlanan ¢carpmalemi ile birlikte,

(antape)(bitboe) = abi+(ab, + & by)e, (a, bOZg i=1, 2)
birim olmayan elemanlarin kiimesi= |’ + Zse olan bir lokal halkadir. Burada
Il| = g%p%. Ustelik,R nin birim elemanlarinin kiimetl:= U’ + Zs ve Y| = (3-p*)p®
= (p-1)F** dir. R bir has lokal halka v&/I = Z, oldugundan'¥ epimorfizmi sonlu
M(R) PK-duzleminden ¢ cismi ile koordinatlanan p mertebeli Dezargsel;jgdtof
dizlem Uzerine bir Gzerinde olma yap! epimorfizmjdp].

M (R) genel olarak bir H-ring dsldir [6].

Boylece, [6] dan ggidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 2.2.1M(R) sonlu PK-diuzlemi icin Sonug 2.3. deki t ve r paedreleri sirasiyla
p**ve p dir.

94



Bazi Sonlu Klingenberg Diizlemleigin Uzerinde Olma Matrisleri

3. Uzerinde olma matrisleri

Nokta ve dg@rular icin Gzerinde olma antilarini kullanarak (2, 2) parametreli PH-
duzlemin Gzerinde olma matrisi Tablo 1'deki bicimelde edilir.

Tablo 1. (2,2) parametreli PH-dlzlemin Uzerindeamatrisi.
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Nokta ve dg@rular icin Gzerinde olma ve kamluk baintilarini kullanarak (8, 2)
parametreli PK-duzlemin Uzerinde olma matrisi kisnverilebilmgtir. Sekil 1, 2 ve
3'de sadece ddogrusunun korguluk sinifi gosterilebilmtir. dy dogrusunun noktalari
Tablo 1'deki gibi yine N, N3 ve N noktalarindan okmaktadir.  Gdsterimi
kolaylastirmak icin d dogrusunun Uzerinde olmayangedr noktalarini Gzerinde olma
tablosundan atarak; dlogru sinifinin N komsulugunu Sekil 1, d, dogru sinifinin N
komsulugunu Sekil 2 ve d dogru sinifinin N komsulugunu Sekil 3 ile veriyoruz.
Boylece Sekil 1, 2 ve 3 alt alta getirilerek; ddogru sinifinin tim Gzerinde olmalari
ortaya cikarilmy olur. Sekil 1, 2 ve 3 e “epsilon” sembolil yegleemedgi icin yerine e

harfi kullaniimstir.

95



Atilla AKPINAR

Sekil 1'in 2. satirinda dikey olarak yazilan diogru sinifinin toplam 64 dipusu soldan
saga dggru ssagidaki bicimdedir:

[0,1,0,] [0,1,e], [0,1,2¢€], [0,1,3€], [e,1,0], [e,1,63,1,2¢€], [e,1,3€], [2€e,1,0], [2e,1,€],
[2e,1,2€], [2e,1,3¢€], [3e,1,0], [3e,1,e], [3e,1,28¢,1,3€][0,1,2], [0,1,2+€], [0,1,2+2€],
[0,1,2+3¢], [e,1,2], [e,1,2+€], [e,1,2+2¢], [e,132}; [2e,1,2], [2e,1,2+€], [2e,1,2+2€],
[2e,1,2+3€], [3e,1,2], [3e,1,2+€], [3e,1,2+2¢], ,I32+3€], [2,1,0], [2,1,e], [2,1,2¢€],
[2,1,3€], [2+e,1,0], [2+e,1,€], [2+e,1,2¢€], [2+84], [2+2e,1,0], [2+2e,1,€], [2+2€,1,2¢€],
[2+2e,1,3e], [2+3e,1,0], [2+3e,l,e], [2+3e,1,2eR+3e,1,3e], [2,1,2] [2,1,2+€],
[2,1,2+2€], [2,1,2+3¢€], [2+e,1,2], [2+e,1,2+€], §%,2+2€], [2+e,1,2+3€], [2+2e,1,2],
[2+2e,1,2+€], [2+2e,1,2+2¢€], [2+2e,1,2+3¢€], [2+38,1[2+3e,1,2+€], [2+3e,1,2+2¢],
[2+3e,1,2+3€].
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Sekil 1. (8, 2) parametreli PK-dizlemin dogru sinifinin N komsulugu ile ilgili
tzerinde olma matrisi.

Yukarida belirtilen @ dogru sinifinin 64 dgrusu icinde koyu olarak belirtilen gaular
Tablo 1'deki (2, 2) parametreli PH-duzlemin dogru sinifini olgturdusuna dikkat
ediniz. Bu dgru siniflari belirlenirken iki dgrunun ayni korsulukta olmasi icin gerek

96



Bazi Sonlu Klingenberg Diizlemleigin Uzerinde Olma Matrisleri

ve yetersart ayni siradaki bikenleri farkinin caktigimiz halkanin idealinde kalmasi
olarak alindgini unutmayiniz. Nokta siniflari da belirlenirkeosrularda kullandiimiz
komsuluk baintisi benzer bicimde noktalar icin de kullangti
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Sekil 2. (8, 2) parametreli PK-duzleminin dogru sinifinin N komsulugu ile ilgili
Uzerinde olma matrisi.

Verilen noktanin, tUzerinde olma gatilari yardimiyla, verilen dgular tGzerinde olup
olmadgina dair gagida ¢ 6rnek veriyoruz:

(2,0,010[1,0,1] = 11=0.0 + 0.1 olup %0 oldyundan (1,0,0) noktasL,0,1]
dogrusu Uuzerinde dgldir, bu durumda Uzerinde olma tablosunda bu nokta
bulundgu satir ile bu dgrunun bulundgu kolonun arakesiti o birakilr
(bkz. Tablo 1).

(2,0,117[2,1,0] = 01 =22+ 0.0 =4= 0 (modZ ) olup O = O oldgundan
(2,0,1) noktasi [4,0] dogrusu Uzerindedir, bu durumda Uzerinde olma tabldauou
noktanin bulundgu satir ile bu dgrunun bulundgu kolonun arakesiti boyanir
(bkz.Sekil 1 ve bkz. Tablo 1).

B.e.DU[21,2+¢] = £€.1=3.2+1.(2¢) =8+ =0 (modZ ;) olup e=¢
oldugundan (3¢,1) noktasi [2,2+&] dogrusu Uzerindedir, bu durumda tzerinde olma
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tablosunda bu noktanin bulurgusatir ile bu dgrunun bulundgu kolonun arakesiti
boyanir (bkzSekil 2).
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Sekil 3. (8, 2) parametreli PK-duzleminin dogru sinifinin N komsulugu ile ilgili
Uzerinde olma matrisi.

Tablo 1 deki @ dogru sinifi icin verilen Gzerinde olma matrisi ifgekil 1, 2 ve 3
yardimiyla verilen g dogru sinifinin Gzerinde olma matrisi arasindakgkiye bakarak
geriye kalan g d;, d;, d, o ve d dogru siniflarinin Gzerinde olma matrislerinin
kabaca nasil olageni ve istenirse bunlari da tamamlayarak (8, 2)apetreli PK-
diizlemin tim Gzerinde olma matrisi elde edilebilir.

Sekil 1, 2 ve 3 yardimiyla sadece dbgru sinifinin tizerinde olma matrisi verilen (8, 2)
parametreli PK-dizlemde = 0 secilirse Tablo 1 de verilen (2, 2) parametirH-
duzlem izomorf olur. e00Z, olarak segildiinden bu haliyle her iki duzlem birbirine
izomorf deildir. Cunki koordinatlanmalarinda kullanilan Ibkelkalardan biri H-ring
digeri ise genel olarak H-ring dédir. Bu yluzden de biri PH-dlzlem gbri ise PK-
dizlemdir.
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