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Abstract — The aim of this study is to analyze and compare the argumentation and proving processes of senior
high school students by using Toulmin’s model. Four senior high school students participated in the study. A
problem was used to gather data, and the participants were asked to prove the statement they produced with their
pairs. The results of the analysis showed that when the students made a deductive proof after abductive
argumentation, they could complete the proof process successfully. However, the students who made abductive
proof after abductive argumentation were not able to prove the statement. The results of this study may be useful
in analyzing the argumentation and proof processes and in determining the relationships between them to

facilitate the proving process for the students.
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Summary

Introduction

Argumentation is a process in which a conjecture is produced to be proved in the
proving phase (Boero, Garuti, Lemut & Mariotti, 1996). In research studies, it has been found
that argumentation supports the proving phase (Garuti, Boero & Lemut, 1998). This result has
led researchers to find the possible relationships between these processes (Boero, Douek,
Morselli & Pedemonte, 2010). They have compared the referential system and the structure of
argumentation and the proving phase (Boero et al., 2010; Pedemonte, 2007a; 2007b; 2008).

The referential system consists of the representation system (language, drawings, and
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theorems) and the knowledge system (conceptions and theorems) of these processes
(Pedemonte, 2001).

The structure (abduction, deduction or induction) means that the logical cognitive
connection that exists between statements is used in argumentation and proof (Pedemonte,
2007b). The structure of these processes can be considered as the way of reasoning for
students in argumentation and proof (Pedemonte, 2008).

In most of the studies on the relationships between argumentation and proof, Toulmin’s
model is used as a tool to analyze and compare the referential system and the structure of
these processes (Boero et al., 2010; Pedemonte, 2007a; 2007b; 2008). According to Toulmin's
model any argumentation begins with an opinion. This starting point is called claim. The
second step is producing data to support the claim, and the warrant provides the justification
for the data of the claim. The warrant may be a principle or a rule, and it acts as a bridge
between the data and the claim (Toulmin, 1958).

It is possible to explain the structures of argumentation and proof by using Toulmin’s
model. In deductive reasoning, data and warrants lead to the claim (Pedemonte, 2007a). In
abductive reasoning, claim is produced from an observed fact; thus, data are found after the
claim is determined (Peirce, 1960; Polya, 1962). In induction, the claim is determined by
generalising some particular cases (Pedemonte, 2007Db).

The initial research on the comparison of referential systems between argumentation
and proof indicated that if some expressions, drawings or theorems used in argumentation are
also used in proof, then it means there is a continuity between the referential systems of
argumentation and proving processes. This continuity is referred to as cognitive unity
(Pedemonte, 2001; 2008). In the following research studies, it has been found that cognitive
unity supports the proving phase of the students, yet it is not enough to explain all the
relationships between the two processes (Boero et al., 1996; Boero et al., 2010; Douek, 1999).
Pedemonte (2001) describes another continuity between argumentation and proof which is
referred to as structural continuity. If the statements and inferences in argumentation and
proof are connected through the same structure, then there is a structural continuity between
these two processes (Pedemonte, 2001). The research studies have revealed that the possible
structural gap between argumentation and proof cannot always be filled by students, which
renders it difficult for students to complete the proof (Pedemonte, 2008).

Based on these results, it seems crucial to account for and examine the relationships

between these processes to improve learners’ performance in proving tasks. Thus, the current
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study aims to analyse and compare senior high school students’ argumentation and
mathematical proving processes by using Toulmin’s model.
Methodology

A case study was conducted in the spring semester of the academic year 2013-2014
with four senior high school students in Ankara. Data were gathered through a geometry
based problem used by Pedemonte (2001; 2003; 2007a) in some studies on argumentation and
proof. The participants worked in pairs to prove the statement they produced in relation to the
problem. They were asked to share and discuss their ideas and intuitions about how they
proved the statement. Their performance were recorded and then analysed by the researchers

through Toulmin’s model.
Results

The findings indicate that the students who made deductive proof after abductive
argumentation completed the structural gap between argumentation and the proving
processes. However, the students who could not complete the structural gap and establish
structural contunity between the processes by making abductive proof after abductive
argumentation could not complete the proof. As a result, it can be argued that if the students
change the abductive structure in the argumentative process into a deductive one in the
proving process, they can complete the proof successfully.

Conclusion

The findings of the current study support those of Pedemonte (2001; 2003; 2007a) in
that the continuity of the structure between argumentation and proving processes creates an
obstacle for the students in handling the proof of a statement in geometry. Thus, a change in
the structure of these processes from abductive into deductive is required to make a complete
and successful proof. This study is limited to four participants. Therefore, more research is
needed to further reveal the relationships between students’ argumentation and proving
processes. Such research is needed to uncover and overcome the challenges experienced by

students in mathematical proof in geometry and algebra.
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Ozet — Bu g¢alismanin amaci, lise son simf &grencilerinin argiimantasyon ve matematiksel kamit yapma
stireglerini Toulmin modeline gore analiz etmek ve kargilagtirmaktir. Calismaya Ankara’da bir 6zel okulda lise
son sinifa devam eden dort 6grenci katilmistir. Nitel aragtirma olarak tasarlanan bu ¢aligmada veri toplamak igin
literatiirden alinan bir problem kullanilmis ve ciftler halinde ¢aligmasi saglanan 6grencilerden problemin ¢éztimii
ile ilgili iiretecekleri hipotezin kanitin1 yapmalari istenmistir. Analiz sonuclarma gore, 6grencilerin abdiiktif
arglimantasyon ile dediiktif kanit arasindaki yapisal boslugu tamamlayarak dediiktif kanita gegebildikleri
durumda, kanit siirecini basariyla tamamladiklar;; yapisal boslugu tamamlayamadiklart durumda ise
arglimantasyondaki abdiiktif yapiy1 devam ettirdikleri ve dediiktif kanit yapamadiklart gériilmiigtiir. Matematik
egitiminde arglimantasyon ve matematiksel kanit siireglerinin karsilagtirmali olarak analiz edilmesi ve

aralarindaki iliskilerin belirlenmesi, 6grenciler i¢in kanitlama siirecini kolaylastirmak adina gerekli ve énemlidir.

Anahtar kelimeler: argiimantasyon, matematiksel kanit, matematik egitimi

Giris

Kanit yapma, matematigin en temel aktivitelerinden biridir. Matematikte kesinligi
saglamak ve bir ifadenin dogrulugunu gostermek i¢in basvurulan vazgecilmez bir yoldur
(Mejia-Ramos & Inglis, 2008). ilkdgretimde akil yiiriitme aktiviteleri olarak, lisede daha
sistematik bi¢imde, yliksekogretimde ise soyut ve aksiyomatik bir yapida O6grencilerin
karsisina ¢ikan kanit, matematik Ogretiminde onemli bir yere sahiptir (Sari, 2011). Son
yillarda yapilan arastirmalarda verilen bir ifadeyi kanitlamanin, &grencilerin zorlandig
matematiksel aktivitelerden biri oldugu ortaya c¢ikmis ve kanit yapmadan once gegirilen
arglimantasyon siirecinin kanitlama stireci lizerinde etkileri oldugu kesfedilmistir (Boero,

Garuti, Lemut & Mariotti, 1996; Boero, Garuti & Mariotti, 1996).
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Argilimantasyon, 6grencinin bireysel olarak ya da bir grupla birlikte bir hipotez iirettigi
ya da verilen bir ifadeyi kanitlamak i¢in kullanilacak yontemi ve izlenecek yolu belirlemeye
yonelik akil yiiriittiigli bir siiregtir. Bu siiregte 6grenci yapacagi kanita iliskin fikirlerini,
sezgilerini ve varsayimlarini ortaya koyar (Garuti ve dig., 1998). Aragtirmacilar matematiksel
kanitin 6zel bir argiimantasyon oldugu hipotezine dayanarak, bu iki siire¢ arasindaki iligkileri
analiz etmekte ve 6grencilerin kanitlama siirecinde yasadiklar1 zorluklar1 belirlemeye ve bu
zorluklar1 azaltacak dnlemler almaya caligmaktadirlar (Mariotti, Bartolini Bussi, Boero, Ferri

& Garuti, 1997; Pedemonte, 2007a; 2007b).

Ulkemizde argiimantasyon ve matematiksel kanit siireclerine yonelik az sayida
calisma bulunmaktadir. Bu caligmalar da genellikle ilkogretim ve ortadgretim seviyesindeki
ogrencilerle yapilmistir. Cogunlukla 6grencilerin kanita iliskin goriislerinin ve kanitlama
becerilerinin ortaya ¢ikarilmasi {izerinde durulmustur (Aydogdu, ve Baki, 2011; Doruk ve
Kaplan, 2013; Gokkurt ve Soylu, 2012; Giiler, Ozdemir ve Dikici, 2012; Morali, Ugurel,
Turntikli ve Yesildere, 2006). Uluslararasi alanda yapilan ¢aligmalarda ise son yillarda daha
agirlikli olarak arglimantasyon ve kanit siirecleri arasindaki iliskilere yonelik analizler
yapildig1 dikkat cekmektedir (Boero, Douek, Morselli & Pedemonte, 2010; Pedemonte,
2007a; 2007b; 2008).

Argiimantasyon ve Matematiksel Kanitlama Stire¢lerinin Analizi

Argiimantasyon ve kanitlama siirecleri arasindaki iliskileri analiz etmeye yonelik
calismalarda arglimantasyon bir tartisma siireci olarak ele alinmis ve Toulmin modeline gore
analiz edilmistir (Boero ve dig., 2010; Mejia-Ramos & Inglis, 2008; Garuti, Boero & Lemut,
1998). Kanitlama siirecinin aslinda 6zel bir argiimantasyon siireci oldugunu savunan
Pedemonte (2001), kanitlama siirecinin analizini de Toulmin modeline gbre yapmis ve bu

sayede iki siireci karsilagtirabilmistir.

Toulmin Modeli

Toulmin (1958), belli bir alan ya da konu iizerine yapilan tartismanin yapisini analiz
etmek i¢in alt1 bilesenli bir yap1 olusturmustur. S6z konusu yap: “Toulmin modeli” adini
almigtir. Bu modelde ilk adim, iddia (claim) adi verilen baslangi¢ noktasidir. Bu adimda
tartismact konu ile ilgili iddiasi1 ortaya koymaktadir. ikinci adim, kisinin iddiasimi
destekleyen verileri sundugu veri (data) iiretimi asamasidir. Ugiincii adim ise kisinin ortaya
koydugu veriler ile savundugu iddia arasinda koprii kurmasini saglayan gerekce (warrant) adi

verilen bir kural ya da kriter bulma asamasidir. Kullanilan gerekge, veri ve iddia arasindaki
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iliski icin garanti saglayici nitelikte olmalidir. Béylece Toulmin modelinin alti bilesenli

yapisinin ilk {i¢ bilesenli ana catis1 olugsmaktadir.

Bazi durumlarda argiimantasyonun analizi i¢in yardimci bilesenler gerekebilmektedir.
Toulmin (1958), bu tip analizlerde ortaya ¢ikabilecek olan yardimci bilesenleri niteleyen
(qualifier), curuten (rebuttal) ve destek (backing) olarak adlandirmistir. Verinin, gerekge ile
birlikte sunulan, iddia Gzerindeki etkisinin derecesini gosteren ifadelere “niteleyen”;
gerekcenin giiciinii ve etkisini zayiflatan ya da gecersiz kilan ifadelere ise “ciiriiten” adini
vermistir. Gerekcenin direkt olarak kabul edilmedigi durumlarda gerekceyi desteklemek ve
kuvvetlendirmek igin ihtiya¢ duyulan ve gerekgenin gegerliligini saglamak igin kullanilan
ifadeler ise modelde “destek” adiyla yerini almaktadir. Konuyla ilgili pek c¢ok kaynakta
oldugu gibi (Douek, 1999; Pedemonte, 2007a; 2007b; Garuti ve dig., 1998), bu calismada da
analizlerde veri (data) D ile, iddia (claim) C ile, gerekge (warrant) W ile, niteleyen (qualifier)
Q ile, ciiriiten (rebuttal) R ile, destek (backing) B ile gosterilmekte ve siire¢ asagidaki gibi

sematize edilmektedir.

Ver (D) - Niteleven () | —— Iddia (C)

|

Gerekce (W) «—— | Ciiriiten (R)

|

Destek (B)

Sekil 1 Toulmin Modeli

Argumantasyon ve Matematiksel Kanitlama Stireclerinin Analizine Yonelik Calismalar

Konuya iligkin ilk ¢aligmalar geometri alaninda yapilmistir (Boero ve dig., 1996;
Mariotti, ve dig., 1997; Pedemonte, 2007a). Sonrasinda arastirmalarin cebir alaninda da
yapilmaya baglandig1 goriilmektedir (Pedemonte, 2008). Elde edilen sonuglara gore,
matematiksel kanit yapmadan Once argiimantasyon silireci geciren Ogrencilerin, kanit
yapmakta daha basarili olduklar1 goriilmiis ve bunun iizerine caligmalar biraz daha

derinlestirilerek, arglimantasyon ve kanit siiregleri arasinda olasi iligki ya da iligkiler
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belirlenmeye ¢alisilmistir (Douek, 1999; Mariotti ve dig., 1997; Pedemonte, 2003).
Ogrencilerin argiimantasyon ve kamt siiregleri analiz edildiginde, arastirmacilarin ilk
dikkatlerini ceken, kaniti basar1 ile tamamlayan Ogrencilerin argiimantasyon ve kanit
stireclerinde benzer dilsel oOgeler kullaniyor olmalaridir. Buna gore arastirmacilar
argiimantasyon ve kanit siiregleri arasinda igerik yoniinden “bilissel biitiinliik” ad1 altinda bir
cesit siireklilik tanimlamislar ve bu siirekliligi, ck¢ modeli entegre edilmis Toulmin Modeli
ile analiz etmislerdir (Pedemonte, 2001). Analizlere gore, bilissel biitlinliigii kurabilen bir
Ogrencinin kaniti yapma olasilifinin, biligsel biitiinliigii kuramayan 6grencilere gore daha

yiiksek oldugu goriilmiistiir (Douek, 1999; Pedemonte, 2001).

Incelenen calismalarda, dgrencilerin argiimantasyon ve matematiksel kanit siirecleri
arasinda biligsel biitiinliikk kurduklari, fakat yine de kaniti basari ile tamamlayamadiklari
durumlarla da karsilagilmigtir. Bu durum, arastirmacilari argiimantasyon ve matematiksel
kanit arasindaki iligkileri baska acilardan da analiz etmeye yoneltmistir (Boero ve dig., 2010;
Pedemonte, 2008). Pedemonte (2007a), her iki siirecin de tiglii bir yapiya (veri-iddia-gerekce)
sahip oldugunu ve Toulmin modeli ile bu siireglerin yapilarinin analiz edilmesinin miimkiin
oldugunu belirtmistir. Argiimantasyon ve kanitlama siireclerinin “yap1”s1, ifadeler arasindaki
mantiksal biligsel baglanti olarak tanimlanmakta ve dediiktif, abdiiktif ve indiktif olmak
tizere ii¢ baslik altinda incelenmektedir (Pedemonte, 2001). Buna gore, kiginin argiimantasyon
siirecinde kullandig1r akil yiirlitme (muhakeme yapma) tarzinin o siirecin yapisini
olusturdugunu sdylemek miimkiindiir. Bu baglamda argiimantasyon siirecinde kullanilan akil
ylirlitme tarzinin aynist kanitlama siirecinde de kullanilabilir. Bunun bir sonucu olarak,
argiimantasyonun yapisi kanitlama siirecinde de devam ettirilmis olur. Bu durum, iki siire¢

arasindaki “yapisal siireklilik” olarak tanimlanmistir (Pedemonte, 2001).

Arglimantasyon ve kanitlama siiregleri arasindaki yapisal siirekliligin kanitlama stireci
tizerindeki etkisi, kanitlanacak olan ifadenin geometri ya da cebir alanindan olmasina bagh
olarak degisiklik gostermektedir (Pedemonte, 2007b). Kanitlanacak ifadenin geometri
alanindan olmasi durumunda, argiimantasyon ve kanitlama siirecleri arasindaki yapisal fark,
ogrenciler i¢in zorluk yaratmaktadir. Bu tip bir durumda, abdiiktif argiimantasyonun ardindan
kanitin dediiktif yapisin1 kuramayan ve abdiktif kanit yaparak iki silire¢ arasinda yapisal
siireklilik kuran 6grencilerin kaniti tamamlamakta zorlandiklar1 goriilmiistiir (Pedemonte,
2003). Cebir alaninda ise iki siire¢ arasindaki yapisal farkin 6grencilerin kaniti yapmasini

olumsuz etkilemedigi dikkat ¢ekmektedir. Bu durumda 6grenci abdiiktif arglimanstayonun
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ardindan kanitin dediiktif yapisini kurmakta zorlanmamaktadir. Bu sonucun cebirsel kanitlarin

baskin dediiktif yapisindan kaynaklandig: diistiniilmektedir (Pedemonte, 2008).

Deduktif Arglimantasyon

Deduktif arglimantasyon, veri ya da verilerden ve bir kuraldan yola ¢ikarak bir
iddianin ortaya konulmasini saglayan c¢ikarim olarak tanimlanmaktadir (Pedemonte, 2001).
Bu tip bir argiimantasyonda, dnce veriler belirlenir; sonrasinda bir kural, ilke ya da prensip
kullanilarak iddia ortaya ¢ikartilir. Bu durum asagidaki gibi sematize edilmektedir. Burada A

ile veri; B ile iddia; A—B ile veriden iddiaya ulasilmasini saglayan kural gosterilmektedir.

Sekil 2 Dediktif Argiimantasyon

Abduiktif Argimantasyon

Abduktif argimantasyonda iddia, veri tanimlanmadan once ortaya konulur (Arzarello,
Micheletti, Olivero & Rebutti, 1998). Var olan bir gergekten yola ¢ikarak, bir iddianin ortaya
konulmasini saglayan bir ¢ikarim tarzi ve bir ¢esit “olasilikli diistinme™ (plausible reasoning)
olarak tanimlanmaktadir (Peirce 1960). Temelinde A—B ve B dogru ise muhtemelen A da
dogrudur c¢ikarimi bulunmaktadir (Polya, 1962). Bu durum asagidaki gibi sematize
edilmektedir (Pedemonte, 2008).

A—B

Sekil 3 Abduktif Arglimantasyon
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Indiiktif Argiimantasyon

Indiiktif argiimantasyonda iddia, 6zel durumlarin bir genellemesi olarak ortaya
konulur. Bu ¢ikarimin temelinde, iddianin konu ya da durumla ilgili 6zel birka¢ durumdan
yola ¢ikilarak olusturulmasi vardir (Pedemonte, 2001). Abdiktif bir arglimantasyondan
dediiktif kanita gecmek i¢in yapmnin ters cevrilmesi gerekmektedir (Pedemonte, 2001).
Indiiktif argiimantasyon ise dediiktif kanitin yapisindan oldukca uzak bir yapiya sahiptir. Bu
tip durumlarda iki siire¢ arasinda yapisal bosluk olustugu ve Ogrencilerin argiimantasyon
strecinden kanit siirecine gegmekte zorlandiklar1 goriilmektedir (Pedemonte, 2001).

Arglimantasyon siireci Ogrencilerin kanitlama siirecini basari ile tamamlamalari
tizerinde hem icerik hem de yapi yoniiyle etkilidir (Pedemonte, 2008). Bu nedenle,
ogrencilerin kanit yaparken yasadiklar1 zorluklar1 ve basarisizliklarinin nedenlerini belirlemek
icin argiimantasyon ve matematiksel kanitlama siirecleri arasindaki iligkilerin ortaya

cikarilmasi ve analiz edilmesi olduk¢a 6nemli ve gereklidir.

Bu c¢alismanin amaci, lise son sinif 6grencilerinin geometri alanindan bir problem
lizerinde argiimantasyon ve kanitlama siire¢lerini Toulmin modeline goére analiz etmek ve bu
iki siireci hem icerik hem de yapi1 yoniinden karsilastirmak; bu yolla arglimantasyon ve
kanitlama siirecleri arasindaki iliskileri belirlemektir. Ulkemizde argiimantasyon ve
matematiksel kanit yapma siirecleri arasindaki iliskileri ortaya koyan ve bu iliskileri analiz
ederek karsilastiran bir ¢calismaya heniiz rastlanmamistir. Bu nedenle geometri alanindan bir
problem kullanilarak 6grencilerin argiimantasyon ve kanitlama siireclerinin analiz edildigi ve
icerik ile yap1 yoOniinden karsilastirildigi, bu yolla iki siirecin benzerlik ve farkliliklarinin

incelendigi bu ¢alismanin alan yazina katki saglayacagi diisiiniilmektedir.
Yontem

Katilimcilar

Caligmanin katilmcilarini, 2013-2014 6gretim yilinda Ankara’da bir 6zel okulda lise
son smifta Ogrenim gdren dort ogrenci olusturmaktadir. Ogrencilerin  matematik
Ogretmenlerinden alinan bilgilere gore, bu 6grencilerden ikisinin matematik performansi
yiiksek; diger ikisininki ise diisliktlir. Performansi farkli olan 6grenciler bir araya getirilerek
ikiser kisilik iki grup olusturulmustur. Caligmada kullanilan isimler, 6grencilerin gercek

isimleri olmay1p; arastirma kapsaminda verilen isimlerdir.
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Verilerin Toplanmasi

Bir smif ortaminda 6nce ilk grupla sonra da ikinci grupla calisilmis; ilk grupla
calisilirken ikinci grubun diger grubu duyamayacag: bir baska sinifta beklemesi saglanmistir.
Her iki gruptaki 6grencilerden verilen problem iizerinde kagit, kalem ve cetvel kullanarak
caligmalar istenmistir. Ogrencilerden diisiindiiklerini ve yaptiklarini nedenleriyle birlikte sesli
bicimde aktarmalar1 ve akillarindan gecenleri birbirleri ile paylagsmalar1 istenmistir.
Arastirmacilardan biri silireg boyunca &grencilerin yaninda bulunmus ve &grencilerin
arglimantasyon ve kanitlama siire¢lerinin video kaydini almistir. Problemin sunuldugu ve
Ogrencilerin iizerinde ¢izim ve hesaplamalar yaptiklari, akil yiiriittiikleri calisma kagitlar1 da
siire¢ sonunda Ogrencilerden alinmistir. Buna gore, calismada kullanilan veriler goriintii

kayitlarindan ve ¢aligma kagitlarindan elde edilmistir.

Problem Secimi

Pedemonte (2001; 2003; 2007a), argiimantasyon ve kanitlama siireglerini igerik ve
yapt agisindan karsilastirmak amaciyla Italya’da ve Fransa’da lise son simf dgrencileri ile
caligsmis ve onlardan geometri alanindan agik uglu bir problemin ¢6ziimii ile ilgili iiretecekleri
ifadenin kanitin1 yapmalarini istemistir. Ayni problem, bu ¢aligsma kapsaminda da kullanilmis
ve Ogrencilerin argiimantasyon siirecleri ile bu siirecin sonunda iirettikleri ifadeyi kanitlama

siirecleri karsilastirilmistir.

Verilerin Analizi

Calisma bir durum ¢alismasidir. Iki grubun da kanit yapma siireci ayr1 ayri analiz
edilmistir. Verilerin analizi asamasinda ilk olarak video kayitlar bilgisayar ortamina aktarilmis
ve Ogrencilerin konusmalar1 yazili metne cevrilmistir. Video kayitlardan elde edilen yazili
metinler ve veri toplama siireci sonunda Ogrencilerden alinan ¢aligma kagitlar1 tizerindeki
notlar, c¢alismanin verilerini olusturmaktadir. Bu veriler igerisinden, &grencilerin
argiimantasyon ve kanitlama siireclerinin belirlenmesini ve karsilastirilmasini saglayici
nitelikte olanlar1 g6z 6niinde bulundurulmustur. Ogrencilerin argiimantasyon ve kanitlama
stireclerinin nerede baslaylp nerede bittigini anlamak ic¢in kullandiklar1 hipotezlere ve
teoremlere dikkat edilmis ve bu sayede argiimantasyon ve kanitlama siireclerinin ayirimi
yapilabilmistir. Arglimantasyon ve kanitlama siiregleri belirlendikten sonra bu siireglerin

analizleri Toulmin modeline gore yapilmustir.
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Bulgular ve Yorumlar

Calismada kullanilan problem Ogrencilere asagida verildigi sekilde sunulmustur
(Pedemonte, 2001; 2003; 2007a):

“Bir ABC iig¢geni veriliyor. Bu ii¢ggenin her bir kenari iizerine tiimiiyle tiggenin disinda
kalacak ve bir kenart tiggenin kenarina esit olacak sekilde ii¢ adet kare ¢iziniz. Bu karelerin
bosta kalan kogelerini ii¢ adet yeni tiggen olusturacak sekilde birlestiriniz. Elde edilen bu yeni

tiggenlerin alanlarimi ABC ii¢geninin alani ile karsilastiriniz.”

[k grubu temsil eden Ayse ve Elif’ten toplanan veriler iizerinde yapilan analizden elde
edilen sonuglar “Analiz I” bashg altinda verilmektedir. Ikinci grubu temsil eden Ceren ve
Nazli’dan toplanan verilerin analiz sonuglar1 ise “Analiz II” basgligi altinda yer almaktadir.
Her iki analizde de Ogrencilerin arglimantasyon ve kanit yapma siirecleri icerik ve yapi
acisindan  karsilastirlmustir.  Icerik agisindan  karsilastirma  yapilirken  dgrencilerin
argiimantasyon siirecinde kullandiklar1 ifadeleri, matematiksel kurallar1 ve ilkeleri kanitta da
kullanmaya devam edip etmediklerine bakilmis; bu sayede iki siire¢ arasinda biligsel biitiinliik
kurulup kurulmadigi arastirtlmistir. Arglimantasyon ve matematiksel kanit siireglerinin

yapilar1 ise Toulmin modeline gore analiz edilerek karsilagtirilmigtir.

Analiz siirecinde Ogrencilerin arglimantasyon ve kanitlama adimlar1 belirlenmistir.
Toulmin modelindeki bilesenlerden iddia (claim) C, veri (data) D ve gerekce (warrant) W ile
gosterilmistir. Bu harflerin sag altinda verilen indisler argliimantasyon adimlarinin sira sayisini
gostermektedir. Analiz bolimlerinde yer verilen metin kutucuklarinin sol tarafinda
Ogrencilerin orijinal konugsmalarina, saginda ise analiz sonucglarina ve arastirmacilarin

yorumlarina yer verilmistir.

Analiz |

Analize 40 numarali ifade ile baglanmistir. Buraya kadar 6grenciler, verilen liggenin
kenarlar1 lizerine istenen 6zellikteki kareleri ¢cizmekle ugragmislardir. Olusan yeni iiggenlerin
taban uzunluklarimi ve yiiksekliklerini O6l¢miisler; alan formiiliinii kullanarak alanlarini
hesaplamiglar ve siireci tamamladiklarini sdylemislerdir. Bu noktada arastirmact 6grencilere
miidahale etmis; hesaplama yapabileceklerini ancak bunun matematiksel bir kanitin yerine
gegmeyecegini; matematiksel kanit igin ifadenin dogrulugunun daha onceden bilinen

matematiksel bir teori, bir ger¢ek ya da kural temel alinarak gosterilmesi gerektigini
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aciklamistir. Bu uyar1 iizerine 6grenciler elde ettikleri sonucu kanitlama yoniinde bildikleri
matematiksel kurallardan, teoremlerden ya da ilgili bir konudan yararlanma yoluna

gitmislerdir.

Lv

L

Sekil 4 Ayse ve Elif’in Uzerinde Cizim ve Islem Yaptiklar1 Calisma KAgid:

Ogrencilerin dlgme yaptigi ve odlgiim sonuglarina gore s6z konusu iiggenlerin
alanlarmi esit bulduklar1 ilk kisim argiimantasyon surecini temsil etmektedir. Bu sirecin
sonunda dgrenciler “séz konusu tiggenlerin alanlar: esittir” iddiasini ortaya koymuslardir. Bu
iddia, veri tanimlanmadan 6nce ortaya konuldugundan s6z konusu argiimantasyonun yapisi

abduktiftir.
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40. Ayse: Taban kag cm'di?

41. Elif: 8 cm. Bu kenarla bu ayni
zaten (BC ve GB kenarlarini
gosteriyor). Kare ya bu (GFCB
karesini gosteriyor)... Olgmeye bile
gerek yok!

42. Ayse: Dogru. O zaman tabanlari

ayni. Yikseklikler de ayni m1?

43. Elif: Evet yiikseklikler esit de
nasil gostersek? Tabanlar ayni, 8 cm,
¢linkii aynmi karenin kenarlar1 bunlar.
Boyle diyebiliriz yani ¢ok agik.
Yiikseklikleri nasil esit desek?

C,: ABC ve HGB ii¢genlerinin alanlar1 esittir.
D;: ABC ve HGB iiggenlerinin yiikseklikleri esittir.

Muliemelen ABC ve ABC ve HGB
b UGgenTerinin _— ucgenlerinin
yiukseklikleri esittir. o
,l\ alanlar esittir.
Eslik
kriteri

D,:? —_— C

!

W: Eslik kriteri

Arglimantasyon siirecinde, ogrenciler ABC ve HGB (g¢genlerinin tabanlarinin ayni

karenin kenarlar1 oldugunu gdrmiisler; bu tiggenlerin yiiksekliklerinin esit olup olmadigin

bulmaya ¢alismislardir. Ogrenciler bu amaca yonelik olarak {icgenlerde eslik kriterinden

yararlanmiglardir.

44. Ayse: Himm evet. Yiiksekliklerde
sorun...

45. Elif: Yani bir sekilde onlarm esit
oldugunu da soylersek olur ama

nerden?

46. Ayse: Bu tliggenler es mi? Ayni
gibi gorlinlyorlar (ABC ve HGB
ticgenlerini gosteriyor).

47. Elif: Pek de degil bence.

48. Ayse: Su dik liggenlerden gitsek?
(AKB ve HLB uggenlerini gosteriyor)

49. Elif: Tamam agcilara isim verelim
belki oradan bir seyler ¢gikar. Tamam,
aa ashinda baksana bu {ggenler

ayniysa (AKB ve HLB dgcgenlerini

C,: ABC ve HGB iiggenlerinin yiikseklikleri esittir.
D,: HLB ve AKB dik iiggenleri estir.

Muhtemelen HLB ABC ve HGB
ve AKB dik _— ucgenlerinin
licgenleri estir. T yikseklikleri esittir.
Eslik kriteri

D,:.? —_— G,

T

W: Eslik kriteri

Ogrenciler sekil iizerinde alanlarmi kiyasladiklari
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gosteriyor) bu yikseklikler de esit

olmak zorunda. 90°’lerin

karsisindakiler 6.9, 6.9! Ayn1 karenin

ticgenlerin ayn1 uzunluktaki tabanlarina ait yiiksekliklerini
indirdiklerinde olusan AKB ve HLB dik ucgenlerini

kesfetmislerdir. Eger bu liggenlerin esligini gosterebilirlerse

kenarlar1 degil mi bunlar? Diger | eslik kriterine gore TUggenlerin dik kenarlarmin esit

acilara da isim verelim! olacagmi; dolayisiyla alanlar1  kiyaslanan {iggenlerin
yiiksekliklerinin esit olacagini gostermeyi diistinmiislerdir.
Ogrenciler buradan da ABC ve HGB igenlerinin
alanlarinin esit oldugunu sdylemeyi planlamaktadirlar.
Iddialarinin dogrulugunu gostermek icin veri aradiklar1 bu

argiimantasyon siireci de abdiiktif yapidadir.

Ogrenciler, argiimantasyon siirecindeki muhakeme tarzlarinm abdiiktif yapisini,

kanitta dediiktif yapiya doniistiirebilmislerdir. Alanlar1  karsilagtirilan  iiggenlerin

yuksekliklerinin esit oldugu yoniindeki iddialarin1 kanitlamislar ve dolayisiyla s6z konusu

ticgenlerin alanlarinin esit oldugunu gostermislerdir.

80. Ayse: Surasi da dik... (AKB | Aci-kenar-ag1 kriterine gore yeni olusan dik iiggenler estir.

agisini gosteriyor) D.: ABR = HEBL
3- -
BAK = BHL
|[HB| = |AB| (ayn1 karenin kenarlar1)

81. Elif: Tamam. O zaman?

82. Ayse: Buraya beta diyelim (HBL
agisint gésteriyor). Suna teta diyelim | C5: HLB ve AKB dik tiggenleri estir.

(LHB agismni gosteriyor).

ABK = HBL
93. Elif: Bak bak, tamam ya, surasi BAK = BHL ———> | HLBve AKB dik
IHB| = |AB| licgenleri estir.
da teta! (LBA agisini gosteriyor) T
94. Ayse: Neden?
Eslik kriteri
95. Elif: Bu kare ya hani, ee bu da
karenin bir agisi, 90° yani (HBA Ds > Cs

!

W: Eslik kriteri

agisini gosteriyor).  Burasi betaysa

(HBL agisint gosteriyor), burasi teta

(LBA agisin1 gosteriyor)! Teta arti

beta 90° demistik ya biraz once. D,: HLB ve AKB dik {iggenleri estir.

C,: ABC ve HGB tiggenlerinin yiikseklikleri esittir.
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100. Ayse: Burast da 90° (LBC

agisin gosteriyor) degil mi ya?

101. Elif: Ah dogru ya! Dik tabi bu
yiikseklik degil mi? O zaman bu

da beta (ABC agisini gosteriyor)!

102. Ayse: O zaman tamam zaten,
bitti! Bu liggenlerin biitlin acilar esit
(ABK  ve HBL
gOsteriyor). Hatta aynmi bunlar, es!
90°lerin karsis1 6.9-6.9!...

tcgenlerini

103. Elif; ... O zaman bulduk zaten,
bunlar da esit (HL ve AK kenarlarini

gosteriyor).

104. Ayse: Aynen de ne yapiyorduk

biz?

105. Elif: Simdi dur. En basa
dénelim. Tabanlar aym1 (BC ve BG

kenarlarmi gosteriyor), ylkseklikler

de buradan aym (HL ve AK
kenarlarint  gosteriyor).  Sonug
alanlar aymm (ABC ve HGB

ticgenlerini kastediyor)!

ABC ve HGB
ucgenlerinin
yiikseklikleri esittir.

HLB ve AKB dik
licgenleri estir.

W: Es ticgenlerde esit agilar
kargisindaki kenarlar esittir.

D4_ :C3 _— C4

l

W: Es tiggenlerde esit agilar
kargisindaki kenarlar esittir.

Dg: ABC ve HGB tiggenlerinin yiikseklikleri esittir.
Cs: ABC ve HGB ii¢genlerinin alanlar esittir.

ABC ve HGB ABC ve HGB
ticgenlerinin S ticgenlerinin
yiikseklikleri esittir. /I\ alanlar esittir.
W: Alan formdli
Ds=C4 | —— Cs

l

W: Alan formuli

dediiktiftir. ~ Ogrenciler bulduklari

Abdiiktif

Kanitin  yapisi

verilerden iddialarini iiretmislerdir.
argiimantasyonun ardindan yapilan dediiktif kanit basarili

olmustur.

Ogrenciler eslik kriterini hem argiimantasyonda hem de kanitlama siirecinde

kullanmaktadirlar. Iki siirecte de kullanilan kelimeler ve ifadeler genellikle aynidir (““iigenler
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estir”, “yiikseklikler esittir”, vb.). Bu sonuglara dayanarak 6grencilerin argiimantasyon ve

kanitlama siiregleri arasinda biligsel biitiinliik oldugu sdylenebilir.

Yapisal agidan ise abdiiktif yapidaki argiimantasyon ile dediiktif yapidaki kanitlama
stireci arasinda bosluk oldugu goriilmektedir. Ancak 6grenciler bu yapisal boslugu basariyla
tamamlayabilmisler ve argiimantasyondaki abdiiktif muhakeme yapisin1 kanitta dediiktif

yapiya doniistiirebilmislerdir.

Analiz 11

Bu boliimde Ceren ve Nazli’nin argiimantasyon ve kanitlama siireclerinin igerikleri ve
yapilart Toulmin modeline gore analiz edilerek karsilastirilmistir. Elde edilen sonuglar Analiz
I bolimiinde elde edilen sonuglar ile kiyaslanarak yorumlanmistir. Asagida Ceren ve

Nazli’nin ¢aligma kagitlarina iliskin goriintliye yer verilmektedir.

G

Sekil 5 Ceren ve Nazli’nin Uzerinde Cizim ve Islem Yaptiklar1 Calisma Kagidi

Analize 20 numarali ifade ile baglanmistir. Buraya kadar 6grenciler verilen {iggenin
kenarlari iizerine istenen Ozellikteki kareleri ¢izmekle ugragsmislar ve olusan yeni iiggenlerin
alanlarin1 taban uzunluklarin1 ve yiiksekliklerini Olgerek hesaplamay1 distinmiislerdir.
Arastirmaci bu noktada 6grencilere yine miidahale ederek hesaplama yapabileceklerini ancak
bunun matematiksel bir kanitin yerine ge¢gmeyecegini belirtmistir. Bu durum &grencilerin
matematiksel kanitin ne demek oldugunu ve gerekliliklerini bilmedikleri gergegini bir kez

daha ortaya ¢ikarmaktadir.

Necatibey Egitim Fakiiltesi Elektronik Fen ve Matematik Egitimi Dergisi
Necatibey Faculty of Education, Electronic Journal of Science and Mathematics Education



367 ARGUMANTASYON VE MATEMATIKSEL KANIT...
THE RELATIONSHIPS BETWEEN ARGUMENTATION...

NEF-EFMED Cilt 10, Say1 1, Haziran 2016 / NFE-EJMSE Vol. 10, No. 1, June 2016



URHAN, S. & BULBUL, A.

368

20. Nazli: Tamam simdi ne diyor? Bunlarin
alanlarim (EBF, DCI ve HGA {cgenlerini
kastediyor) ABC  iiggeninin  alan1 ile
kiyaslaymiz. Yiikseklik 6lgelim o zaman.

21. Ceren: Ya taban g¢arp1 ylikseklik boli 2
yapalim iste.

22. Nazli: Tamam, dur sunu indirelim iste bir
bakalim (CK yiiksekligini indirir). Ka¢ cm bu?
(Olger) 2.9! Simdi bunun yiiksekligi... (HAG
ucgenine yonelir) Bunun yiiksekligini nerden
indirelim?

23.  Nazli: Suradan c¢ek iste (4 kosesini
gosterir)!

24. Ceren: Tamam.

25. Nazli: Ka¢ cm?

26. Ceren: 2!

27. Nazli: Tamam dur ben de alanlarim

hesaplayayim surada...

34. Nazli: Tamam yani yaklasik olarak esit

bunlarin alanlar1. Oyle diyelim. Bitti...

42. Nazli: O zaman kanitlayalim, ne yapalim?

46. Ceren: Ya aslinda su 8’leri mi kullansak
(AG ve AB kenarlarmi kastediyor)? Baksana 8-
8? Tabanlar aynit olsun. Niye 11.3’e (HG
kenarint kastediyor) bakiyoruz ki iki saattir?
47. Nazli: Dogru!

48. Ceren: Bunlarin yiiksekligini indirelim bir
de o zaman (ABC ve HGA (cgenlerini

kastediyor) cizelim.

55. Nazli: Ya yiikseklikler de esit iste (6lcerek)

ama nasil diyecegiz onu? Olgmeden...?

¢,: Ucgenlerin alanlar esittir.
D,: Uggenlerin tabanlari aynidur.

Ucgenlerin yiikseklikleri aynidir.

Muhtemelen - .
ticgenlerin Ucgenlerin
tabanlar1 ve _ alaplgn
yikseklikleri esittir.
esittir. T
Alan formuli
Dl: ? Cl

W: Alan formuli

Ogrencilerin  dlgme yaptigi ve dlgiim

sonuglarina gore tiiggenlerinin alanlarmi esit
bulduklar1 bu kisim argiimantasyon siirecini temsil
etmektedir. Bu siirecte iddia, veri tamimlanmadan
once ortaya konuldugu ve gozlenen bir gergekten
baslayarak iddianin yapimini saglayan bir ¢ikarim

yapildig1 i¢in argiimantasyonun yapisi abdiiktiftir.
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devam edilmektedir. Ogrenciler buraya kadar

yiiksekliklerin esit oldugunu gostermek icin ¢esitli yollar denemislerdir. Bu boliimde soz

konusu yiiksekliklerin esit oldugunu gostermek icin eslik kriterini  kullanmaya

calismaktadirlar.

71. Ceren: Suradaki dik iiggenlerden bir sey
cikar m1 (AKC ve AJH kuguk dik
ucgenlerini gosteriyor)? Bak aslinda 90°nin
karsis1 burada 4 (AKC Uggenini gosteriyor),
bunda da 4 (AJH ucgenini gosteriyor)!

72. Nazli: Bunlar da esit olmaz mi1 0 zaman
(HJ ve CK yiuksekliklerini gosteriyor)?
Pisagor’dan m1 bulsak?

73. Ceren: O zaman yine o6l¢lime girer
ama... Olgmek falan gerek yani, direk
cetvelle 6lgmek gibi olacak. Bagtaki gibi...
74. Nazli: Agilara bir sey diyelim...

82. Ceren: Z falan var aslinda. Paralellik
yok mu surada (IM ve LC kenarlarini
gosteriyor)? Acilardan gitsek?

83. Nazli: Cok karist1. Burasi 4, burasi da 4.
Hipoteniisler aynu.

84. Ceren: Ya bence ayni bunlar da esit iste.
90°lerin karsis1 ayni. Bunlar da ayni olur.
85. Nazli: Bence de. Ayni goriiniiyor zaten,
belli yani.

86. Ceren: Sunlarin alanlarini artyorduk biz

(ABC ve HGA lggenlerini gosteriyor)...

C5;: ABC ve HGA {iggenlerinin yiikseklikleri esittir.
D5: AKC ve AJH kiigiik dik liggenleri estir.

o _— ticgenlerinin
. Kiigok dik yitkseklikleri
licgenleri estir. /I\ esittir.
Eslik
kriteri
Dy:? _— Cs

T

W: Eslik kriteri

Bu gruptaki Ogrenciler diger grubun aksine,
argimantasyon siirecindeki abdiiktif yap1 ile kanit
siirecindeki dediiktif yapi arasindaki yapisal boslugu
dolduramamiglardir. Argiimantasyon siirecinden kanit
stirecine gececekleri kritik noktaya kadar gelmigler
ancak matematiksel olarak kicuk dik uggenler
arasindaki esligi kuramamiglardir. Bu dik liggenlerin es
olduklarin1 varsayarak devam etmisler; kendilerini
spontane devam eden arglimantasyon siirecinin akigina

birakmisglar ve dediiktif kanit yapamamuislardir.
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Bu oOrnekte arglimantasyon ve kanitlama siirecleri arasindaki yapisal siirekliligin
Ogrencilerin kanit yapmasini engelledigi goriilmiistiir. Bu durumun en Onemli sebebi,
ogrencilerin iddialarin1 matematiksel teoremlere ya da daha Onceden bildikleri kurallara
dayandirmadan yalnizca, varsayimlar iizerinden dogrulamaya c¢aligmalaridir. Dediiktif bir
kanit siireci goriilmedigi igin argiimantasyon ve kanitlama sirecleri icerik agisindan

karsilastirilamamustir.

Sonug ve Tartisma

Bu c¢alismada bir geometri problemi kullanilarak lise son smf Ogrencilerinin
arglimantasyon ve kanitlama siirecleri arasindaki iliskiler igerik ve yapi yoniinden Toulmin
modeline gore analiz edilmistir. Elde edilen sonuglar Pedemonte (2001; 2003; 2007a)’nin

calismalarinda elde ettigi sonuglar ile paralellik géstermektedir.

IIk grubun analiz sonuglarina gére, 6grencilerin hem argiimantasyon hem de kanitlama
sireclerinde benzer dilsel ve matematiksel 6geler kullanarak iki siire¢ arasinda bilissel
biitiinliik kurduklar1 goériilmiistiir. Yapisal agidan ise 6grencilerin argiimantasyon siirecinde
kullandiklar1 abdiiktif yapiyi, kanitlama siirecinde dediiktif yapiya doniistiirebildikleri
saptanmistir. Bu baglamda, iki silire¢ arasinda igerik agisindan biligsel biitiinliik oldugu ancak

yapisal siireklilik olmadigi sonucuna ulasilmistir.

Ikinci gruptan elde edilen verilerin analizinde ise &grencilerin argiimantasyon
stirecindeki abdiiktif yapiy1 kanitlama siirecinde dediiktif yapiya doniistiiremedikleri ve iki
stire¢c arasinda yapisal siireklilik kurduklar1 goézlenmistir. Bunun bir sonucu olarak
ogrencilerin kanitlama siirecini tamamlayamadiklart gériilmiistiir. Bu 6grencilerin, iddialarini
desteklemek ic¢in eslik kriteri gibi bazi matematiksel dayanaklar kullanmak yerine,

diisiindiiklerinin dogru oldugunu varsayarak ilerlemeyi tercih ettikleri goriilmiistiir.

Sonug olarak, Pedemonte (2001; 2003; 2007a)’nin elde ettigi bulgulara paralel olarak
bu calismada da gorilmiistiir ki, geometri alaninda kanit yapmaya calisan Ogrenciler,
argimantasyon ve kanitlama  siliregleri  arasindaki yapisal boslugu  doldurup,
argimantasyondaki  abduktif  yapiyr  kanitlama  siirecinde  dediiktif  yapiya
doniistiirebildiklerinde kanitlama siirecini tamamlayabilmektedirler. Ancak bu iki sureg
arasindaki yapisal boslugu dolduramayan 6grencilerin kanitlama siirecini tamamlayamadiklari

gorilmektedir.

Argiimantasyon siireci genelde abdiiktif yapida iken; kanitlama siireci dediiktif yapi

gerektirmektedir. Bu baglamda argiimantasyon ve kanitlama siiregleri arasindaki muhakeme
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tarzinin yapisi ile ilgili bir fark olugsmasi ve argiimantasyondan kanitlama siirecine gecerken
genellikle bir yap1 degisikligi yapilmasi durumu ile kars1 karsiya kalinmaktadir. Bu durumda
ogrencilerin iki siire¢ arasindaki yapisal boslugu doldurarak argiimantasyon siirecinde
kullandiklar1 abdiiktif yapiy1, kanitlama siirecinde dediiktif yapiya ¢evirmeleri gerekmektedir.
Ancak bunu yapamayan ve arglimantasyon siirecindeki abdiiktif muhakeme tarzini kanitta da

devam ettiren 6grencilerin kanitlama siirecinde zorlandiklar1 goriilmektedir.

Her iki grupta da sireci kaydeden arastirmacinin uyarilar1 olmasa, dgrencilerin sekil
tizerindeki 6lgme sonuglar ile hesap yaparak, kanitlama siirecini tamamladiklar1 yanilgisina
diisecekleri dikkat ¢gekmektedir. Uyariya ragmen hesap yaparak devam etme konusunda israr
eden Ogrenciler, kanitlama siirecinin bu sekilde tamamlanmasinin miimkiin olmadigini
duyduklarinda sasirmiglardir. Bu durum, lise son simif 6grencilerinin kanitlama siirecinin
gerekliliklerini heniiz bilmedikleri ger¢egini ortaya ¢ikarmaktadir. Bu sonug, Weber (2001)’in
degerlendirmeleri ile paralellik gostermektedir. Weber (2001)’e gore, bazi Ogrenciler
matematiksel kanitin nasil yapildigint ve kanitlama siirecinin neler gerektirdigini
bilmemektedirler. Bu 6grencilere gore, bir teoremin ya da ifadenin kanitin1 yapmak, bu

ifadenin ya da teoremin bir veya birkag¢ 6rnek iizerinden dogrulugunu gostermekten ibarettir.

Benzer analizlerin bu kez cebir 6grenme alanina iligkin bir ifadenin ya da teoremin
kanitlanmasina iliskin olarak yapilmasi onerilmektedir. Cebir alaninda argiimantasyon ve
kanitlama siireclerinin icerik ve yap1 yoniinden analiz edilmesi ve karsilastirilmasi, sonuglarin
geometri alaninda elde edilen sonuglarla kiyaslanmasi yararli olacaktir.

Argumantasyon siirecinin matematiksel kanit yapmaya etkisini degisik yonleriyle ele
alan ¢alismalarin, 6grencilerin kanitlama siirecine iliskin yasadiklar1 zorluklari belirlemeye ve
bu zorluklara ¢oziim iretmeye katki saglayacagi diisiiniilmektedir. Ayrica bu kapsamdaki
caligmalar, okullarda kanit 6gretiminin daha bilin¢li yapilmasi ve 6gretmenlerin 6grencilerini
matematiksel kanit yapma siirecinde daha saglikli yonlendirmeleri adina 6nemli ipuglari

sunacaktir.
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