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One Cikanlar

« Brenke tipli operatorlerin yeni bir genellemesi elde edilmistir.
« Literatiirde olan modiiller yardimiyla yaklasim hizi elde edilmistir.

[STILISHIAIND

Makale Bilgileri Oz

Bu ¢alismada, Szdsz operatorlerinin genellemelerinden biri olan Brenke tipli polinomlar kullanilarak yeni
Gelis:25/02/2022 bir modifikasyon olusturulmustur. Yeni olusturulan bu modifikasyon operatériiniin dncelikle Korovkin
Kabul: 08/04/2022 teoreminin kosullarini sagladigi gosterilmistir. Daha sonra yaklasim hizi, klasik ve ikinci mertebeden
stireklilik modiilii ve de Lipschitz sinifindan fonksiyonlar yardimiyla hesaplanmigstir.
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Approximation Properties and A New Class of Linear Positive Operators Defining with the Help of
Brenke Type Polynomials

Highlights
* A new generalization of Brenke type operator have been acquired.
* Helping with moduls in the literature, the rate of convergence has been acquired.

Article Info Abstract

On this paper, a new modification have been introduced using Brenke type polynomials which is a
generalization of Szdsz operators. Firstly, it is shown that the new type modification operator has been
provided the properties of Korovkin’s theorem. After that, the rate of convergence has been figured out via
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1. GIRIS

Yaklasim teorisinde, Korovkin teoremi onemli bir rol oynamaktadir ve yaklagim siirecleri fonksiyonel
analiz, harmonik analiz, 6l¢ii teorisi, kismi diferensiyel denklemler ve olasilik teorisi ile ilgili bircok
problemde dogal bir sekilde ortaya ¢ikmaktadir. Bu tiir operatdrlerin en kullanigh 6rneklerinden biri Szész
operatoriidiir.

Szész lineer pozitif operatorii, Szasz [1] tarafindan

> (nx)k (k)

k7 \n

Sp(fix) =e™ €y
k=0
tanimlanmistir. Burada x > 0 ve f € C[0, o) seklindedir. Ayrica, bu seri yakinsaktir. Birgok yazar, Szasz

operatdriiniin bagka 6zelliklerini de aragtirmigtir [2,3].

Jakimovski ve Leviatan [2], Appell polinomlar1 yardimiyla (1) ile verilen Szasz operatorlerinin bir
genellemesini elde etmistir. |z|[<R (R>1) diskinde

[o¢]

9@ = @k, (@ # 0)
k=0
bir analitik fonksiyon ve g(1) # 0’dir. Appell polinomlarinin iireteg¢ fonksiyonu pj (x) olmak iizere, x >
0 i¢in pg (x) = 0 iken

ge = put
k=0

seklindedir. Jakimovski ve Leviatan [2]

R0 =5 S peworr () @
k=0

lineer pozitif operatoriinii tanimlamistir ve bu operatdriin yaklagim ozelliklerini vermistir. Kolayca

k
gortilebilir ki, g(z) = 1 ve py(x) = % secilerek (1) ile verilen Szasz operatérii elde edilir.

Ismail [3], Sheffer polinomlarini kullanarak Szasz ve Jakimovski ve Leviatan operatorlerinin farkl bir

genellemesini tanimlamistir.
(00}

A(z) = Z a,z%, (ag % 0)

k=0
H() = ) hya, (b, # 0)
k=0

burada a; ve hy, |z| < R (R > 1) diskinde analitik fonksiyonlardir.

A(t)eXH® = Z POtk Jt| <R
k=0

ile tanimlanan esitlik icin

i) x € [0, ) igin pi(x) =0,

i)A(1) #0ve H'(1) =1

kosullar1 saglanmaktadir.

Ismail [3], T,, lineer pozitif operatorlerinin n € N igin
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T (i )= ::f)mzpkmx)f( ) ®

seklinde tanimini vermistir ve yaklagim 6zelliklerini aragtirmistir.

ux _—

Sonug 1. H(t) =t igin, tirete¢ fonksiyonlar1 g(u)e ¥% o P()uF ye dondiigiinden, (3) ile tanimli
operatoriin (2) ile verilen operatore indirgendigi rahatlikla goriilebilir.

Sonug 2. (3) ile verilen operatorde H(t) =t ve A(t) = 1 segilirse, bu defa (1) ile tanimlanan Szasz
operatorii elde edilecektir.

Varma ve arkadaglar1 [4], Brenke tipli polinomlar yardimiyla L,(f;x) lineer pozitif operatoriinii
olusturmustur. Brenke tipli polinomlar asagida verilen formda iirete¢ fonksiyonlarina sahiptir

A(O)B(xt) = Z P Ok,
k=0

Burada A ve B analitik fonksiyonlardir:

[oe]

A(t) = Z at",ay %0,

r=0
B(t) = Z byt™, by # 0
r=0

ve py(x) asagidaki agik ifadeye sahiptir:

() =Xk o ap_byx”, (k=10,12,..).
Asagidaki ifadelerin gerceklendigi kabul edilmektedir:

b
kTT
l)A(l) O () —_ ] — — ] 1t bl ) )

it) B: [0,0) — (0, ).
Varma ve arkadaglari [4], x = 0, f € C[0, o) ve n € N igin

1 - k
Lo(f;x):= mkzopk(nx)f (E) 4)

operatoriinii tantmlamigtir.

Bu sekilde baslangi¢ diisiincesi Szasz (1) operatorleri olup, yapilan genellemeler yardimiyla daha genel
operatdrlerin elde edilmesi devam etmistir. Bu genellemelerden bazilar1 [4-17] calismalarda detayli olarak
verilmistir. Benzer diisiince baska operator genellemeleri igin de diistiniilebilir.

Bu ¢aligmada ise, Brenke tipli polinomlar yardimiyla asagidaki lineer pozitif operator tanimlanmisgtir:

Lk
R )

burada x € [0, ), n € N, 7(x) fonksiyonu x = 0 i¢in 7(0) = 0, 7(1) = 1, 7'(x) > 0 kosullarini saglayan
stirekli tiirevlenebilir bir fonksiyondur. Ayrica

Ly (f5x):=

p;rl,k(x) = ZL(:O ak_rer(X)T, (k = 0,1,2, ) (6)

seklindedir. Uretec fonksiyonun tanimi ise su sekildedir:
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n = n
A(t)B (—T(x)t) = Z Phk (— x) tk. (7)
by, " \by
k=0
Sonug 3. (5) ile verilen operatorde, B(t) ve A(t) fonksiyonlarinin 6zel olarak segilmesi durumunda (5)
operatori, (1), (2), (3) ve (4) ile verilen operatorlere indirgenir.
2. YAKLASIM OZELLIKLERI

Bu kisimda, (5) ile verilen operator i¢in temel teoremlerin kanitlarinda kullanilacak olan baz1 6zellikler
verilecektir.

Lemma 1. Her x € [0, o) i¢in

L7 (1x) =1, €))

B’ <blr(x)> b
n n (1)
L+ 2
n n A(1)
B <E T(X)>
B" (bir(x)>
B <% T(x)>

b2 A'(1)+A"(1D)
n2 A1)

B'" <% T(x)>
B <% T(x)>

p2 (AL + 6A'(1) + 34" (1))B’ (}%r(x))

T

)

L(t;x) =

p (AQD) +24'(1)B' <%T(x)>
T(x)? + —

7(x)

LY (1% x) =

A(1)B (bir(x)>
(10)

, (A +A4'(1)B" (i T(x)>

Lh(t3x) = 3(%) + 3771 72(x)

A(1)B <bir(x)>

7(x)
A(1)B (bl T(x)>
b3 A'(1) + 34" (1) + A" (1)
n3 A(D) ’

(11)
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B® (% T(x)>
B <%T(x)>

p2 (TA(1) +184'(1) + 64"(1))B" <blr(x)>

n

5 (34(1) +24'(1))B" (%T(x))
T(0)*+ 2 f

Lh(tx) = 3 (x)

A(DB (blr(x))

2 (x)

A(1)B <blr(x)>

p3 AQD +144'(1) + 184 (1) + 44" (1)) B’ <blr(x)>

= 7(x)
n n
A(1)B <b—r(x)>
N bEA' (1) +74"(1) + 64" (1) + A®(1)
n* A(D)
esitlikleri gergeklenir.

(12)

Lemma 2. x € [0, o0) i¢in asagidaki merkezi momentler elde edilir:

B’ <%T(X)> -B <%T(X)>

B (bl T(x)>
L7 ((2(t) = T(x))% x)

B" <bir(x)> — 2B’ (bir(x)> + B <b£T(x)>
_ n n n T(x)z
B <bir(x)>
, A(DB’ <%T(x)> +24'(1) <B’ <%T(x)> —B (%T(ﬂ))

w .
A()B (E T(x)>

by A'(D)

L7 (t(t) —t(x); x) = w A

T(x) +

(13)

+ T(x)

b2 A'(1) +4"(1)

n? A1) 14
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La(((®) = 7())*% %)
B® (:—n‘r(x)> —4B"" <%T(x)> +6B" <%T(x)> — 4B’ (%mo) +B (%mo)

= T(0)*

B <%T(x)>
b, 1 n n n
+2— 3A(1) <B”’ <b—r(x)) — 2B" (b—r(x)> + B’ (b—r(x)>>
" A()B (blr(x)> n n n
+24'(1) (3"' (;l—nr(x)> — 3B" <:—nr(x)) +3B' (:—nr(x)) B (%T(x)>>>‘r(x)3
b2 1 n n
+—= A(1) <7B” <—T(x)) — 4B’ (—T(x)))
n n bn bn
A(1)B (Zr(x)> (
+ A1) (183” <bﬁr(x)) —24B' <bir(x)) + 6B (bir(x)>>
n n n
+ A" (1) <6B” (b_ T(x)> —12B’ (b_ T(x)> + 6B <b—r(x))>> 7(x)?
3
+ % 1n A(DB <:—nr(x)) +A'(1) (143' (;l—nr(x)> — 4B <:—nr(x)>>
n n n n
+A"(1) (183’ (b—r(x)> —12B <b—r(x))> + 44" (1) (B’ (b—r(x)) -B (b_ T(x)>>> T(x)

bEA'(1) + 74" (1) + 64" (1) + AW (1)
T A(1) ' (15)

Teorem 2. f € C[0,0) N G ve

LBO L BO) g

MEe - BBEO) (16)
: by

lim b, = cove lim —=0 (17)

n—>oo n—-oo N

limitleri gergeklensin.
L%, operatorleri [0, a] (a > 0) kompakt alt araliginda f fonksiyonuna n — oo i¢in diizgiin yakinsar. Yani
rlll_r>r010 Lfl(ri;x) =ti(x), (i = 0,1,2) (18)
saglanir. Burada
G = {f:Vx € [0,0),|f(x)| < Ke®*,K € R*,R € R}
ile tanimlanmaktadir [18].
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3. YAKLASIM HIZI

Bu boliimde operatoriin yaklagim hizi, farkli modiiller kullanilarak hesaplanmaktadir. Burada modiil olarak
klasik ile ikinci basamaktan siireklilik modiilleri ve Lipschitz sinifindan fonksiyonlar kullanilmaktadir.

Oncelikle asagidaki teoremle, yaklasim hizi klasik siireklilik modiilii kullamilarak ispatlanmaktadir.

Teorem 3. f € C[0, ) N G ise herhangi bir x € [0, a] igin,

ILL(f3 %) = (f e )] < 20(f5/8,) (19)
esitsizligi gerceklenir. Burada § = 6§, (14) ile tanimhidir.
C[0, 00) uzayi [0, c0) aralifinda siirekli olan fonksiyonlarin uzayini temsil edilmektedir [19-21].

Ispat. Operatoriin lineer olmasi ve siireklilik modiiliiniin 6zellikleri kullanilirsa

AGEI GRS €3]

1 n k
< > o (x) [ o (Bba) - o)
A(DB (}r(x)) k=0 "
1 1 C n
A(DB <b1 T(x)> k=0 "
oldugu goriiliir. Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilirsa,

r 3

© 2

kb o)
~by x| ta(f;0)

L0 = (F o D0 < 1143 > v (57) Gou =) | foro

A(DB (blr(x)> k=0 n

\
( 1
< {1+ 5 VE(@® — @B 0 0 (f: 6)

olacaktir. Burada § = §,,, (14) seklinde alinirsa ispat tamamlanir.

Teorem 4. f € Lipy (a) alalim. Bu durumda

IL(f520) = (f e 77D ()| < M(8,)° (20)
olur. Burada &, (14) seklinde secilmistir.
Lipy () ile
lf@®) = FOOl < M|t —x|®

esitsizligini saglayan fonksiyon uzay1 gosterilmektedir [22].

Ispat. L% operatorlerinin tanimi ve Holder esitsizligi yardimiyla

IL5(f5 ) = (f e T (0
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(o7 (5a) = (For )

2 n
p;rl,k (b_n x)

a 2—a

= ke 2 prk (bix) e Ly (b—x) Z
M(kZ) (ﬁbn—x) A(1B <;;T(x)>> (:Z)A(l)g <;T(x)>)

< M(LE((x(®) — ()% 2))?

elde edilir. Burada &,, := L%, ((7(t) — t(x))?; x) (14) ile elde esitlik yardimiyla alinirsa ispat tamamlanir.

1 - . n
= ( Z Prk (b_ x)

_A(l)B bir(x) k=0

ey 1 §|’<b
) nn x

A(DB b£‘r(x)> k=0

IA

Lemma 3. f € C3[0, %) olsun. Bu durumda
ILL(f520) = (F e T DI S (@) lgllc (21)

gerceklenir. Burada
B" (% T (x))

. (A(1) +24'(1))B’ <%T(x))
Yn(x) =
B <% T(x)>

HOEE

Vi (x)
A(DB <bir(x)>
b_,zlA’(l) +A4"(1)

2 A o()*

seklindedir.

Ayrica C3[0,) uzay1 ile [0,00) araliginda f,f’ ve f" fonksiyonlarmin siirekli oldugu uzay temsil
edilmektedir.

ispat. f fonksiyonunun Taylor agilim1 ve LY, operatdriiniin lineerligi kullanilirsa L}, operatorii

L(gi0) — (g 0 T )(2(0) = (g ° T (1)L (28 = 7003 %)
+2(g 0 T (@)L ((10) ~ 2(0)'sx)

ile tanimlanir. Burada

B <Zr(x)> b, A'(1)
i) =—F—< <r(x) - ) (22)
B <blr(x)>

seklindedir. Buradan Ly, operatorii

k
La(fix) = (bl v,f<x>> (F o ™ (5 ba)

i
bn n,
AMBEVIx)) &
seklinde yazilmaktadir. Simdi L, operatoriiniin merkezi momentleri elde edilecektir.
Ly(1;x) =1
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Ly (V5 x) = (x)

B" (blr(x)>

, (AQD) +24'(1))B’ <% I(x)>

(5% %) = V)2 + 22

B (%mo)
bZ A'(1) + A" (1)
n2  A(1)

B" <%T(x)>

A(1)B <bi I(x)>

. (A(D) +24'(1))B’ <%T(x)>

La((W = D)% x) = Vi) +—

B (%wo)
b2 A'(1) + A" (1)
nz  AQD)

bulunur. Yukaridaki esitlikler asagida kullanilirsa

A(1D)B <blr(x)>

—1(x)%.

1
Ly(g;x) = (g e t™) ()| < 519" leyyn(®) < ¥a(llgllc,

ispat bu sekilde ¢oziime ulasir.

Teorem 5. f € C3[0, ) olsun. O takdirde

Ly (f; %) = FOO)] < 2Mwy(f\[vn)
bulunur. Burada y,,, (22) seklindedir.

Ispat. g € C2[0, ) igin
Ly (f;x) = (f e 7)) (2(x))
< |La(f52)—Ln(g; )| +

<2f —gllcy + vn@llgllc,
<2(lIf = gllcy + va@llgllc,)

elde edilir. Yukaridaki esitsizligin her iki tarafinin da infimumu alinirsa

1L (f5 ) = (f e T D) < 2K(f57)

esitsizligi bulunur. Peetre K fonksiyoneli ve ikinci siireklilik modiilii arasindaki iligki kullanildiginda

1Ly (f;0) — (f e T D)) < 2Mwy(f,[vn),

elde edilir ki ispat tamamlanmuis olur.

CIKAR CATISMASI/CAKISMASI BiLDIiRiMi

Yazarlar arasinda ¢ikar ¢atigmasi/cakismasi bulunmamaktadir.

Vi)

Vi (x)

1
Ln(g;%) = (g et ()| < g’ IL (W7 — ) + 19" I (W = )% %)

Ly(g;x) = (g e t™) ()| + [(g e t™H)(r() = (f e T D (z(x))]
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