154 | SAU Egitim Bilimleri Enstitiisti

Makale Gonderim Tarihi: 16-02-2016 Makale Kabul Tarihi: 22.04.2016
Sakarya University Journal of Education, 6/2 (Agustos/August 2016) ss.154 171.
DOI: http://dx.doi.org/10.19126/suje.15063

Diferansiyel Denklemlerin Ogreniminde Yasanan

Zorluklar ve Alternatif Ogretim Yaklagimlari

Eyiip SEVIMLI
Oz

Bu calisma, yiiksekdgretim matematiginin 6nemli ders ve alanlarindan biri olan diferansiyel denk-
lemler igin egitim alaninda yapilan arastirmalarin bir derlemesini icermektedir. Diferansiyel denk-
lemler konusunda uluslararas1 alanda yapilan ¢ok sayida arastirma olmasina ragmen Tiirkce egi-
tim literatiirtindeki ¢alismalarin smurli olmast bir eksikliktir. Calisma kapsaminda, diferansiyel
denklemler konusunun 6grenimi siirecinde 6grencilerin yasadiklar1 zorluklar ve bu alamin 6gretimi
siirecinde kullanilabilecek alternatif yaklasimlar degerlendirilmistir. Diferansiyel denklemlerin 6g-
renimi ve Ogretimi siirecinde karsilasilan zorluklar dort baglik altinda sunulmustur. Bunlar; kav-
ramsal anlama yerine islemsel anlama, muhakeme zorlugu, kavram yanilgisi ve temsiller aras1 ge-
¢is zorlugudur. Ozellikle cebir temelli rutin hesap uygulamalari yerine diferansiyel denklemlerin
niimerik ve geometrik anlamlarimi agiga ¢ikaran sorgulayici ve teknoloji destekli yeni egilimler
paylasilmistir. Bu derleme calismasi, Tiirkge literatiire yapacagi katkinin yani sira; matematik egi-
timi arastirmacilar i¢in de bilgi ve farkindalik olusturmas: nedeniyle 6nemlidir.

Anahtar Kelimeler: Diferansiyel Denklem, Ogrenme Zorlugu, Kavram Yarulgisi, Alternatif Yakla-
simlar.

The Challenges Encountered in the Process of Learning the
Differential Equations and Alternative Teaching

Approaches
Abstract

This study contains a review of researches conducted in the area of education for differential equa-
tions, which is one of the important courses and fields of higher education in mathematics. Alt-
hough there are so many researches done in the international literature on differential equations, it
is a deficiency that there are limited researches in the Turkish educational literature. Challenges
which students experience in the process of learning the subject of differential equations and alter-
native approaches to be used in the process of teaching have been analysed in this study. The chal-
lenges encountered in the process of learning and teaching of the differential equations can be col-
lected under the four titles. These are procedural understanding instead of conceptual understand-
ing, reasoning difficulties, misconception and transitional challenges between representations. In-
stead of algebra based routine calculation module, inquiry-based and technology-supported new
tendencies which reveal the numerical and graphical meanings of the differential equations have
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been shared. This review research is important because of that it contributes to the Turkish litera-
ture and also that it creates awareness of knowledge for researchers of mathematics education.

Keywords: Differential Equations, Learning Difficulties, Misconceptions, Alternative Approaches.

1. GIRiS

Fizik, mithendislik, astronomi, ekonomi ve
istatistik gibi disiplinlerdeki gercek hayat prob-
lemlerini ifade etmek iizere kullanilan matema-
tiksel modellerde, genellikle gesitli diferansiyel
denklem tiirlerinden yararlanilir. Bu matema-
tiksel modeller iiretilirken birbirine bagh olarak
degisen biiyiikliikler (degisken) ve bir niceligin
diger bir nicelige gore degisim oranina (tiirev)
ihtiya¢ duyulur (Sezer ve Dascioglu, 2010).
Ornegin; Newton'un ikinci yasasinda F =m.a
formiilii ile gosterilen ivme degiskeni, hizin
zamana gore degisimi olarak yorumlandiginda
birinci mertebeden, mesafenin zaman gore
degisimi olarak yorumlandiginda ikinci merte-
beden bir diferansiyel denklem elde edilir.
Hem f{istelik tiirevler arasindaki iliskiyi dife-
ransiyel denklem modelleri tizerinden ¢6zmek
ve giinliik hayattaki karsiliklarin1 yorumlamak
daha kolaydir. Yukaridaki ifadelerden yola
cikarak diferansiyel denklemlerin bir veya
birden ¢ok degisken ve bu degiskenlerin tiirevi
arasindaki bagintiy1 agikladigini sdyleyebiliriz.

Diferansiyel denklemler, yiiksekogretim diize-
yinde alinan bir ders veya matematigin bir
alan1 olmakla birlikte, anlasilmasi stireci, ileri
matematiksel diistinme becerilerini gerektirir
(Artigue, 1992; Dana-Picard ve Kidron, 2007;
Rasmussen, 1997; Raychaudhuri, 2014). Her ne
kadar diferansiyel denklemlerin giinliik hayat
problemleri ¢oziimiinde 6nemli ve kullanish
oldugu belirtilse de, geleneksel 6gretim ortam-
larinda bu diisiinceyi destekleyen igerikler
sinirhdir (Kwon, Rasmussen ve Allen, 2005;
Rasmussen, 2001). Ciinkii giinlitk hayat igeri-
sindeki problem durumlarini modelleyen bir-
¢ok diferansiyel denklem tiirii igin analitik
¢oziimler mevcut degilken, klasik bir diferansi-

yel denklem dersinde genellikle analitik ¢6ziim

tekniklerinin kullanilabilecegi (kapali formlu
ve sonlu ¢6ziimlii) igeriklere yer verilmektedir
(Habre, 2000). Bilgi teknolojilerinin gelismesi
ile ortaya ¢ikan ihtiyaglar ve geleneksel 6gretim
igerigi ile giinliik hayat uygulamalar1 arasinda-
ki zayif iligkiler, diferansiyel denklemler der-
sinde reform olarak nitelendirilebilecek yeni
yaklagimlarinin arastirilmasma yol agmustir.
Ozellikle son yirmi yilda yapilan egitim aras-
tirmalarinda, diferansiyel denklemler dersinde
kullanilan geleneksel 6gretim igerik ve yakla-
simlarin sebep oldugu yamilg:t ve zorluklar
belirlenmis; bunlarin giderilmesi i¢in kullanila-
bilecek alternatif yaklasimlar tartisilmaya bas-
lanmistir (Artigue, 1992; Buendia ve Cordero,
2013; Burtch, 2005; Camacho-Machin ve Guer-
rero, 2015; Kwon, 2009; Rasmussen, 1997).
Diferansiyel denklemler dersinde giincel 6gre-
tim hedeflerine ulasmak amaciyla yapilan
yurtdis1 Olgekli arastirmalar, Tiirkiye'de yete-
rince karsilik bulmamistir. Tlgili alanda yapil-
mis arastirmalar1 derleyen Tiirkge yeterli kay-
nagm olmayis;, bu konunun Tiirkiye bagla-
mindaki yansimalarimi sinurlamis olabilir. Bu
anlamda yapilmis calismalardan birinde Arslan
(2008), diferansiyel denklemlerin &gretiminde
kullanilabilecek farkli yaklasimlar1 ve ozel
olarak nitel yaklagimlarin gerekliligini acikla-
mistir. Ogrencilerin diferansiyel denklem ko-
nularinda yasadiklar1 yanilgi ve zorluklar
uluslararas1 arastirmalar {izerinden derleyen
Tiirkge bir ¢alismanin, yiiksekogretim kademe-
sinde gorev yapan matematik egitimcileri i¢in
de farkindalik olusturacag: diisiiniilmektedir.
Calisma kapsaminda ogrencilerin diferansiyel
denklemlerin 6greniminde yasadiklar1 yanilg:
ve zorluklar belirlenmis; ayrica literatiirde bu
zorluklarin giderilmesine yonelik kullanilmasi

onerilen yaklasimlar tartisilmistir.
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1.1 Diferansiyel Denklem Kavrami ve Tarih-

sel Gelisimi

Bir takim fonksiyonlar ve bunlarin tiirevleri
arasindaki iliskiyi konu alan diferansiyel denk-
lemlerin ortaya gikisi, tiirev kavrami ile benzer-
lik gostermektedir. Diferansiyel denklem kav-
ramina iliskin ilk ¢alismalar, 17. yiizyilda, Isaac
Newton (1642-1727) ve Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) tarafindan “yercekimine
karsi viicudun hareketini” aciklamak amaciyla
yapilmistir (Upton, 2004). Daha sonraki zaman-
larda Daniel Bernoulli (1700-1782), Leonhard
Euler (1707-1783) ve Joseph-Louis Lagrange’in
(1736-1813) katkilartyla akiskanlar mekanigin-
deki problem durumlarim agiklamak icin gesitli
diferansiyel denklem sistemleri ve hesap yon-
temleri gelistirilmistir. Bu sebeple fen bilimci-
ler, diferansiyel denklemleri, fiziksel kural ve
modellerin durumunu aciklayan bir dil olarak
gormektedir (Keene, 2007). Bu kural ve model-
lere 6rnek olarak verilebilecek durumlar; rad-
yoaktif bir maddenin par¢alanmasi, siv1 yiize-
yinde olusan dalga hareketinin boyu, bir popii-
lasyonun biiylime aritmetigi ve ug¢agin kal-
kis/denge durumunda gerekebilecek hava
yakitinin kontroliinii saglayacak aerodinamik
karakterlerdir. Giintimiizde gergek hayat ile
iligkili sayisiz problem igin ¢6ziim iireten dife-
ransiyel denklemlerin ilk ortaya c¢ikis formu,
birinci mertebeden diferansiyel denklemleri

tanimlamak {izere dy/dx= f (X, y)gosterimi-

nin Newton tarafindan 1690 yilinda kullanmasi
ile baslamistir. Diferansiyel denklemlerin ilk
ortaya ¢iktig1 donemde homojen ve degiskenle-
rine ayrilabilen adi diferansiyel denklemler
tizerinde ¢alisilmus; 18. yiizyillda matematigin
fizikteki uygulama alanlarinin gelismesiyle
birlikte lineer olmayan, birden ¢ok ¢dziimii
olan kismi diferansiyel denklem tiirleri i¢in de

hesap yontemleri gelistirilmistir.

Diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde ¢ tiir

hesap yontemi goze c¢arpmaktadir Bunlar;

cebirsel, geometrik ve sayisal hesap yontemle-
ridir (Hunt, Lardy, Lipsman, Osborn ve Rosen-
berg, 2009). Bu yontemlerin kullamilmas: ile
diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerinde kulla-
nilabilecek farkli yaklasimlar ise sirasiyla anali-
tik, nitel ve niimerik yaklagimlardir (Arslan,
2008; Habre, 2000; Rasmussen, 1997). 18. yiizy1-
Iin ortalarma kadar diferansiyel denklemlerin
¢ozlimii igin kullanilan yegane yaklasim anali-
tik iken, diferansiyel denklemlerin biiyiik ¢o-
gunlugunda cebirsel hesap yontemlerinin uy-
gulanamiyor olmasi, sayisal yoOntemlerinin
gelistirilmesine neden olmustur. Diferansiyel
denklemlerin  karakteristik  davraniglarinin
geometrik olarak yorumlanabilmesi yani topo-
lojik olarak incelenmesine yonelik calismalara
20. yiizyilda baglanmustir. Ozellikle teknolojinin
son 30 yildaki gelisimine paralel olarak yiiksek
matematikte kullanilabilen bilgisayar destekli
hesaplama araglarinin da gelismesi, nitel ve
niimerik yaklagimlar ile diferansiyel denklem-
lerin daha detayli analiz edilmesine imkan
saglamistir. Bugiin {iniversite diizeyindeki
matematik dersleri dizisi igerisinde yer alan
diferansiyel denklemler, matematigin uygula-
malarmni kullanan farkli programlar igin bir 6n
gerekliliktir. Yiiksekogretim matematigindeki
Ogretim sirasina gore diferansiyel denklemler
dersi, analiz ve lineer cebir derslerinden sonra
verilmektedir. Ciinkii diferansiyel denklemler
dersindeki konularin anlasilabilmesi igin gerek-
li olan 6n bilgiler, analiz ve lineer cebir dersin-
de islenmektedir (Raychaudhuri, 2008). Mate-
matik boliimii ile birlikte fizik ve miihendislik
boliimii 6grencileri de 6grenim hayatlarmin ilk
yilinda matematik analiz dersi, ikinci yilinda
ise Diferansiyel Denklemler dersi ile karsilasir
(Rasmussen, 2001). Geleneksel smiflardaki
diferansiyel denklemler dersinde 6grencilerin,
Ogretim icerigi ve Ogretim yontemi kaynakli
bazi zorluklar yasadiklar1 bilinmektedir (Allen,
2006; Artigue, 1992; Burtch, 2005, Donovan,
2002; Duvall, 2005; Habre, 2000; Rasmussen,



1997; Zandieh ve McDonald, 1999). Bu anlamda
diferansiyel denklemlerin 6grenimi ve ogretimi
siirecinde 6grencilerin karsilastiklar1 zorluklar
ve bu zorluklarin kaynaklarna iliskin literatiir

taramasi bir sonraki baglik altinda derlenmistir.

2. DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
OGRENIMINDE VE OGRETIMINDE
YASANAN ZORLUKLAR

Diferansiyel denklemler dersinde, sonucu he-
niiz kestirilemeyen problem durumlarina ce-
vap aramak i¢in fonksiyonlarin bir veya birden
¢ok degiskene gore degisim oranlari incelenir.
Bu yoniiyle diferansiyel denklem problemleri
de tipki diger matematiksel problem durumlar:
gibi bir takim ¢6ziim stratejilerinin belirlenmesi
ve sistematik olarak uygulanmas: siireglerini
igerir. Ustelik diferansiyel denklem problemle-
rinin ¢6ziimiinde, ileri matematigin en ¢ok
zorluk yasanan iki konusu olan tiirev ve integ-
ralin uygulamalar1 dogrudan  kullanilir
(Raychaudhuri, 2008). Bu durum, 6grencilerin
diferansiyel denklem konularinda bazi yanilg:
ve zorluklar yasamasma neden olmaktadir.
Cornu (1991), oOgrencilerin yasadigr bilissel
zorluklarmn ii¢ nedeninden s6z ederken bunlari
epistemolojik, psikolojik ve pedagojiye yonelik
zorluklar olarak siralamaktadir (akt. Zembat,
2010). Epistemolojik zorluk, kavramin dogasini;
psikolojik zorluk O6grenen bireyi; pedagojik
zorluk ise 6grenme siirecini konu edinir. Dife-
ransiyel denklemler dersinde bu tig tiir zorlu-
gun her biri igin gesitli drneklerle karsilasmak
miimkiindiir. Diferansiyel denklem ifadelerin-
de kullanilan notasyonlarin karmasik yapisi,
epistemolojik; bireyin muhakeme zorluguna
veya smirli kavram imajina sahip olmasi, psi-
kolojik; kavramsal bilgi ve disiplinler arasi
iliski gerektiren igeriklere Ogretim siirecinde
yeteri kadar yer verilmemesi, pedagoji kaynakli

zorluklarin olusmasina neden olabilir (Allen,
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2006; Donovan, 2002;
Raychaudhuri, 2014). Diferansiyel denklemle-

rin 6grenimi ve ogretimi siirecinde karsilasilan

Rasmussen, 2001;

zorluklar, kaynag1 ve sahadaki 6érneklerine yer
verilmek suretiyle; kavramsal anlama yerine
islemsel anlama, muhakeme zorlugu, kavram yaml-
gist ve son olarak da temsiller arasi gecis zorlugu

bagliklar1 altinda degerlendirilmistir.

2.1 Kavramsal Anlama Yerine Islemsel Anla-

ma

Anlamanin dogasinda yer alan kavramsal bilgi
ve islemsel bilgi terimleri; kullanildiklari or-
tam, konu ve baglama gore farkli anlamlara
gelebilmektedirler. Matematik egitimine yone-
lik calismalarda gegcen bu terimlerin yerine,
teolojik-sematik bilgi, iligkisel-kuralli bilgi,
yapisal-teknik bilgi gibi farkli terminolojiler de
kullanilmaktadir (Haapasalo ve Kadijevich,
2000). Bu smiflamalarda bilgi tiirii ve dolayisiy-
la anlama siirecinin iki kutuplu yapisina dikkat
cekilmektedir. Kavramsal anlama; bir konudaki
teorik iligkileri tanimlayabilme, aciklayabilme,
yorumlayabilme ve kanitlayabilme gibi ileri
matematiksel diisiinme siireglerini gerektirir-
ken, islemsel anlama; kural, algoritma, formdil,
islem veya prosediirleri bilme, uygulama ve
hesaplama 0zelliklerini igerisinde bulundur-
maktadir (Haapasalo ve Kadijevich, 2000; Hie-
bert ve Carpenter, 1992). Kavramsal ve islemsel
bilgiyi, birbirini tamamlayan iki degisken ola-
rak niteleyen Hiebert ve Carpenter (1992),
problem ¢6ziimlerindeki basarinin, her iki bilgi
tiirtine verilen agirligin dengelenmesi ile sagla-

nabilecegini vurgulamistir.

Diferansiyel denklem konu alanindaki &gren-
melerin islemsel mi yoksa kavramsal m1 oldu-
gunu inceleyen bir dizi arastirma yapilmistir.
flgili alandaki calismalar, geleneksel diferansi-
yel denklemler derslerinde kurallt 6grenmele-
rin daha baskin oldugunu ve hesap temelli
yaklagimlarin
(Arslan, 2010; Habre, 2000; Rasmussen, 2001).

benimsendigini  gdstermistir
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Rasmussen (2001), analitik yaklagimlarin bas-
kin olarak kullanildig: diferansiyel denklem
smiflarindaki 6grencilerin, problem ¢oziime
suirecinde iligkileri anlamlandirmaksizin, islem-
sel dgrenmeler gergeklestirdigini belirlemistir.
Benzer odaga sahip bir diger ¢alismada Arslan
(2010), geleneksel siniflarda diferansiyel denk-
lemler dersini alan 6grencilerin daha ¢ok kural
tabanli 6grenmeler gergeklestirdigini belirle-
mistir. Islemsel 6grenmeye dayanan bilgiler,
sadece belirli kaliplardaki (formiillerin ezbere
uygulandig1) diferansiyel denklem problemle-
rinde basarili olmay1 saglamaktadir. Geleneksel
smiflardaki diferansiyel denklemler derslerinde
ogrencilerin, islemsel akicilik ve kavramsal
anlama diizeylerini degerlendiren Rasmussen,
Kwon, Allen, Marrongelle ve Burtch (2006),
ogrencilerin rutin hesaplardaki basarisinin
iligkisel anlamadaki bagarisindan {i¢ kat daha
yiiksek oldugu sonucuna ulasmistir. Oysa
diferansiyel denklemler, tiirev ve integral alma
kurallarmin uygulandig: teknik bilgiye dayali
bir dersten daha fazlasidir. Bir diferansiyel
denklemi hesaplamakla birlikte, sonucun ne
anlama geldigini yorumlamak, kesin ¢dziime
ulagilamadig1r durumda alternatif yollar vasita-
styla yaklasik ¢oziimler tiretmek de gereklidir.
Zaten islemsel bilgilere dayali bir 6gretim,
sadece genel ¢dziimii olan ve cebirsel yontem-
ler ile ¢oziilebilen sinirh sayidaki diferansiyel
denklemler iizerinde uygulanabilir (Upton,
2004). Gergek hayattaki problem durumlar:
genellikle lineer olmayan ve analitik ¢6ziimii
bulunmayan diferansiyel denklem tiirleri ile
modellendiginden, bazi bilindik kaliplarin
ustalikla uygulanmas: kavramsal anlamay:
garanti etmez (Arslan, 2008). Geleneksel smif-
lardagercek hayat problemlerine ¢ogu kez yer
verilmez ve analitik yaklagimlar ile ¢oziilebilen
Ogretim igerikleri sunulur. Bu sebeple gelenek-
sel paradigmaya gore yapilandirilmis ders
kitaplarin da kavramsal anlama yerine kurall

ogrenmeleri destekledigi vurgulanmaktadir

(Habre, 2000). Ornegin verilen birkag denklem
arasindan homojen olanin bulunmas: bilgi
basamagin gerektirirken, homojen olmayan bir
diferansiyel denklemin yazilmasi kavrama
basamagmi gerektirir. Habre'ye (2000) gore
diferansiyel denklemin tipini belirlemek, denk-
lemin karakteristik &zelliklerinin farkindalig
i¢in 6nemlidir ve islemsel bilgiden kavramsal
bilgiye gecilememesinin oniindeki en belirgin
engel, Ogrencilerin diferansiyel denklemleri
¢0ziim tiirlerine gore smniflayamamasidir. Asa-
g1da her iki bilgi tiirii i¢in de birer 6rnek payla-
silmistir. Islemsel bilgi kullanimini gerektiren
ilk 6rnekte bir baslangi¢-deger problemi igin
belli kosullara gore ¢6ziim aranirken; kavram-
sal bilgiyi destekleyen ikinci 6rnek ise mertebe,
keyfi sabit ve baslangi¢c-deger kavramlar ara-
sindaki iligkilerin ac¢iklanmasini gerektirmekte-
dir.

Ornek 1: %:(j)yﬂx_l)difemnsiyel denklemi-

X X
nin () =11 baslangi¢ kosulunu saglayan bir ¢ozii-

miinii bulunuz?

Ornek 2: Ugiincii mertebeden lineer ve homojen bir
diferansiyel denklemin c¢oziimiinde kag adet keyfi
sabit elde edilir ve bu sabitlerin belirlenebilmesi icin

kag baslangi¢ degerine ihtiyag vardur, agiklayiniz?

Ogrencilerin kavramsal anlamay1 gerektiren
diisiinme siireglerinde zorluk yasamalari, kav-
ram imajlarindaki smurlilik ile de agiklanabilir
(Allen, 2006; Donovan, 2002; Rasmussen, 2001).
Bu ¢ikarimi destekleyen calismalardan birinde
Donovan (2002), yiiksek basarili 6grencilerin
kavram semalarinda diferansiyel denklemlerin
“coziilmesi beklenen bir fonksiyon” olarak karsilik
buldugunu belirtmistir. Ozellikle, birinci mer-
tebeden diferansiyel denklem ¢oziimlerinin
daha kolay anlasilmasi igin 6grencilerin kav-
ram semalarinin gelistirilmesi gereklidir (a.g.e).
Diferansiyel denklemlerde (6rn:
a,y™+a,,y"V +. .+ay +a,y=Q(x) seklindeki

yapiya sahip olan yiiksek mertebeden lineer



"1

diferansiyel denklemler) “y” notasyonuna
iliskin kavram imajlarimi inceleyen Rasmussen
(2001), ¢oklu imaja sahip olan ogrencilerin
iligskisel diisiinebildigini belirlemistir. Calisma
sonucunda ortaya ¢ikan imajlar “degisken” ve
“bilinmeyen” olup; “y” notasyonunu “degisken”
olarak yorumlayan 6grenciler, dinamik sistem-
leri diferansiyel denklemler ile daha kolay
agiklayabilmis; “y” notasyonunu “bilinmeyen”
olarak yorumlayan ogrenciler ise egim alani
grafiginde cizilen egrileri dogru yorumlaya-
bilmislerdir (a.g.e). Kavram imajlari ile birlikte
bilginin zihinde isleme siirecinin belirlenmesi
de anlama tiiri hakkinda bilgi verebilir. Whi-
tehead ve Rasmussen (2003), diferansiyel denk-
lem sistemlerinin kavramsal olarak gelistiril-
mesi slirecini, zihinsel iglemlerin kullanilmasi
ile agiklamaya calismistir (akt. Allen, 2006).
ilgili arastirmada, zihinsel islemler ile degisim
orani, nicellestirme ve fonksiyon-degisken
semalar1 arasindaki etkilesime atif yapilmuis,
diferansiyel denklem problemlerinin ¢ziimle-
rinde Ogrencilerin karsilastiklar1 zorluklarin
genellikle “zayif kavramsal iligkiler” ytiziinden

kaynaklandigina dikkat ¢ekilmistir.
2.2 Muhakeme Zorlugu

Muhakeme; bir problem durumunun ¢6zii-
miinde akilcal bir sonuca ulasmak icin ortaya
konan iliskilendirme, argiiman gelistirme,
dogrulama ve ispatlama gibi cabalarin sistema-
tik biitiiniidiir (Brousseau ve Gibel, 2005). Tleri
matematik konularinda muhakeme, daha ¢ok
ispat yapabilmek icin gerekli bir 6n beceri ola-
rak goriilmekle birlikte, aslinda diger tiim
matematiksel becerilerin kullanildig: ve kisiye
gore farklilik gosteren bir tiir matematiksel
diisiinme sistemidir. Bu baglamda diferansiyel
denklem problemlerinin ¢6ziimlerinde uygula-
nacak stratejilerin belirlenmesi i¢in kural bilgi-
sine sahip olmak onemlidir, ancak ¢oziimiin
degerlendirilmesi ve dogrulanmas: i¢cin muha-

keme becerisine de ihtiyag vardir (Upton, 2004).
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Diferansiyel denklem konu alaninda 6grencile-
rin yasadiklar1 muhakeme zorluklar1 genellikle
modelleme siireci kaynaklidir. Bir¢ok ¢alisma-
da bir giinliik hayat probleminin diferansiyel
denklemler yardimiyla modellenmesi siirecin-
de veya diferansiyel denklem ile modellenmis
bir problem ¢éziimiiniin yorumlanmasi siire-
cinde 6grencilerin yasadiklar1 zorluklara dikkat
cekilmektedir (Allen, 2006; Duvall, 2005; Kwon,
2009). Ozellikle, dinamik sistemlerin model-
lenmesi siirecinde diferansiyel denklemlerden
yararlanilir ve bu sistemlerde, bir degiskenin
diger bir degisken tizerindeki (zamandaki
degisime gore) etkileri, parametrik bilesenler
iizerinden aciklamir (Keene, 2007). Ornegin,
ayn1 yasam alanini paylasan iki hayvan popii-
lasyonu dikkate alindiginda, bir tiiriin sayisin-
daki degisim diger tiirii etkileyecektir ve popii-
lasyonlarin degisim oranlarinda barmnma ve
beslenme ihtiyac1 gibi bazi degiskenler belirle-
yici role sahip olacaktir. Bu sebeple diferansiyel
denklem problemlerinin ¢6ziimiinde en ¢ok
ihtiya¢ duyulan muhakeme tiirii parametrik
muhakemedir (Allen, 2006). Parametrik muha-
keme bir niceligin zamana gore degisiminin
diger nicelikler tizerindeki etkilerini yorumla-
ma ve nicelikler arasinda iligkili oranlar kurma
yetenegidir. Ilgili arastirmalar, parametrik
muhakeme yeterligine sahip olmayan &grenci-
lerin, dinamik sistemlerin modellendigi dife-
ransiyel denklem problemlerini ¢dzmekte de
zorluk yasadiklarini ortaya koymustur (Duvall,
2005; Keene, 2007). Ciinkii zamana gore degi-
sim oranimnin yorumlanmasi anlamina gelen
parametrik muhakeme, ger¢ek hayat problem-
lerini diferansiyel denklemler ile ¢6zebilmek
igin bir ara¢ olarak kullanilmaktadir. Paramet-
rik muhakeme yapabilen dgrenciler, yiiksekog-
retim matematigindeki iligkili oranlar problemi
iizerinde cebirsel ve geometrik olarak diisiine-
bilirler (Allen, 2006).

Geleneksel siniflardaki 6grenciler, muhakeme

becerisi gerektiren diferansiyel denklem prob-
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lemlerinde zorluk yasayabilmektedir. Yiiksek
mertebeden diferansiyel denklemleri kolayca
hesaplayabilen bir¢ok 6grencinin, diferansiyel
denklemlerin yapi taglarindan olan degisken ve
parametre gibi kavramlar1 aciklayamadiklar1 ve
problem ¢6zme siirecindeki roliinii yorumla-
yamadiklar1 belirlenmistir (Allen, 2006). Dife-
ransiyel denklemlerdeki muhakeme siirecini
soyutlama basamaklar1 (i¢sellegtirme-
yogunlastirma-yeniden diizenleme) {izerinden
degerlendiren Duvall (2005), degisken ve pa-
rametre kavramlar1 {izerine yogunlasmistir.
Calisma sonuglari, parametre kavramma yone-
lik anlama diizeyi “yogunlastirma” seviyesinde
olan &grencilerin; tiirev-egim iliskisini anlama,
parametre ve fiziksel degisimleri iliskilendir-
me, degiskenleri bir nesne gibi kullanma ve
farkli temsiller aras1 doniisiim yapma becerile-
rine sahip oldugunu gostermistir. Diger yan-
dan, parametre kavramina yonelik anlama
diizeyi “igsellestirme” seviyesinde kalan dgren-
cilerin, parametre ve fiziksel degisim arasinda
iliski kuramadig1 belirlenmis, degisken ve
parametreleri ayirmakta zorlandiklar1 goézlen-
mistir. Diferansiyel denklemlerde parametrik
muhakemeden yalnizca baglamsal yapili prob-
lemleri ¢6zmek icin degil ayrica formel yapili
problemleri anlamlandirmak icin de yararlani-
lir. Ogrencilerin parametrik diisiinme bagla-
minda yasadiklar1 eksiklik, diferansiyel denk-
lemlerin cebirsel formlarinin anlamlandirilma-
sni  da olumsuz etkileyebilir. Omegin,
dy seklinde verilen lineer

a:V(t):mt+-5,(me IR)

diferansiyel denklemde m parametresinin degi-
sen degerlerine karsilik V dogru ailesinin farkli-
lastigina dikkat ediniz. Bu diferansiyel denk-
lemin, serbest diisiime hareketini modelledigi
diistiniiliirse (hava direncinin ihmal edildigi
durumda) cismin serbest diisiime hareketinin
y =V '(t)=m parametresinin kendisi oldugu
acgikca goriilmektedir. Bu Ornekte, bagimsiz

degisken ve parametredeki degisime gore dife-

ransiyel denklemin genel ¢6ziimii de farklilas-

maktadir.

Diferansiyel denklemler dersinde &grencinin
bilgi semasinin sarsilmasiyla yeni iliskilerin
kurulmasini saglayacak problem durumlarin
kullanmak yerine, tek ¢6ziim yolu ile kesin
cevaba ulastiracak nitelikteki igeriklerden ya-
rarlanmak, gercek¢i bir muhakemenin ortaya
¢ikmasi oniindeki engellerdendir (Habre, 2000;
Kwon, 2009; Rasmussen, 1997). Bu baglamda
ogrencilerin muhakeme siirecinde yasadiklar
zorluk, ogretim siirecinde yararlanilan kaynak-
lar ve Ogreticilerin tercih ettikleri drnekler ile
iliskili olabilir. Ornegin Lithner (2004), yiiksek
matematik derslerinde tercih edilen Ornekleri,
igeriginde yer alan muhakeme tiiriine gore
degerlendirmis; calisma sonuglari, Orneklerin
onemli bir bolimiiniin benzer rutin iglemler
kullanilarak, algoritmik muhakeme yardimiyla

¢oziilebildigini gostermistir.
2.3 Kavram Yanilgis1

Bireyin dogru olarak kabul ettigi ancak yanlis
kavramsallagtirmalara dayanan sistematik
hatalar, kavram yanilgis1 olarak tanimlanmak-
tadir (Zembat, 2010). Diferansiyel denklemler
konusunda gozlenen yanlis kavramsallastirma-
larin bazi nedenleri; genelleme egilimi, formal
ve sezgisel bilgi catismasi ve tersinirlik karma-
sasidir (Rasmussen, 1997; Raychaudhuri, 2008).
Bu kapsamda ele aliacak olan ilk yanilgi, 6zel
diferansiyel denklemler icin gegerli olan bazi
kurallarin  genellestirilmesidir.  Diferansiyel
denklem problemlerinde genel, 6zel ve tekil
¢0zlim kavramlarinin tanimlari agik ve belirgin
olmasina karsin, bu kavramlar &grenciler tara-
findan birbiri ile karigtirilmaktadir (Rasmussen,
1997). Genelleme egilimi, denge ¢ozlimleri
bulunarak elde edilen 6zel denklemlerin, diger
tiirdeki diferansiyel denklemler igin de bir
¢ozlim olusturacagmmin diisiiniilmesidir (Zan-
dieh ve McDonald, 1999). Rasmussen’in (1997)



calismasinda ortaya ¢ikan bulgular % —t41 Ve

dy _ y-t diferansiyel denkleminin ¢oziimiinde,
dt

ogrencilerin 6zel ¢oziimlere bakmaksizin, ifa-
deleri sifira esitleyerek y=tve t=-1 igin bir
denge ¢ozlimii bulma egilimde olduklarmni
gostermistir. Buradaki yanilgi, denge ¢oziimle-
rine, diferansiyel denklemin sifira esitlenmesi

islemiyle ulagilmasidir. Oysa dy _
dt

denge ¢oztimiiniin y=t sartiyla saglanabilecegi-

y-t icin

ne karar veren 6grenci, bunun 6zel bir ¢6ziim
oldugunu aklindan ¢ikarmamalidir. Bu calis-
maya katilan 6grencilerin yaklasik yaris1 oto-
nom fonksiyonlar i¢in gegerli olan bir ¢dziimii
genellestirmislerdir (a.g.e). Denge ¢6ziim sart-
larinin otonom diferansiyel denklemler iizerine
genellestirilmesi yanilgisinin ele alindigr bir
diger arastirmada Zandieh ve McDonald
(1999), katilmalarin yaklasik tigte birinin,

dy _, Ozel ¢oztimiinii kullanarak bir denge
dt

¢oziimii belirlemeye calistigini  gozlemistir.
Allen (2006) ise 6grencilerin diferansiyel denk-
lem ¢oziimlerini fonksiyonun tamami tizerinde
diisiinmek yerine nokta, aralik ya da niimerik
degerler ile sinirladigina dikkate ¢ekmistir. Bir
kuralin, gegerli olmayan bagka bir durum iize-
rinde uygulanmas1 veya denge c¢oziimlerinin
diferansiyel denklem igin bir 6zel ¢6ziim olarak
goriilmemesi, 6grencilerin yanilgiya diismele-

rine neden olmustur.

Sezgiye dayali bilgilerin formal bilgiler ile
catismast durumuna verilebilecek en dikkat
cekici Ornek, fonksiyonlarmn duraganhg dii-
siincesidir. Ogrencilerde fonksiyonun degis-
mezligi, hareket etmezligi diisiincesi yer al-
maktadir (Duvall, 2005). Bu durum, diferansi-
yel denklemin tiim araliktaki ¢6ziimlerinin
ayni egime dogru yonelecegi seklinde bir ya-
nilg: ortaya g¢ikarmaktadir. Oysa diferansiyel
denklem kavrami, temellerini anlik degisimler

toplaminin, olaylar {izerindeki yansimalar1
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{izerine kurmaktadir. Ote yandan grafik temsil-
leri, kavramsal anlamay1 gelistirebilecegi gibi
yanlis yorumlama durumunda bilissel zorluk-
lara da neden olabilir. Bu zorlugun olusmasini
tetikleyecek diisiincelerden biri grafiklerin,
gercek durumlarin birebir yansimasi olarak
goriilmesidir. Ornegin, bir sarkacin konumunu
resmeden agi-zaman grafiginde, belirli bir za-
mandaki konumu arastiran Ogrenci, ¢oziime
grafikten birebir yararlanarak ulagsma ¢abasi ve
yanilgis1 sergileyebilir. Bu gibi 6grenen temelli
bazi zorluklar, grafik verilerinin eksik veya
yanlis yorumlanmasindan kaynaklanmaktadir.
Nitel (grafiksel) yaklasimlarda hedef, diferan-
siyel denklemlerin ¢6ziim davranislarimi gorsel
olarak resmetmektir. Bu ¢oziim grafikleri ise
ancak egim alanlarinin ¢izilmesi ile belirlenebi-
lir. Bu konuda ortaya ¢ikan iki tiir yanilg:
Habre'nin (2000; 2003) iki farkli ¢aligmasinda
sirastyla su sekilde ifade edilmektedir:

(1) Ogrencilerin biiyiik cogunluguna gore genel
¢6ziim karakteristigi bulunurken kullanilabile-
cek tek yaklasim analitiktir ve nitel yaklasimlar
sadece yerel degerler icin bir fikir verir (Habre,
2000).

Oysa birgok diferansiyel denklem probleminin
¢ozlimiinde analitik yaklasimlar kullanilmaz-
ken; nitel yaklasim, genel ¢oziim karakteristik-

lerinin tamamini igerir.

(2) Baz1 ogrenciler, ¢oztim grafiklerine ulagir-
ken egim alanindan yararlanmak yerine ilkel
fonksiyonun (diferansiyeli alinmis) grafigini
kullanir. Ciinkii 6grencilere gore egim alanlari-

n1 ¢izmek zaman alict ve zordur (Habre, 2003).

Ancak bu ¢izim (her ne kadar tiirev-ilkel fonk-
siyon grafikleri arasindaki gegis gibi goriinse
de) sadece tek ¢oziimii olan kapali fonksiyonlar
i¢in dogru sonuglar verir, oysa ¢6ziim fonksi-
yonunun birden fazla olmasi muhtemeldir.
Tiirev ve integral igleminin sadece birbirinin

tersi olarak yorumlanmasi da diferansiyel
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denklem c¢o6ziimlerinde yanlis ¢ikarsamalara
yol agmaktadir (Raychaudhuri, 2008). Ornegin
bir diferansiyel denklemin integralini alarak bir
¢6ziim elde eden 6grencinin, ilkel fonksiyonun
tekrar tiirevini alarak aymi diferansiyel denk-
leme ulagsma ¢abasi sadece y'-f(t)=0 for-
mundaki birinci mertebeden diferansiyel denk-
lemler igin gecerlidir. Bu tersinir islem,

y'—f(t,y) formu igin dogru diferansiyel denk-

lemi iiretmeyecektir. Clinkii y'—f(t,y) diferan-

siyel denklemini saglayan y—¢(t) seklindeki
tiirevlenebilir herhangi bir fonksiyon, ilgili tiim
t degerleri icin bir ¢dziim olusturabilir, ancak
diferansiyel denklemin integrallenmesi ile olast
tim ¢oziimlere ulasilamaz. Raychaudhuri'ye
(2008) gore diferansiyel denklemden ¢6ziim
fonksiyonuna gecis siirecindeki bu tiir islem
adimlari, siireglerin nesne olarak algilanmasina
yol agmaktadir ve tersi yondeki gegislerde
gegcerli sonuglara ulasilmasini engellemektedir
(Sekil 1).

-
*Tirev
*Egim
. y'
e Tiiretilmis fonksiyon

Coziim
e fonksiyonu J

«Integral
«Ilkel fonksiyon
°y

«orijinal fonksiyon )

Diferansiyel
— denklem

Sekil 1. Ogrencilerin Algiladig Stireg-Nesne ikiligi (Raychaudhuri, 2008)

2.4 Temsiller Aras1 Gegis Zorlugu

En genel anlamiyla temsiller, soyut kavram
veya sembolleri, gercek diinya icinde somutlas-
tirma yoluyla modelleme iglemi olarak tanim-
lanabilir (Delice ve Sevimli, 2016). Coklu tem-
siller, 6grencilerin matematik konularini anla-
malarini kolaylastirmasi, problem ¢oziimlerine
farkli yollardan yaklasmalarmi saglamasi ve
biligsel iliski kurmalarmma yardimci olmasi
yoniiyle birer avantaj olarak goriilebilir. Dife-
ransiyel denklemlerin sunumunda en sik kul-
lanilan ti¢ temsil tiirti denklem, grafik ve veri
tablosu olup bu temsillerin kullanilmasiyla
ortaya ¢ikan ¢6ziim yaklasimlari sirasiyla anali-
tik, nitel ve nimeriktir (Habre, 2000; Hunt ve
diger., 2009; Rasmussen, 1997).

Geleneksel siuflardaki en biiyiik zorluklar,

ogrencilerin diferansiyel denklemin cebirsel ve

grafik temsilleri arasinda iliski kuramamalari,
diferansiyel denklem ve egim alanlar1 arasinda
eslestirme yapamamalar1 ve hangi problem
tiirlerinde hangi yaklasimlarin kullanilip kul-
lanmayacaklarinin ~ farkinda  olmamalaridir
(Buendia ve Cordero, 2013; Habre, 2000). Do-
novan'in (2002), anlama-goklu temsil iligkisi
iizerine yaptig1 calismada, matematik bolimii
ogrencilerinin farkli temsiller arasinda iligki
kurma becerisi yoniiyle zayif olduklari, dife-
ransiyel denklemin genel 6zellikleri ve bicimsel
yonii ile ilgili daha ¢ok bilgiye sahip olduklar:
belirlenmistir. Diferansiyel denklem konusun-
da grafik kullaniminin kendisine ¢ok anlamli
gelmedigini belirten matematik boliimii 6gren-
cilerinin iglemsel siireclerde basarili olduklar
ancak kavram bilgisi yoniiyle yeterli olmadik-

lar1 gozlenmistir (a.g.e). Sekil 2'de verilen egim



alan1 ve diferansiyel denklem eglestirmesi et-
kinligi ile 6grencilerin temsil farkindaliklarin
degerlendiren Rasmussen (2001), 6grencilerin
temsiller aras1 gegis siirecinde genellikle basari-

I oldugunu kaydetmistir. Bununla birlikte,
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calismaya katilan alt1 6grenciden {iciiniin cebir

temsilinden grafik temsiline gegis siirecinde,
yanlis kavramsallastirmalara dayandigi (drne-
gin, tiivevin sifir oldugu yerde denge ¢oziimii var-

dir) belirlenmistir (a.g.e).
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Sekil 2. Diferansiyel Denklemlerde Temsiller Aras1 Gegis

Temsiller arasindaki gecis siirecinde karsilagi-
lan bir diger durum ogrencilerin farkli temsil
kullanimina iligkin epistemolojik inanglar1 ile
ilgilidir. Rasmussen (1997) ve Upton’un (2004)
yurittigi iki farkli calismanin ortak bulgula-
rinda, 6grencilerin grafik ve niimerik temsilleri
kullanmaktan yana goniilsiiz olduklar1 ve bu
temsillerin kullanildig1 problemleri anlamakta
da zorluk yasadiklar ifade edilmistir. Diferan-
siyel denklemin ¢dziimiinde egim yaklasiminin
gerekli oldugu problem tiirlerinde (6rnegin y' =
2y — y? diferansiyel denkleminin ¢oziimii problemi
gibi) analitik teknikleri kullanarak ¢6ziime
ulasmaya ¢alisan adaylarin basarisiz oldugu
gozlenmistir (Habre, 2000). Ozellikle analitik
yaklagimlar ile ¢oziilemeyen diferansiyel denk-
lem problemlerinde bile 6grencilerin cebirsel
temsilleri kullanmaya istekli olmalari, episte-
molojik inang faktorii ve alternatif yaklasimlara
iliskin farkindalik eksikligi ile agiklanabilir.

Sayisal hesaplama yontemlerinin kullanilabile-

cegi bir diferansiyel denklemde, yaklasik deger
bulmak icin tablo verilerini yorumlayamayan
bir 6grenci, temsil bilgisi yoniiyle eksiktir.
Ogrencilerin epistemolojik inanglar1 da tek
temsil kullamimini  etkilemektedir. Ornegin
Rasmussen’in (1997) calismasindaki bazi 6g-
renciler, diferansiyel denklem problemlerinde-
ki grafik gizimlerini bir ¢6ziim sonucu olarak
kabul etmemistir. Ciinkii bu 6grenciler gegmis
deneyimlerine dayanarak ¢6ziim kelimesini bir
fonksiyon olarak tamimlamaktadir. Ne zaman
bir diferansiyel denklem ¢oziimii yapilmak
istense bu 6grencilerin (cebirsel) bir ilkel fonk-
siyona ulagsma cabasi igerisinde oldugu belir-
lenmistir (a.g.e). Habre (2003) ise diferansiyel
denklem ¢6ziimlerinde cebirsel temsillerin
giicline olan inanci agiklarken, bir 6grencinin
geometrik ¢oziimlere iliskin su goriisiinii pay-

lagmustir:

“Diferansiyel denklem problemlerinin ¢oziimiinde

grafikler bize kesin bir ¢oziim vermez, ¢oziimiin
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genel fikrini verir, ¢oziim ile ilgili eger bir cebirsel
formiile sahipseniz bu bilmemiz gereken her seyi

icerir”

Ancak bir 6grenci alternatif ¢6ziim yaklasimla-
rin1 kullanma bilgisine sahip olmasina ragmen
analitik yaklasimi kullanmakta 1srarci oluyorsa,
bu o 6grencinin cebirsel temsil ile olan ¢dziime
daha fazla giivendigini ve dolayisiyla episte-
molojik inancina gore bir tercihte bulundugu
gosterir. Bu bulgular, kesin ve dogru bir ¢6ziim
icin grafik temsiline kiyasla cebirsel temsile
daha fazla giiven duyuldugunu gostermekte-
dir. Siiphesiz bu giivenin olusmasinda gelenek-
sel dgretim ortami, cebirsel igeriklerin baskin
oldugu ders kaynaklar1 ve &greticilerin bakis
agilar1 gibi bir dizi degiskenin etkisi vardir.
Habre’ye (2000) gore bir¢ok Ogretici, nitel yak-
lagimlarin vazgecilmez enstriimani olan egim
alanlar1 ¢izme siirecini, zaman kaybi olarak
gormekte ve ders islenisi sirasinda geometrik
¢ozim surecleri {izerinde durmamaktadir.
Gergekten de bir diferansiyel denklemin egim
alanlarina iliskin grafigi el ile ¢izmek zaman
almaktadir. Teknolojideki gelisimlere paralel
olarak diferansiyel denklem grafiklerini ¢izebi-
len yazilimlarin da {iretilmesi, grafik temsille-
rinin 6gretim ortamlarindaki kullanishligini

arttirmagtir.
3. ALTERNATIF YAKLASIMLAR

Diferansiyel denklemler konusunun ogrenim

ve 6gretiminde yasanan ve bir 6nceki béliimde

ifade edilen zorluklarin giderilmesi igin 6gre-
tim stirecinde farkli hesap yontemleri ve 6gre-
tim yaklagimlarinin kullanilmas1 gerektigine
dikkat c¢eken literatiirde ¢ok sayida galisma
mevcuttur (Arslan, 2010; Habre, 2000; Kwon,
2009; Rasmussen, 1997; Rasmussen ve diger.,
2006; Wagner, Speer ve Rossa, 2007). Asagida
paylasilan alternatif yaklasimlar, bir lisans
dersi icerisine sikistirilmasi beklenen Oneriler
olarak diistintilmemelidir, ancak bir alan olarak
diferansiyel denklemlerin ogretim felsefesi
igerisinde yer almasi hususunda kabul gérmiis

yaklasimlar olarak degerlendirilmelidir.

3.1 Diferansiyel Denklem Hesabinda Yéntem
Cesitliligi

Geleneksel simiflarda diferansiyel denklemlerin
¢ozilimlerinde cebirsel hesap yontemleri baskin
olarak kullanilirken, bu yontemler simirh sayi-
daki diferansiyel denklem problemleri icin bir
¢Ozlim tiretebilir. Analitik yaklasim, belli bash
bazi formiil ve tekniklerin uygulanmas: ile
verilen bir diferansiyel denklemin cebirsel
¢oziimlerini bulma siirecini kapsamaktadir

(Arslan, 2008). C)rnegin, dy

+P()y=Q() K-
dx
lindeki birinci mertebeden lineer bir diferansi-

yel denklemin genel ¢oziimiinii y = ce_f PO)dx

formiiliint kullanarak belirlemek analitik yak-

lagimlari ihtiva eder.
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Sekil 3. Bir Diferansiyel Denklemin Coziimiinde Nitel Yaklasim Kullanimi

Analitik yaklagimlarin tatbik edilemedigi du-
rumlarda alternatif olarak nitel ve niimerik
yaklasimlardan yararlanilabilir. Hem bu sayede
analitik yollardan ¢oziilemeyen bir¢ok diferan-
siyel denklem problemi icin geometrik veya
niimerik ¢oziim sistemleri olusturulur. Nitel
yaklasimlar yoluyla, egim alani veya yon alan-
larin1 kullanmak suretiyle diferansiyel denk-
lemlerin geometrik ¢oziimlerine ulasilabilir
(Buendia ve Cordero, 2013). Egim alanlarim
saglayan integral egrileri ¢izilerek diferansiyel
denklemler igin ¢éziim fonksiyonu veya fonk-
siyon ailesi belirlenebilir. Diferansiyel denklem
hesabinda geometrik yontemlerin kullanimina
iliskin bir 6rnek $ekil 3'te paylasilmistir. Buna
dy denkleminin
dx

gore diferansiyel

= -y CoSX

nitel yaklasimlar ile ¢dziimii i¢in asagidaki
islem adimlar: takip edilebilir: (1) cebirsel ola-
rak verilen bir diferansiyel denklemin once
deger tablosu yardimiyla bazi 6zel noktalarda-
ki egimleri belirlenir, (2) bu 6zel noktalar igin
belirlenen egimler, grafik iizerinde isaretlene-
rek egim alanlari olusturulur, (3) grafik verile-
rini saglayan integral egrileri ¢izilerek diferan-
siyel denklem i¢in bir ¢dziim sistemi elde edilir.
Coziim grafiginde verilen integral egrisinin
y =
sagladig1 goriilmektedir.

—sin x

ce (ce IR)genel ¢oziim denklemini

Diferansiyel denklemin verilen bir noktadan
gecen bir 0zel ¢oziimiiniin yaklasik degerini
bulmak igin niimerik yaklasimlardan yararlani-
labilir (Arslan, 2008). Bu yaklasim ile formiiliin
dogrudan verilmedigi durumlarda, denklem
hakkindaki nicel bilgilerden yola ¢ikilarak ve
bir hesaplama aracindan yararlanilarak, dife-
ransiyel denklemin belirli bir noktasindaki
yaklasik degeri hesaplanabilir. Diferansiyel
denklemin niimerik olarak hesaplanabilmesi
i¢in ¢6zlimiin diferansiyel denkleme ve baslan-
gi¢ degerlerine siirekli bagimli olmasi gerekir.
Aksi takdirde, elde edilen sayisal ¢oziimlerdeki
hata paylar yiikselir ve gercek ¢oziimden ¢ok
uzak sonuglar {iretilir. Diferansiyel denklemle-
rin niimerik olarak hesaplanmasi siirecinde
kullanilan basglica yontemler; Euler yontemi,
Taylor serisi yontemi, Newton-Rapson yontemi
ve Runge-Kutt yontemidir (Hunt ve diger.,
2009). Nitel ve niimerik ¢oziim yaklasimlar:
genellikle birbirlerini destekler. Ornegin, bir
diferansiyel denklem igin ¢6ziim egrisi olustu-
rulurken (x,) noktalarindaki egim degerlerinin
belirlenmesi gerekir. Analitik, nitel ve niimerik
yaklasimlarin her birinin giiglii ve zayif yonleri
vardir ve bu sebeple 6gretimin bu i¢ yakla-
simdan herhangi birinin hakimiyetinde yiirii-
tiilmesi sakincalidir (Arslan, 2008). Ogretim

igeriginde farkli problem durumlarindan yarar-
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lanmak ve farkli matematiksel diisiinme yapi-
sina sahip ogrencilerin derse katilimlarin sag-
lamak ig¢in birden ¢ok ¢oziim yaklasiminin
iligkilendirilerek kullanilmas: O6nerilmektedir
(Burtch, 2005; Duvall, 2005; Habre, 2012). Boy-
lece, bir hesap yonteminin eksik kaldig1 husus-
larda bir diger yontem ilave bilgiler katarak bu

eksikligi tamamlayacaktir.
3.2 Ogretim Yaklasimlarinda Cesitlilik

Diferansiyel denklemlerin 6gretiminde iki tiir
yaklasimin daha sik kullanildig ilgili literatiir-
de ifade edilmistir. Bunlar; teknoloji destekli
yaklasim ve gercek¢i matematik egitimi yakla-
simidir (Camacho-Machin ve Guerrero, 2015;
Habre, 2012; Kwon, 2009; Miller ve Upton,
2008; Rasmussen ve diger., 2006; Wagner ve
diger.,, 2007). ileri hesaplama teknolojisine
sahip matematik yazilimlarinin gelistirilmesiy-
le birlikte matematik 6gretiminde farkli temsil-
lerin kullanilabilecegi, soyut kavramlarin gor-
sellestirilerek somutlastirilabilecegi firsatlar
olusmustur. Dinamik sistemlerin modellenme-
sinde kullanilan ve analitik yaklasimlar ile
hesaplanamayan diferansiyel denklem tiirleri-
ne ¢oziim bulma ihtiyaci, mesleki yasamlarinda
matematigin uygulamalarmi kullanan baz
boliimlerde (6rnegin, istatistik ve miihendislik)
teknoloji destekli 6gretime olan ilgiyi arttirmis-
tir. Ozellikle 1990’11 yillarin bagindan itibaren,
geleneksel diferansiyel denklem smiflarindaki
ders igerigi ve ogretim ¢iktilar1 sorgulanmaya
baglanmis; derslerde baskin olarak kullanilan
analitik yaklagimlara kiyasla teknoloji destekli
Ogretim siireglerinin etkililigi arastirilmistir
(Camacho-Machin ve Guerrero, 2015; Rasmus-
sen, 2001). Diferansiyel denklemlerin analitik,
nitel ve niimerik ¢6ziimleri arasinda baglanti
kurmak i¢in teknoloji desteginin vazgecilmez
bir unsur oldugu yine bir¢ok ¢alismada ifade
edilmigtir (Arslan, 2010; Camacho-Machin ve
Guerrero, 2015). Habre (2012), analitik yakla-

simlarin nitel yaklasimlar ile desteklendigi

teknoloji destekli diferansiyel denklem sinifla-
rinda, Ogrencilerin matematiksel yazma ve
iliskisel diisiinme becerilerinin gelistigini kay-
detmistir. Diferansiyel denklem derslerinde,
bilgisayar cebiri sistemi kullaniminin 6gretim
stirecindeki katkilar;; ¢6ziim fonksiyonuna
iliskin tahminde bulunma, sezgisel diisiinme,
yliksek mertebeden hesaplar1 kisa zamanda ve
dogru olarak gercgeklestirme, baglamsal prob-
lemleri yorumlayabilme seklinde siralanabilir
(Habre, 2003; Hunt ve diger., 2009; Miller ve
Upton, 2008; Rasmussen, 2001).

Diferansiyel denklem smiflarinda gergekgi
matematik egitimi yaklasimmi odagina alan
arastirmalarda genellikle sorgulamaya dayali
o0gretim tekniginden yararlanilmistir (Kwon,
2009; Rasmussen ve diger., 2006; Wagner ve
diger., 2007). Bu konudaki ¢alismalardan birin-
de Kwon, Rasmussen ve Allen (2005), gelenek-
sel ve sorgulamaya dayal1 diferansiyel denklem
siniflarindaki 6gretim giktilar1 arasinda islem-
sel bilgiye gore anlaml bir farkliigin gozlen-
medigini ancak kavramsal bilgiler baglaminda
sorgulamaya dayali grup lehine pozitif yonde
anlamli sonuglarmn elde edildigini belirlemistir.
Sorgulamaya dayali 6gretimin sosyal baglam-
daki etkilerini inceleyen Allen (2006), 6grenci-
lerin kendi bilgilerini ve zorluklarin1i daha
kolay ifade edebildiklerini gozlemistir. Ras-
musssen ve Kwon (2007) ise diferansiyel denk-
lemler dersinde sorgulamaya dayali 6gretim
aktiviteleri ile zenginlestirilmis 6grenme ortam-
larmin geleneksel ortamlara kiyasla sagladig:
avantajlar1 siralarken; matematiksel gergekleri
anlamli hale getirerek kavramsal anlamay:
desteklemesi, matematiksel muhakeme beceri-
lerinin gelistirilmesine olanak tanimasi, mate-
matigi bilme ve yapmaya iliskin pozitif inang-

lar olusturmas: gibi ¢iktilardan s6z etmislerdir.



4. SONUC VE ONERILER

Bu derleme ¢alismasimin sonucunda, hem 6gre-
ticilerin hem arastirmacilarin yararlanabilecegi
bazi ciktilara ulagilmistir. Diferansiyel denk-
lemler dersini veren Ogretim elemanlar1 icin
Ogrencilerin yasadiklar1 birtakim yanilg: ve
zorluklara iligkin farkindalik olusturabilecek
igerikler paylasilmistir. Buna gore, geleneksel
smiftaki dgrencilerin belirli kaliptaki diferansi-
yel denklemler icin analitik ¢6ziim bulmalari,
bu dersin temel kazanimu igin yeterli degildir.
Analitik yaklagimlar ile ¢oziilemeyen diferan-
siyel denklemlerin davranislarini belirleyebil-
mek, degisken ve parametre kavramlar1 ile
diferansiyel denklem kavrami arasindaki iligki-
leri agiklayabilmek, niceliklerin zamana gore
degisimini parametrik muhakeme ile yorum-
lamak ve ayrica diferansiyel denklem ¢oziimle-
rinde nitel ve niimerik yaklasimlarin farkinda
olmak, dersin diger onemli c¢iktilarindandir.
Diferansiyel denklemler konusunun &grenim
ve Ogretiminde karsilasilan yanilg: ve zorlukla-
rin giderilebilmesi igin literatiirde su Onerilere
yer verilmistir: (1) 6gretim igeriginin teknoloji
destekli yaklagimlar ile sunulmasi, (2) problem
¢ozme slirecinde analitik, nitel ve niimerik
yaklagimlarin iligskilendirilerek kullanilmas, (3)
dinamik sistemlerin modellenmesi siirecinde,
ogrencilerin diferansiyel denklemleri kullana-
bilmeleri icin gercek hayat ile iligkili problem

durumlarmin sinif ortamimna getirilmesi. Bu

Kaynakca
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calisma kapsaminda ifade edilen yanilgi ve
zorluklar yurtdist Olgekli arastirmalarin bir
sentezini olusturmaktadir. Ancak, yanilgi ve
zorluklarm olusmasi siirecinde kiiltiir ve bag-
lam 6nemli iki degiskendir. Ornegin ulkemizde
lisans diizeyinde verilen diferansiyel denklem-
ler dersi bir veya iki donem igerisinde islen-
mekte olup bu siirecte, birinci mertebeden
denklemlerin uygulamalar1 ve yiiksek derece-
den bazi denklemlerin aykir1 ¢oziimlerine yer
verilebilmektedir.  Diferansiyel = denklemler
dersinde ders igeriginin ve siiresinin {ilkelere
gore farklilik gostermesi ile birlikte program
tiirtine gore hedeflerin farklilasmas1 (drnegin,
matematik ve miihendislik programlarindaki farkli-
liklar) ve bazi1 diferansiyel denklem konularinin
farkli dersler igerisinde de sunuluyor olmasi
(6rnegin, adi diferansiyel denklemlerin niimerik
coziimlerinin  “niimerik analiz” dersi igerisinde
sunulmast) bu ¢alisma kapsaminda ifade edilen
zorluklarin ve ¢dziim Onerilerinin tilkemizdeki
yansimalarini smurliyor olabilir. Bu sebeple,
iilkemizdeki diferansiyel denklemler dersinin
miifredatinda ve pedagojisinde ortaya cikabile-
cek farkli yanilgi ve zorluklarin belirlenmesi
hususunda aragtirmacilara o6nemli gorevler
diismektedir. Diferansiyel denklem alaninda
yasanan zorluklarin belirlenmesi ve alternatif
yaklagimlarin etkililiginin degerlendirilmesine
iligkin tilkemiz 6zelinde yapilacak arastirmala-
rin, literatiire katk: saglayacagi diisiiniilmekte-
dir.

Allen, K. (2006). Students’ participation in a differerential equations class: parametric reasoning to understand

systems. Unpublished doctoral dissertation. The Purdue University.

Arslan, S. (2008). Diferansiyel denklemlerin 6gretiminde farkli yaklasimlar ve nitel yaklasimin gereklili-

gi. Milli Egitim Dergisi, 179, 153-163.

Arslan, S. (2010). Traditional mstruction of differential equations and conceptual learning. Teaching

Mathematics and Its Applications, 29(2), 94-107.



168 | SAU Egitim Bilimleri Enstitiisti

Artigue, M. (1992). Cognitive difficulties and teaching practices. in g. harel & e. dubinsky (Ed.), The
concept of function: Aspects of epistemology and pedagogy (pp. 109-132), Washington, DC: The Mat-

hematical Association of America.

Brousseau, G. & Gibel, P. (2005). Didactical handling of students’ reasoning processes in problem sol-
ving situations. Educational Studies in Mathematics, 59(2), 13-58.

Buendia, G. & Cordero, F. (2013). The use of graphs in specific situations of the initial conditions of
linear differential equations. International Journal of Mathematical Education in Science and Techno-
logy, 44(6), 927-937.

Burtch, C. M. (2005). Conjecturing as a classroom activity in differerential equations. Unpublished doctoral

dissertation. The Arizona State University.

Camacho-Machin, M., & Guerrero-Ortiz, C. (2015). Identifying and exploring relationships between
contextual situations and ordinary differential equations. International Journal of Mathematical
Education in Science and Technology, 46(8), 1077-1095.

Dana-Picard, T., & Kidron, I. (2007). Exploring the phase space of a system of differential equations:
different mathematical registers. International Journal of Science and Mathematics Education, 6(4),
695-717.

Delice, A. ve Sevimli, E. (2016). Matematik egitiminde ¢oklu temsiller. Bingdlbali, E., Arslan, S. ve Zem-
bat, 1. O (Ed.), Matematik egitiminde teoriler (ss. 519, 535), Ankara: Pegem Akademi Yayncilik.

Donovan, E. J. (2002). Students” understanding of First-Order Differential Equations. Unpublished doctoral

dissertation. University of New York.

Duvall, A. S. (2005). A case study of two students’ concept images of parameter in a multi-representational diffe-

rerential equations course. Unpublished doctoral dissertation. University of Northern Colorado.

Habre, S. (2000). Exploring students’ strategies to solve ordinary differential equations in a reformed
setting. Journal of Mathematical Behavior, 18 (4), 455-472.

Habre, S. (2003). Investigating students” approval of a geometric approach to differential equations and
their solutions. The International Journal of Mathematical Education in Science and Technology, 34(5),
651-662.

Habre, S. (2012). Improving understanding in ordinary differential equations through writing in a dy-
namical environment. Teaching Mathematics and Its Applications, 31(3), 153-166.

Haapasalo, L., & Kadijevich, D. (2000). Two types of mathematical knowledge and their relation. Journal
fiir Mathematik-Didaktik, 21(2), 139-157.

Hiebert, J., & Carpenter, T. P. (1992). Learning and teaching with understanding. In D. A. Grouws (Ed.),
Handbook of research on mathematics teaching and learning (pp. 65-97), New York: Macmillan.

Hunt, B. R, Lardy, L. J,, Lipsman, R.L., Osborn, J. E., & Rosenberg , ]. M. (2009). Differential equations
with maple (3rd edition), USA: John Wiley & Sons Inc.

Keene, K. (2007). A characterization of dynamic reasoning: Reasoning with time as parameter. Journal of
Mathematical Behavior, 26(3), 230-246.



Sakarya University Journal of Education | 169

Kwon, O. N., Rasmussen, C., & Allen, K. (2005). Students” retention of mathematical knowledge and
skills in differential equations. School Science and Mathematics, 105(5), 1-13.

Kwon, O. N. (2009). Conceptualizing the realistic mathematics education aproach in the teaching and
learning of ordinary differential equations.

http://www.cimm.ucr.ac.cr/ojs/index.php/eudoxus/article/view/430. adresinden erigilmistir.

Lithner, J. (2004). Mathematical reasoning in calculus textbooks exercises. Journal of Mathematical Beha-
vior, 23, 405-427.

Miller, R. H., & Upton, S. B. (2008). Computer manipulative in an ordinary differential equation course:
development, implementation and assessment. Journal of Science Education and Technology, 11(2),
124-137.

Rasmussen, C. (1997). Qualitative and numerical methods for analyzing differential equations: A case study of
students’ understandings and difficulties. Unpublished doctoral dissertation. University of Mary-
land.

Rasmussen, C. (2001). New directions in differential equations: A framework for interpreting students’

understandings and difficulties. Journal of Mathematical Behavior, 20, 55-87.

Rasmussen, C., Kwon, O. N., Allen, K., Marrongelle, K., & Burtch, M. (2006). Capitalizing on advances in
mathematics and K-12 mathematics education in undergraduate mathematics: An inquiry-

oriented approach differential equations. Asia Pacific Education Review, 7(1), 85-93.

Rasmussen, C., & Kwon, O. N. (2007). An inquiry-oriented approach to undergraduate mathematics. The
Journal of Mathematical Behavior, 26(3), 189-194.

Raychaudhuri, D. (2008). Dynamics of a definition: a framework to analyse student construction of the
concept of solution to a differential equation. International Journal of Mathematical Education in Sci-
ence and Technology, 39(2), 161-177.

Raychaudhuri, D. (2014). Adaptation and extension of the framework of reducing abstraction in the case
of differential equations. International Journal of Mathematical Education in Science and Technology,
45(1), 35-57.

Sezer, M. ve Dascioglu, A. (2010). Diferansiyel Denklemler I. Bursa: Dora Yayinlari.

Upton, S. D. (2004). Students’ solution strategies to differerential equations problems in mathematical and non-

mathematical contexts. Unpublished doctoral dissertation. The Arizona State University.

Wagner, J. F., Speer, N. M., & Rossa, B. (2007). Beyond mathematical content knowledge: A mathemati-
cian’s knowledge needed for teaching an inquiry-oriented differential equations course. The Jour-
nal of Mathematical Behavior, 26(3), 247-266.

Zandieh, M., & McDonald, M. (1999). Student understanding of equilibrium solutions in differential
equations. In F. Hitt & M. Santos (Eds.), Proceedings of the 21st PME(NA) (pp. 253-258). Columbus,
OH: ERIC.

Zembat 1. O. (2010). Kavram Yanilgis1 Nedir?. Ozmantar, M. F., Bingolbali, E. ve Akkog, H. (Ed.), Mate-

matiksel Kavram Yamlgilar: ve Coziim Onerileri (ss. 1-8). Ankara: Pegem Akademi Yayimncilik.


http://www.cimm.ucr.ac.cr/ojs/index.php/eudoxus/article/view/430

170 | SAU Egitim Bilimleri Enstitiisti

Extended Summary

Differential equations are usually used while real-world problems are modeled in different disciplines.
The models containing the relative change of two or more variables, such as dynamic systems, require
partial differentiation. Although it is stated that differential equations are important and useful for real-
world problems, there is limited content supporting this argument in the traditional learning environ-
ments (Kwon, 2009; Rasmussen, 2001). Especially in the last twenty years, challenges and misconcep-
tions caused by traditional content and approaches which were used to teach differential equations were
determined; alternative approaches which can be used to solve these difficulties were started to discuss
(Artigue, 1992; Buendia & Cordero, 2013; Burtch, 2005; Camacho-Machin & Guerrero, 2015; Rasmussen,
1997). The studies done in order to reach current instructional objectives in the course of differential
equations in the international arena were not reflected enough to the mathematics education literature
in Turkey. The lack of a review study about differential equations in Turkish education systems can
restrict the reflections of this subject in the context of Turkey. In the scope of the study, challenges and
misconceptions which are lived by the students on differential equations are determined. Also, it has
been discussed in the literature, to cope with these difficulties and determine what the supposed teach-

ing approaches are.

The challenges encountered in the process of learning and teaching of the differential equations can be
collected under the four titles. These are procedural understanding instead of conceptual understanding, rea-
soning difficulties, misconception and transition between representations. The studies in the literature showed
that the rote-learning was more dominant in the course of traditional differential equations and the
calculations based analytical approaches were adopted. Rasmussen (2001) stated that the students in the
class of differential equation in which analytical approaches were predominantly used performed pro-
cedural learning without explaining the meaning of the relations in the process of problem- solving.
However; differential equations are more a lesson based on procedural knowledge in which differentia-
tion and integration rules are applied (Raychaudhuri, 2014). Because, when modeling a physical prob-
lem by a differential equation, solutions are mostly not expressible in closed form (Habre, 2000). Inter-
preting of the meaning the result along with calculating a differential equation, create an approximate
solution through alternative ways in case of not being come to an exact solution are also necessary. In
order to determine the strategies applied in the solution of differential equations problems having the
knowledge of rules is important; however, reasoning skill is also required for the analyzing the solu-
tions. It was determined that the students who do not have the proficiency of parametric reasoning had
difficulty in the solution of differential equation problems in which dynamic systems are modeled (Al-
len, 2006). Many studies draw attention to the difficulties the students had in the process of modeling of
a real world problem with the aid of differential equations or the interpretation of the (problem) solu-
tion modeled with the differential equation (Camacho-Machin & Guerrero, 2015; Duvall, 2005; Wagner,
Speer & Rossa, 2007). Some reasons for the misconceptions observed in the subject of differential equa-
tions are the tendency to overgeneralize, conflict of formal and intuitional knowledge, and reversibility
confusion. The application of a rule in another case which was not valid or that the equilibrium solu-
tions were not seen as a sub-set of differential equations led to students fall into error (Rasmussen,
2001; Zandieh & McDonald, 1999). Furthermore, that the derivative and integral operation were inter-
preted as the only opposite of one another causes to wrong inference in the solving of differential equa-

tions. The biggest challenges in the traditional classes are not being able to correlate between algebraic
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and graphical representation of differential equation and not being able to match between differential

equation and slope.

In conclusion, the traditional courses in differential equations, which focus on various paper and pencil
techniques to find exact solution for specific types of problems, are not capable for answering current
needs of the higher education mathematics (Artigue, 1992; Habre, 2000; Rasmussen, 1997). In addition to
this, other important outputs of course are to determine the behaviors of the differential equations not to
be solved with analytical methods, to explain the relations between the concept of variable and param-
eter in differential equations, to interpret the change of quantity by time with the parametric reasoning
and also to solve the differential equation systems using numerical or qualitative approaches. Following
recommendations were given a place in order to cope with the challenges and misconceptions encoun-
tered in learning and teaching of differential equations: the presentation of teaching content with the
technology-supported approaches, the use of different solution methods (analytical, qualitative and
numerical) in the process of problem solving, bringing of problem situations related to real-world to
teaching environment in order that the students use the differential equations in the process of modeling
of dynamic systems. Culture and epistemological beliefs are also important variables in the process of
formation of challenges and misconceptions. Therefore, researchers should take on the tasks about de-
termination of different difficulties which can arise in the curriculum and pedagogy of the differential

equations course.



