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OZET

Serbest bir kati cismin donme hareketinde, eylemsiz bir koordinat sistemine gore sabit olan agisal momentum
vektorii, cismin kiitle merkezine sabitlenmis koordinat sisteminden bakildiginda periyodik bir harekete
sahiptir. Fakat agisal momentum vektorii bir periyodluk hareketini tamamladiginda cisim bir biitiin olarak
periyodik bir hareket sergilememektedir. Robot ve uydu hareketlerinde 6nemli diizeltmeler gerektiren bu
hareket tarzi analiz edilerek, simetrik bir topag¢ i¢in cismin net donme miktar1 alternatif bir yaklasimla
tiiretilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kati cisim, cisim koordinat sistemi, dinamik faz, geometrik faz.

ABSTRACT

In the rotational motion of a free rigid body, the angular momentum vector which is constant with respect to
an inertial frame has a periodic motion when viewed from the frame fixed at the center of mass of the body.
But when the angular momentum vector completes its one-period motion, the body as a whole does not
exhibit a periodic motion. This kind of motion which generates important corrections in the motions of robots
and satelites has been analyzed and, for a symmetrical top, the net amount of rotation of the rigid body has

been derived via an alternative approach.

Keywords: Rigid body, body frame, dynamical phase, geometric phase.

1. GIRIS

Chasles teoremine gore kati bir cismin en genel yerdegistirmesi 6teleme ve donme
hareketlerinden ibarettir [1]. Bu teoreme paralel olarak kati bir cismin hareketinin tam bir
incelemesi iki koordinat sisteminin kullanilmasi ile miimkiindiir. Bunlardan birisi cismin
disinda yer alan eylemsiz bir koordinat sistemi X, X,X;, digeri ise cismin lizerine

sabitlenmis ve cisim ile birlikte hareket eden x x,x, koordinat sistemidir (cisim

koordinatlar). Diger taraftan, eylemsiz koordinatlar ve cisim koordinatlar1 cismin kiitle
merkezinde cakistirtlip salt donme hareketi incelendiginde ilging gdzlemler
yapilabilmektedir. Bir noktasindan sabitlenmis kat1 cismin en genel hareketi ise, Euler
teoremine gore bir eksene gore anlik donme hareketidir. Dolayisiyla belli bir donme ekseni
belirlenmemis olsa bile agisal hiz vektorii anlik olarak tanimlanabilir. Asagida dikkate
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alinan biitlin donme eksenleri, 6l¢ciim aninda sonsuz kii¢iik donmelere karsi gelen anlik
donme eksenleridir.

Cisim koordinatlari, cismin asal eylemsiz donme eksenleri ile cakistirilip kiitle
merkezine sabitlendiginde cismin donme kinetik enerjisi ¢ok iyi bilinen

T

don

1
25(11(‘)12"'[2(022"'[30)32)5 (1)

bagintis1 ile verilir. Burada [,(/,{/; sec¢cimi ile verilen nicelikler, asal eylemsizlik
momentleridir ve ,(i=1,2,3) cismin acisal hiz vektdri @ ‘nin cisim koordinat

sistemindeki bilesenleridir. @ vektorii cisim koordinat sisteminin yerinin se¢iminden
bagimsizdir, yani x,x,x, koordinat sisteminin orijini kiitle merkezinde segilmese bile

degismez kalir. Dolayisiyla, bu anlami ile @ vekorii mutlak bir 6zellige sahiptir.
GoO6zoniine alinacagi gibi, cisim serbest oldugunda sistemde herhangi bir dis kuvvet
olmayacagindan dolay1 (1) bagintist toplam enerjiye indirgenir ve bir hareket sabitidir:

T, =E =sabit. 2)
Sistemde dogal olarak herhangi bir dis kuvvet momenti yani tork da olmayacagindan,
bilesenleri

Li = [ l-a)l- (3)
ile verilen acisal momentum vektorii L, eylemsiz koordinatlara gére hem yonce hem de
boyca sabit bir vektordiir:

=L+ L.+ L; = sabit . 4)

Fakat cisim koordinatlarindan bakildiginda, cismin spin hareketi yapmasindan dolayi, L
vektorii periyodik davranir. Ag¢isal momentum vektorii bir periyodluk tam bir donme
yaptiginda cismin kendisi bir biitiin olarak 27 kadar donmemekte, dolayisiyla asla
baslangigtaki konumuna gelememektedir. Bu tespit ilk olarak simetrik bir topag (/, =1,)

icin L. D. Landau ve E. M. Lifshitz tarfindan yapilmis, fakat cismin net donme miktarinin
ne oldugu hesaplanmamistir [2]. Bu c¢alismada, bir adim daha oteye gidilerek bahsedilen
calismada eksik olan net donme miktar1 agik bir sekilde tiiretilmistir (Bkz. Denk. (28)) .
Bulunan bu sonug, 6zette de bahsedildigi gibi robot ve uydu hareketlerinde hi¢ hesapta
olmayan siirpriz diizeltmeler gerektirdigi i¢cin glinlimiizde olduk¢a Onem kazanmis ve
literatiirde degisik yollarla tiiretilmistir. Ornegin, daha sonralari Poinsot teoremi
kullanilarak ilk defa genel bir tiiretme yapilmistir [3]. Ayn1 sonug, asal lif demetlerinde
paralel tasima teorisinin kullanilmasiyla [4] ve pdg eylem-formunun, kati cismin klasik faz
uzayinda Stokes teoreminin kullanilarak integre edilmesiyle dogrulanmistir [5]. Ayrica,
Poincare-Cartan eylem formunun kat1 cismin iig-boyutlu faz uzayinda integre edilerek ayni
sonucun bulunmasi miimkiindiir [6]. Bu ¢alismada ise, digerlerinden farkli olarak L. D.
Landau ve E. M. Lifshitz’in ¢alismalarinin devami niteliginde, klasik bir yaklagimla ayn1
sonu¢ dogrulanmis ve konunun daha anlasilabilir hale getirilmesi amaglanmuistir.
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2. YONTEM VE BULGULAR

2.1. Simetrik topacin X, X, X, koordinat sisteminde incelenmesi

Kiiresel bir topag i¢in (I, =1, =1, =1), kiitle merkezinden gegen herhangi bir
donme ekseni dogrudan asal eylemsizlik ekseni olacagindan, agisal momentum ve acisal
hiz vektorleri paralel kalirlar ve agisal momentum olabilecek en basit halini alir:

L=Io. (5)
Fakat, genel bir durum olarak, anlik donme ekseni asal eksenlerin haricinde herhangi bir
eksen oldugundan artik L ve @ vektorleri paralel kalmayacaktir (Sekil 1).

X, L

Sekil 1. Serbest simetrik bir topacin hareketi. Hareketin rahat takip edilebilmesi igin
X, ekseni L vektorii ile ¢cakistirilmistir. N dogrusu, x,x, diizlemi ile X, X, diizleminin

kesisim dogrultusu boyuncadir. 0, x;ile X,, ¢, X, ile Nve y ise N ile x, arasindaki
actlardr.

Sekildeki gibi simetrik bir topa¢ dikkate alindiginda cismin simetrisinden dolayr x,ve
x, asal eksenlerinin secilmesinde bir keyfiyet vardir. Dolayisiyla x,ekseni, L vektori ile
x, ekseninin olusturdugu diizleme dik olarak secilebilir. (Cisim koordinat sistemi kiitle
merkezine sabitlendiginden x, ekseninin cismin simetri ekseni ile ¢akisacag: asikardir). Bu
se¢imin sonucu olarak L, =0, o, =0 olur ve dogal olarak L, @ ve x,hareket siiresince
hep aym diizlemde kalirlar. @ acisal hiz vektorii Euler acilarindan gelen katkilari
icerdiginden

®=0+p+y 6)
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genel bicimi ile yazilabilir. (Bu kesimdeki hesaplarin ayrintilar1 Ek1’de bulunabilir.) 6

acis1 x; ekseni ile L arasindaki ac1 olarak tanimlandigindan 0 vektorii x,-L-@ Ugliisiiniin
olusturdugu diizleme dik kalmak zorundadir. Bu ise @ 'nin @ bileseni olmadig1 anlamina
gelir. Dolayist ile cismin donmesinde € ile ilgili bir degisim séz konusu degildir:
0 = sabit. Diger taraftan, x,ve x,asal eksenlerinin se¢imleri keyfi oldugundan cisim
harekete y = 0 sart1 ile baglatilabilir. Bu sart altinda, (6)’daki diger iki bilesen

]1¢:L> (7)
I, (l/./-l-(.pCOS 0)=1L, (8)

denklemleri ile belirlenir. (7)’den ¢ =sabit, dolayisiyla (8)’den = sabit sonuglari
asikardir. w ‘deki degisimin sonucu olarak cisim x;ekseni etrafinda diizgiin bir spin
hareketi yaparken ayni zamanda ¢ ’deki degisimin sonucu olarak da bir biitiin olarak L

etrafinda konik bir presesyon hareketi yapar. Bu tespitlerin sonucunda (6) ifadesine fiziksel
bir anlam kazandirilmis olur:

O=0,+a0,,, )
burada @, , cismin L etrafindaki presesyon hareketine karsi gelen agisal hiz, e, ise

spin
cismin x,

dogrultusunda kendi ekseni etrafindaki donmesine karst gelen agisal hizdir. @ ’nin
x,lzerine izdiislimii olan

w, =, sin 6 (10)
ifadesinden faydalanilirsa, (3)’lin yardimiyla (7)’ye uygun olarak
. L L
a)pr = ¢ = '2 = (1 1)
I,sin@ I,(=1))
elde edilir. Diger taraftan, (8)’e uygun olarak
) . L L
O, = Oy =Y+ @cosh =— = cosd (12)
13 13
olur.
2. 2. Simetrik topacin x,x,x, Koordinat sisteminde incelenmesi
Cisim koordinat sisteminde kat1 cismin hareketi
. L L
Li=L,—-L—, (13a)
13 12
. L L
L =L~—--L =2, 13b
2 3 Il 1 [3 ( )
. L L
L =L—-2-L -, 13¢
=L (130
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Euler denklemleri ile verilir [1]. (13) diferensiyel denklem takimi kati cismin {i¢-boyutlu
L,L,L, faz uzayinda yazilmis denklemler olarak yorumlanabilir ve ¢ozlimii

E:l L_12+L_22+L_32 (14)
201, I, I
elipsoidi ile
S=%(Lf+L§+L§) (15)

kiiresinin kesisimi olan egri olarak verilir. Bu durumda (13) denklem takimi daha yalin bir
bi¢imde
L.,: O(L,E,S) (16)
oLy, Ly, Ly)
Jakobiyeni ile yazilabilir [7]. Denklem takimi (14) ve (15) ¢oziimlerini ayn1 anda saglamak
zorunda oldugundan L vektoriiniin ucu kesisim egrisi iizerinde gezinir. Simetrik topag
durumunda vektoriin hareket tarzi acikca belirlenebilir: (13c) esitliginden L, = sabit oldugu

hemen goriiliir. Bu ise L vektoriiniin konik bir hareket yaptig1 anlamina gelir ve daha 6nce
yapilan 6 = sabit tespitini dogrular. Hareketi daha acgik bir sekilde belirlemek igin

I, -1,
L,=w 17
{ n J 3 =0 (17)
tanimlamasi yapilirsa,
L =-0L,, (18a)
L,=w,lL, (18b)

denklem takimi elde edilir. Cozlimler ise, L,, sabiti, L vektoriiniin x,x,diizlemine
1zdiisiimii olmak iizere
L =L,cosw,t, (19a)
L,=L,sinw,t (19b)
seklindedir. Dolayisiyla bu sonug, x,x,x; koordinat sisteminden bakildiginda L vektoriiniin,

boyu sabit kalacak sekilde x;etrafinda w, =—l/./ acisal hiz1 ile periyodik bir hareket
yaptigini gosterir. (3) ifadesinden dolay1 @ vektorii de benzer bir davranis gosterir.

2. 3. Simetrik topacin donme miktari

Bu kesimde, acisal momentum vektdriiniin bir periyodluk donmesi sonucu, cismin
ne kadar dondiiglinii belirlemek i¢in ¢ agisinin degisimi incelenecektir.

L vektoriiniin periyodu (17) bagintisindan kolaylikla

T=2rx L1,

(13 _11)L3 (20)
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olarak bulunur. ¢ agisinin zaman igindeki davranisi, baslangigtaki degeri sifir olacak
sekilde alindiginda, (11) denkleminden

L
p(t)=—1 21)
11
ile belirlenir. T silire sonunda cisim tarafindan taranan a¢1 miktari
L{ 1
T=2r— 3 22
(0( : L3 (13_11j 22

ise, 27 ’den daha biiyiik bir degere sahip olmakta ve dolayisiyla baslangic konumunu
asmaktadir. 27 ° yi asan kisim dogal olarak

Ap=p(T)-2r (23)
ile verilir. (22) denklemi, (4), (14) ve

2
poopr =L L) (24)
3
ile verilen yardimer esitligin kullanilmasi ile
go(T):ZETT+27z% (25)

haline gelir. (Denk. (24) ile Denk. (27) arasindaki hesaplarin ayrintilar1 Ek2’de bulunabilir.)
Bunun sonucu olarak

Ap zzETT—27z(l—cos 0) (26)
olarak bulunur; burada
Q=2x(1-cosf), 27)

L vektoriiniin kesisim egrisi boyunca taradigi kat1 acidir. Nihayetinde, cismin net donme
miktari

Ap = ZETT -Q (28)
ile bir kez daha dogrulanmis olur.

3. TARTISMA VE SONUC

(28) esitligi, her ne kadar simetrik bir topag i¢in tiiretilmis ise de, cismin simetrik
olmasi sartindan bagimsiz olarak, genel bir bagintidir. Topacin periyodikligi agisal
momentum vektorii ile tanimlandiginda, net bir déonme miktarinin var olup olmadigi
sistemin hangi koordinat sisteminde incelendigine bagli kalmaktadir. Diger taraftan, degisik
bir yaklagim olarak topacin periyodiklik tanimi @ agisal hiz vektorii ile tanimlanirsa
sistemin hareketi, uzay ve cisim konilerinin birbirleri lizerinde yuvarlanma problemine

indirgenir: Bilindigi gibi, X, X, X, koordinat sisteminde @ vektorii L etrafinda ¢ hizi ile

uzay konisi denilen bir koni ¢izer. x,x,x;koordinat sisteminde ise x,etrafinda y hizi ile

cisim konisini ¢izer. Iki koninin degme dogrultusunda yer alan @ vektdrii anlik dénme
eksenidir ve hareket boyunca degme dogrultusundaki yerini korur. Dolayistyla cisim konisi

62



BAU Fen Bil. Enst. Dergisi (2005).7.2

uzay konisi lizerinde kaymadan yuvarlanma hareketi yapar. Cisim konisi, uzay konisi
tizerinde (11) ve (12)’den

T, = 27z¢ (29)
(1 1 1 3 )L3
ile verilen tam bir periyodluk hareketini tamamladiginda, @ vektorii uzay konisi iizerinde
L 1
T.)=2nr— P |=—o(T 30
o(Tc) L3(11—13J @(T) (30)

kadarlik bir ac1 tarar. Bu ise cismin toplam dénme miktaridir. Isaretlerdeki zithk, @ ve L
vektorlerinin birbirlerine gore zit yonlerde doniiyor olmalarindan kaynaklanir. Sonugta
mutlak degerce cismin net donme miktari (28) ile uyum igindedir.

(28)’in sag tarafindaki birinci ve ikinci terimler sirastyla dinamik ve geometrik faz
faktorii olarak adlandirilirlar ve aslinda kuantum mekaniksel bir incelemeden
kaynaklanmislardir [8]. Dinamik kisim, sabit 7 ve L degerleri i¢in toplam enerjinin bir
fonksiyonudur ve dolayistyla cisim dondiigii siirece varolan bir niceliktir. Geometrik kisim
ise sistemde etkin olan parametre ya da parametrelerin ( ki bu Ornekte acisal
momentumdur) parametre uzayinda kapali bir yoriinge olusturdugu zaman sistemin genel
yapisindaki degisime karsi gelir. Nitekim € =0ile verilen, agisal momentum vektoriiniin
cisim koordinat sisteminde bile sabit kaldig1 durum i¢in, parametre uzayinda kapali bir
egrinin olugsmasi miimkiin degildir ve geometrik kisim ortadan kalkar. Geometrik fazlar
genel olarak Berry fazi olarak adlandirilirlar ve geometrik optikten niikleer magnetik
rezonansa kadar pek c¢ok alanda goézlenmistir. Bunlarin en Onemlilerinden bir tanesi
Ahoronov-Bohm olayidir. Bu tiir fazlarin klasik karsiligi genel anlamu ile Hannay agist
olarak bilinir ve kat1 cisim fazlar1 Hannay ag¢isinin bir uygulamasidir [9].
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Ek1: Kesim 2.1. icin hesap ayrintilar

o ’nin x,x,x, cisim koordinat sistemindeki ifadesi

AN A A

0 =0, X+ 0, X,+ 0, X, (Ek1-1)

ile verilirken NXx; sistemindeki esdegeri

o A .

w=é+g;)+y./:é]Q/+¢)X3+y/xA3 (Ek1-2)

olacaktir. @ ’nin bilesenlerinin x,x,x; sisteminde Euler agilar1 cinsinden ayrigimi ise
asagidaki gibidir.

é=é]§]=él );1+9.2 xA2+9.3 xA3 =écosy/)gl—t.9sim//xA2 , (Ek1-3a)

* A L4 A L]

Q= (p)?3 =0, X+, X, + @, xA3 :(.psinﬁcos(90—l//))gl+(;)sinHCOSt//xAﬁ(;)cosﬁxA3 , (Ek1-3b)

. o A

w=vx, (Ek1-3c)
burada (.osiné’, ('0’n1n x,x, diizlemine olan izdiisiimiidiir. Bu durumda Denk. (Ek1-2)

o= (écosy/ + g.osinesint//))a +((.osin6cosy/ —ésint//)xAﬁ— (1/./+(;)cos H)XA3 (Ek1-4)

olurken, bu ifade =0 sart1 altinda
w =0, 0, =@sinf, w, =1/./+(.pcosé’ (Ek1-5)

AN A A
halini alir. @, =0oldugu hatirlanirsa  x,x,x; sisteminde L =L, x,+ L, x,+ L, x, ile verilen
ac¢isal momentum vektoriiniin bilesenleri

L=l =0, (Ek1-6a)
L,=1,(=1 ), =1, ¢sin@=Lsin, (Ek1-6b)
L, =L, =1,(y+@cosd) (Ek1-6¢)
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* A

olur. Diger taraftan ¢ =9 X; =0, ve y=yx, =0, tammlamalari yapilirsa (Ek1-2)

spin

denklemi (9) denklemine doniisiir.
Ek2: Kesim 2.3. icin hesap ayrintilar

Denk. (14) ile verilen enerji ifadesi simetrik topag (/, =1,) i¢in

2EI =L+ 1 + j—‘Lﬁ (Ek2-1)
3
seklinde yeniden diizenlenebilir. (4) denkleminden elde edilen L + L} = L’ — L. ifadesi bir
onceki denklemde degerlendirilirse

L1, 1))

L’ —-2EI = (Ek2-2)

3
13 _ L3
L,(I,-1,) I*-2EI,
periyod ifadesi i¢in yeni bir esitlik verir:

1L,

bagintis1 elde edilir. Bu ifadenin seklindeki esdegeri (20)’deki

T=2r—5 (Ek2-3)
(L* —2EI,)
Son ifadenin LT = ZELTII +27 LL, seklindeki  esdegeri (21) ile beraber
degerlendirildiginde
o(T) =£T =£+27r£ (Ek2-4)

1

ile verilen (25) denklemi elde edilmis olur. Diger taraftan kat1 ag1 tanimini, (4) ile verilen
sabit L yaricapl kiireye, d4 = L’ sin@d@d¢ yiizey eleman1 olmak {izere

Qz”dﬂz%”a&l (Ek2-5)

seklinde uyarlarsak sabit & igin

4 2z
Q= j sin edejd(p =27(1-cos®) (Ek2-6)
0

0

geometrik faz katkis1 bulunur.
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