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OZET

Bucaligmada, n = 1ve k = 2 iken S(n, k) Sierpinski ¢izgelerinin oyun renk sayisi ve dzel olarak k = 3 i¢in S(n, k) Sierpinski
cizgelerinin oyun kromatik sayis1 hesaplanmustir. Ayrica Sierpinski gizgeler ile ilgili bazi agik problemlerden de bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sierpinski ¢izge, Oyun kromatik sayisi, Oyun renk sayisi

GAME CHROMATIC NUMBER AND GAME COLORING NUMBER OF
SIERPINSKI GRAPHS

ABSTRACT
In this study, we find exact values for the game coloring number of the Sierpinski graphs S(n, k) for n > 1 and k > 2.
Furthermore, game chromatic number of the Sierpinski graphs S(n, k) for k = 3 is determined. Moreover, we present certain
open problems on Sierpinski graphs.
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1. GIRiS

Cizgelerde boyama ilk olarak dort renk problemi ile baglamistir. Brams dort renk problemini ispatlamak
icin haritalarda boyama oyunu (map coloring game) kavramini tanimlamistir. Brams’in tanimladigi bu
oyun Gardner’in Mathematical Games adli makalesinde verilmistir [4]. Bir ¢izgenin oyun kromatik
sayist ise (game chromatic number) ilk olarak Bodlaender tarafindan iki kisilik sonlu bir oyun
yardimiyla tanimlanmistir [1]. G sonlu bir ¢izge ve X’de renkler kiimesi olsun. Genellikle Alice ve Bob
olarak adlandirilan iki oyuncu, ilk olarak Alice baslamak ilizere sirasiyla X kiimesinden segtikleri
renklerle komsu kose noktalar farkli renklerde olacak sekilde ¢izgenin kdse noktalarini boyasinlar. Eger
X kiimesindeki renklerle ¢izgenin tiim kose noktalart bu sekilde boyanabilirse Alice oyunu kazansin.
Eger oyunun herhangi bir agamasinda X kiimesindeki tiim renklerle boyanan noktalara komsu olan ve
boyanmamis bir nokta kaliyorsa oyunu Bob kazansin. Oyuncular optimal stratejileri ile oynadiklarinda
oyunu kimin kazanacag@ elbette ¢izgenin yapisina ve X kiimesindeki renklerin sayisina baglidir. V, bir
G ¢izgesinin kose noktalarmin kiimesi olmak iizere eger |X| = |V| ise Alice’in her zaman oyunu
kazanacak bir stratejisi vardir. Diger taraftan X kiimesindeki renkler yeterli sayida degilse rnegin, x(G)
bir G ¢izgesinin kromatik renk sayisimi gostermek tizere |X| < x(G) ise Bob’un her zaman oyunu
kazanacak bir stratejisi vardir. Bir ¢izgenin oyun kromatik sayisi Alice’in her zaman kazanabilecegi bir
stratejinin oldugu X kiimesindeki minimum renk sayist seklinde tanimlanir ve bir G ¢izgesinin oyun
kromatik sayis1 y4 ile gosterilir. Verilen tanimlardan dogal olarak

X(G) < xq(6) < AG) +1

esitsizligi elde edilir. Burada A(G), G gizgesindeki maksimum dereceyi gostermektedir.
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Bir ¢izgenin oyun kromatik sayisini iistten sinirlamak icin bazi kavramlar tanimlanmistir. Zhu tarafindan
tanitilan isaretleme oyunu (marking game), yukarida bahsettigimize benzer iki kisilik bir oyundur [18].
Bu oyunda yine Alice oyuna ilk baslayandir ve oyuncular sirayla oynamaktadirlar. Ancak burada
noktalar1 boyamak yerine sirastyla isaretlemektedirler. Herhangi bir k pozitif tamsayisi igin, eger
oyunun herhangi bir asamasinda isaretlenmemis bir noktanin kendinden 6nce k tane isaretlenmis noktasi
varsa oyunu Bob kazanir. Aksi halde, yani oyun siiresince her noktanin kendinden 6nce isaretlenmis
noktalarinin sayisi en fazla k — 1 ise oyunu Alice kazanir. Bir ¢izgenin oyun renk sayisi (game coloring
number), Alice’in her zaman kazanabilecegi bir stratejinin var oldugu en kiiciik k sayisina esittir. Bir
¢izgenin oyun renk sayisi colg ile gosterilir ve agiktir ki herhangi bir G ¢izgesi i¢in

2g(6) < coly(6) )
olur.

Literatiirde cesitli ¢izgelerin oyun kromatik ve oyun renk sayilari ile ilgili ¢ok sayida calisma
bulunmaktadir. Bir H ¢izge ailesinin oyun kromatik ve oyun renk sayilari ise sirasiyla

Xg(H) = max{x,(6): G € 3}
ve
colg(H) = max{colg(G): G € H}

seklinde tanimlanir. Buna gore F agaclarin, C kaktiislerin, OP dis diizlemsel (outer planar) ¢izgelerin,
P diizlemsel gizgelerin, TG toroidal grid gizgelerin ailesi olmak iizere y,(F) = colg(F) = 4, x4(C) =
colg(C) =5, 6 < x4(0P) <7, colg(OP) =7, 8 < x4(P) <17 ve 11 < colx(P) < 17, x4(TG) =
colg(TG) = 5 sonuglari elde edilmistir [2,3,5,8-10,15-19].

Simdi n>1 ve k=1 olmak iizere S(n, k) Sierpinski ¢izgesinin tanimini1 verelim. Bir S(n, k)
Sierpinski ¢izgesinin noktalarinin  kiimesi {0,1, ...,k — 1} tamsayilarinin tim mimkin n’li
bilesenlerinden olusur. Yani V(S(n, k)) ={0,1, ...,k — 1}"* seklinde olusturulur ve farkli u =
(Uq, Uy, ..., Uy) Ve v = (Vq,Vy,..,1,) kose noktalar1 i¢in asagidaki kosullar1 saglayan bir h €
{1,2, ...,n} sayis1 varsa u Ve v kose noktalar1 arasinda bir kenar vardir.

i. t = 1,2, ,h - 1 1(,:11’1 ut = Ut,
ii. Up * Vh,
iii. t=h+1,..,niginu; = vy Ve vy = uy,.

Bu tanima gore S(3,3), S(3,4) ve S(2,5) Sierpinski ¢izgelerinin ek olarak sunulan Maple 2015 yazilimi
yardimiyla elde edilen ¢izimleri Sekil 1°de verilmistir.

Sierpinski ¢izgelerin 6nemli birgok 6zelligi vardir ve bunlardan en 6nemlisi S(n, 3) ¢izgesi ile H,, Hanoi
cizgelerinin izomorf olmasidir [11]. Literatiirde yapilan ¢aligmalarda Sierpinski ¢izgelerin bazi metrik
Ozellikleri galisilmig ve kromatik sayisi )((S (n, k)) = k, kromatik indeksi )(’(S (n, k)) = k ve k tek say1
iken total kromatik sayisi )(”(S (n, k)) = k + 1 olarak elde edilmistir [7, 13]. Daha sonra bu sonug
gelistirilerek n > 2 i¢in x"'(S(n,k)) = k + 1 oldugu gdsterilmistir [6]. Ayrica S(n,3) cizgesinin
acyclic kromatik indeksi (S (n, 3)) = 3 oldugu, tek bir Hamilton dongiisii icerdigi ve tek bir sekilde
3-kenar boyanabildigi kanitlanmistir [12, 14]. Bunun yaninda ¢izgelerde boyama konusunda S(n, k)
Sierpinski ¢izgeleri ile ilgili heniiz kanitlanamamis birgok problem de mevcuttur. Ornegin, S(n, k)
Sierpinski ¢izgelerin oyun kromatik indeks sayisi (game chromatic index), oyun kromatik sayisi, liste
kromatik sayis1 (list chromatic number), baghhk kromatik sayisi (incidence chromatic number), baglilik
oyun kromatik sayis1 (incidence game chromatic number) heniiz ¢calisilmamis konulardandir.
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Sekil 1. 5(3,3), S(3,4) ve S(2,5) Sierpinski ¢izgeleri

Bu ¢aligmada ise Sierpinski ¢izgesinin oyun kromatik say1s1 ve oyun renk sayis1 hesaplanmustir.
2. SIERPINSKI CiZGELERIN OYUN RENK VE OYUN KROMATIK SAYILARI

Once n >1 ve k > 2 icin S(n, k) Sierpinski ¢izgesinin oyun renk sayisim veren asagidaki sonucu
verelim.

Teorem 2.1n > 1 ve k = 2 olmak lizere
k , n=1ise

coly(S(n, k)) = {k +1 , n=>2ise
olur.

Kamt. Eger n =1 ise S(1,k) = K ve coly(Ky) = k oldugundan kamt agiktir. Burada Ky, k kdse
noktal1 tam ¢izgeyi gostermektedir.

Eger n > 2 ise S(n, k) Sierpinski ¢izgesinin verilen tanimindan dolay1 k tane derecesi k — 1 olan ve
k(k™ 1 — 1) tane de derecesi k olan kdse noktasi vardir. Alice nasil bir secim yaparsa yapsin, Bob en
fazla k hamle yaparak (her bir hamlesinde derecesi k — 1 olan noktalar1 segerek) en son segilen noktanin
derecesinin k olmasini saglar ve bundan dolay1 n > 2 iken col, (S(n, k)) =k + 1 elde edilir.

Ozel olarak her n pozitif tamsayist i¢in k = 1 ise S(n, k) Sierpinski gizgesi tek kose noktasindan
olusacagindan col, (S (n, k)) = 1 olacag agiktir.
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Asagidaki teorem pozitif n tamsayisi i¢in S(n,3) Sierpinski ¢izgelerinin oyun kromatik sayisinin
degerini vermektedir.

Teorem 2.2 n = 1 olmak tizere
3 , n=1lise
%5(S(3) = {4 , n>2ise

olur.

Kamt. Eger n = 1 ise S(1,3) = K3 oldugundan x4 (K3) = 3 elde edilir. Diger taraftan n > 2 iken (1)
esitsizliginden ve Teorem 2.1 den

Xg(§(n,3)) <4 (2)
olur.

Simdi de n = 2 iken S(n, 3) Sierpinski ¢izgesinin oyun kromatik sayisinin 4 oldugunu gosterelim. Eger
Bob’a 3 renk ile bir kazanma stratejisi verilirse S(2,3) Sierpinski ¢izgesinin oyun kromatik sayisinin
alttan da 4 ile sinirl oldugu elde edilir. Boylece (2) esitsizligi yardimiyla istenen sonug elde edilmis
olur.

22

20 21

02 12

00 01 10 11

Sekil 2. 5(2,3) Sierpinski ¢izgesi ve bu ¢izgenin Cg alt ¢izgesi

Alice’in ilk hamlesi i¢in iki durum s6z konusudur:

1. Durum: Alice ilk hamlesinde Cg alt ¢izgesi tizerinde (bkz. Sekil 2) herhangi bir kdse noktasini 1.
renk ile boyasin. Burada Cg ¢izgesi ile uzunlugu 6 birim olan dongii ¢izge ifade edilmektedir. Genelligi
bozmaksizin Alice’in ilk hamlesinde 01 kdse noktasini boyadigini kabul edelim. Bu durumda Bob,
Alice’in boyadig1 kdse noktasindan 2 birim uzaklikta ve Cg alt gizgesi lizerindeki bir kdse noktasini 2.
renk ile boyar. Yine genelligi bozmaksizin Bob’un 12 kdse noktasini 2. renk ile boyadigini kabul
edelim. Bu durumda 10 noktasinin komsu iki noktas iki farkli renk ile boyandigindan 10 noktasi bir
kritik nokta olur. Artik Alice ikinci hamlesinde ya bu kritik 10 noktasini ya da onun boyanmamis
komsusu olan 11 noktasin1 boyamak zorundadir. Alice bu kdse noktalarindan hangisini boyarsa boyasin
Bob, ikinci hamlesinde ilk boyadigi kose noktasindan iki birim uzaklikta ve Cg alt ¢izgesi iizerindeki bir
noktay1 6rnegin 20 kose noktasini 3. renk ile boyar. Bu durumda 02 ve 21 kdse noktalarinin komsu iki
noktas iki farkli renk ile boyandigindan bu kose noktalar1 kritik noktalar olur. Alice ayn1 anda bu iki
kritik noktay1 savunamayacagi i¢in Bob, 3 renk ile oyunu kazanir ve boylece
4 < xy(5(2,3))
elde edilir.

2. Durum: Alice ilk hamlesinde Cg alt ¢izgesi iizerinde olmayan bir noktay1 1.renk ile boyasin. Yine
genelligi bozmaksizin Alice’in 22 noktasini boyadigini kabul edelim. Bu durumda Bob ilk hamlesinde
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geriye kalan ve derecesi 2 olan noktalardan birini 2. renk ile boyar. Genelligi bozmaksizin Bob’un da
00 noktasini 2. renk ile boyadigini kabul edelim. Buna gore Alice’in Tablo 1°de verilen ikinci hamleleri
icin Bob’un verdigi cevaplar siralanmistir. Bob’un verdigi cevaba goére ya Alice’in ayni anda
savunamayacagi iki kritik nokta olusmakta ya da 4. rengin gerekecegi noktalar ortaya ¢ikmaktadir.

Tablo 1. Alice’in bazi ikinci hamleleri i¢in Bob’un verdigi cevaplar

Alice’in ikinci hamlesi Bob’un Alice’in hamlesine cevabi Olusan durum

21 noktasini 2. renkle boyar

02 noktasini 3. renkle boyar

20 i¢in 4. renk gerekir

21 noktasini 3. renkle boyar

10 noktasini 1. renkle boyar

12 ve 01 kritik noktalar

20 noktasini 2. renkle boyar

12 noktasini 3. renkle boyar

21 ig¢in 4. renk gerekir

20 noktasini 3. renkle boyar

12 noktasini 2. renkle boyar

21 i¢in 4. renk gerekir

02 noktasini 1. renkle boyar

10 noktasini 3. renkle boyar

01 igin 4. renk gerekir

02 noktasini 3. renkle boyar

10 noktasini 1. renkle boyar

01 i¢in 4. renk gerekir

01 noktasin 1. renkle boyar

20 noktasini 3. renkle boyar

02 igin 4. renk gerekir

01 noktasini 3. renkle boyar

12 noktasim 2. renkle boyar

10 ve 21 kritik noktalar

10 noktasini 1. renkle boyar

02 noktasini 3. renkle boyar

01 igin 4. renk gerekir

10 noktasini 3. renkle boyar

02 noktasini 1. renkle boyar

01 i¢in 4. renk gerekir

11 noktasini 1. renkle boyar

10 noktasini 3. renkle boyar

01 ve 12 kritik noktalar

11 noktasini 2. renkle boyar

12 noktasini 3. renkle boyar

21 ve 10 kritik noktalar

11 noktasini 3. renkle boyar

12 noktasini 2. renkle boyar

21 ve 10 kritik noktalar

12 noktasini 2. renkle boyar

20 noktasim 3. renkle boyar

21 i¢in 4. renk gerekir

12 noktasini 3. renkle boyar

20 noktasini 2. renkle boyar

21 igin 4. renk gerekir

Eger Alice ikinci hamlesinde 10 kose noktasini 2. renk ile boyarsa Bob 01 noktasini 1. renk ile boyar.
Bu durumda 02 kose noktasi kritik nokta olur. Bu noktay1 savunmak i¢in Alice’in 3. hamlesi igin {i¢
durum s6z konusudur. Bu durumlar ve Bob’un bunlara cevaplart Tablo 2’de verilmistir. Tiim
durumlarda 4. rengin gerektigi bir kdse noktasi ortaya ¢cikmaktadir.

Tablo 2. Alice’in bazi ligiincii hamleleri i¢in Bob’un verdigi cevaplar

Bob’un Alice’in hamlesine cevabi
21 noktasini 2. renkle boyar
12 noktasini 3. renkle boyar
11 noktasini 1. renkle boyar

Alice’in iiciincii hamlesi
02 noktasini 3. renkle boyar
20 noktasini 2. renkle boyar
21 noktasini 3. renkle boyar

Olusan durum
20 ig¢in 4. renk gerekir
21 i¢in 4. renk gerekir
12 igin 4. renk gerekir

Eger Alice ikinci hamlesinde 12 kose noktasini 1. renkle boyarsa Bob, 21 noktasini 2. renk ile boyar.
Bu durumda 20 kose noktasi kritik nokta olur. Bu noktay1 savunmak i¢in Alice’in 3. hamlesi i¢in yine
ti¢ durum s6z konusudur. Bu durumlar ve Bob’un bunlara cevaplar1 Tablo 3’de verilmistir. Bob’un bu
cevaplarina gore 4. rengin gerektigi bir nokta ortaya ¢ikmaktadir.

Tablo 3. Alice’in bazi iigiincii hamleleri i¢in Bob’un verdigi cevaplar

Bob’un Alice’in hamlesine cevabi
01 noktasini 1. renkle boyar
10 noktasini 3. renkle boyar
11 noktasini 2. renkle boyar

Alice’in iigiincii hamlesi
20 noktasini 3. renkle boyar
02 noktasini 1. renkle boyar
01 noktasini 3. renkle boyar

Olusan durum
02 i¢in 4. renk gerekir
01 i¢in 4. renk gerekir
10 i¢in 4. renk gerekir

Boylece Alice boyamaya Cg alt ¢izgesi iizerinde olmayan bir noktadan basladiginda her zaman Bob
kazanir. Buradan

4 < x4(5(2,3))
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elde edilir. O halde (2) esitsizliginden x,(S(2,3)) = 4 olur.

Son olarak n > 3 olsun. n = 2 durumuna benzer olarak S(n, 3) Sierpinski ¢izgesinin oyun kromatik
sayisint alttan 4 ile sinirlandirmak igin yine Bob’a 3 renk ile bir kazanma stratejisi verilmelidir. Yine
Alice’in ilk hamlesi i¢in iki durum séz konusudur:

1. Durum: Eger Alice ilk hamlesinde S(n, 3) Sierpinski cizgesindeki 3”2 tane C, alt cizgelerinden
herhangi birisi tizerindeki bir kdse noktasin1 boyarsa Bob, n = 2 durumunda oldugu gibi ayn1 Cg alt
cizgesi lizerinde ve Alice’in boyadig1 kdse noktasindan 2 birim uzakliktaki kdse noktasini 2. renkle
boyayarak oyunu kazanir.

22

20 21
02 12

00 11
01 10

Sekil 3. S(n, 3) Sierpinski ¢izgesinin bir $(2,3) alt ¢izgesi

2. Durum: Alice ilk hamlesinde Cg alt gizgelerinden birisi iizerinde olmayan bir kose noktasini 1. renk
ile boyasin. Gosterimlerde kisalik agisindan Alice’in boyadig1 noktayi igeren S(2,3) alt ¢izgesini Sekil
3 deki gibi adlandiracagiz. Genelligi bozmaksizin Alice’in ilk hamlesinde 22 kdse noktasini boyadigini
kabul edelim. Bu durumda Bob, Alice’in boyadig1 kdse noktasini igeren S(2,3) alt gizgesi lizerinde ve
Alice’in boyadig1 kose noktasindan 2 birim uzaklikta olan bir kdse noktasini 2. renk ile boyar. Yine
genelligi bozmaksizin Bob’un 02 kdse noktasini 2. renk ile boyadigini kabul edelim. Bu durumda 20
noktasinin komsu iki noktas1 iki farkli renk ile boyandigindan 20 noktasi bir kritik nokta olur. Bu
noktay1 savunmak i¢in Alice’in 2. hamlesi i¢in ii¢ durum s6z konusudur. Bu durumlar ve Bob’un bunlara
cevaplar1 Tablo 4°de verilmistir. Bob’un verdigi cevaba gore ya Alice’in ayni anda savunamayacagi iki
kritik nokta olugmakta ya da 4. rengin gerekecegi noktalar ortaya ¢ikmaktadir.

Tablo 4. Alice’in bazi ikinci hamleleri i¢in Bob’un verdigi cevaplar

Alice’in ikinci hamlesi Bob’un Alice’in hamlesine cevabi Olusan durum
20 noktasini 3. renkle boyar 12 noktasini 2. renkle boyar 21 i¢in 4. renk gerekir
21 noktasini 2. renkle boyar 10 noktasin 1. renkle boyar 12 ve 01 kritik noktalar
12 noktasin 3. renkle boyar 10 noktasini 1. renkle boyar 11 ve 01 kritik noktalar

Bu durumda Alice boyamaya Cg alt ¢izgeleri tizerinde olmayan bir noktadan basladiginda oyunu her
zaman Bob kazanir. Boylece
4 < xg(S(n,3))

elde edilir. O halde (2) esitsizliginden y 4 (S (n, 3)) = 4 olur ve ispat tamamlanir.
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3. SONUC

Bu ¢alismada S(n,3) Sierpinski ¢izgesinin oyun kromatik sayisi bulunmasina ragmen k > 4 iken
S(n, k) Sierpinski ¢izgesinin oyun kromatik sayisi halen bilinmemektedir. Cizge kuraminda pek ¢ok
cizgenin oyun kromatik ve oyun renk sayisi heniiz hesaplanamamistir. Ayrica S(n, k) Sierpinski
¢izgenin oyun kromatik indeks (' g (S (n, k))) sayist da halen bulunamamustir.

TESEKKUR

Bu ¢alisma Anadolu Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri Komisyonunca kabul edilen 1502F064
nolu proje kapsaminda desteklenmistir.

EK: S(n, k) Sierpinski Cizgesinin Maple Yazilminda Tamimlanarak Cizdirilmesi

>with (StringTools) :with (GraphTheory) :

>n := 3:k = 4:
>V := Generate(n,Iota(convert(0,string)..convert(k-1,string))):
> GetEdges := proc(n::integer) ::set;

local E,M,m,e,u,v,uu,vv,i,j,istr,jstr;
if n>0 then
E GetEdges (n-1) :
M := {};
for m from 1 to nops(E) do
e := E[m];
u e[l];
v := e[2];
for i from 0 to k-1 do
istr := convert(i,string);
uu cat(istr,u);
vv := cat(istr,v);
M:={ op(M), {uu,vv} };

od:
od:
E:={op(M)};

for i from 0 to k-1 do
for j from 0 to k-1 do
if i<>j then
istr := convert(i,string);
jstr := convert(j,string);
u := cat(istr,Repeat(jstr,n-1));

v := cat(jstr,Repeat(istr,n-1));
E := {op(E), {u,v} };
end if
od:
od:
else
E:={};
end if;
return E;
end proc:

>G := Graph(V,GetEdges(n)):
> DrawGraph (G, style=spring, redraw) ;
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