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METRIK KATEGORIDE PROJEKTIF OBJELER
Mehmet KILIC !

Ozet
Bu calismada, metrik kategoride ve bu kategorinin dolu alt kategorisi olan kompakt metrik uzaylar
kategorisinde tiim projektif objeler belirlenmistir. Metrik kategoride bos kiimeden baska, kompakt metrik
kategoride bos kiime ve tek noktali uzaydan baska projektif obje olmadig1 gézlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Kategori, Dolu alt kategori, Epimorfizm, Projektif obje.

PROJECTIVE OBJECTS IN METRIC CATEGORY

Abstract

It will be determined that all projective objects in metric category and compact metric category
which is full subcategory of metric category. It will be turn out that there is no projective object except
empty set in metric category and there is no projective object except empty set and space with single
point in compact metric category.

Keywords: Category, Full subcategory, Epimorphism, Projective object.

1. GIRIS
Bilindigi gibi bir C kategorisi su ii¢ bilesenden olusur:

e 0b(C) ile gosterilen objeler siifi
e her A,B € 0b(C) igin, C[A, B] ile gosterilen morfizmler kiimesi
e her A,B,C € 0b(C) igin C[A,B] X C[B,C] = C[A,C], (f,g) » gof seklinde tamml ve
asagidaki iki 6zelligi saglayan bileske fonksiyonu:
i) f€C[AB],geC[B,ClvegeC[C,D]iseho(gof)=(hog)of
i) Her A objesi igin 1, ile gosterilen ve her f € C[B,A] igin 140 f = f, her g € C[A, C]
icin g o 1, = g esitliklerini saglayan birim morfizm vardir.

A ve B herhangi iki kategori olmak tizere Ob[B] € Ob[A] ve B'ye ait herhangi iki By, B, objeleri
icin B[B;,B,] € A[B4,B,] kapsamalari saglaniyorsa B'ye A'min bir alt kategorisi denir. B, A'min bir
alt kategorisi ve her By, B, € B i¢in B[B;,B,] = A[B;, B,] oluyorsa B'ye A'nin bir dolu alt kategorisi
denir.

1 E-posta: kompaktuzay@gmail.com



M. Kili¢ / Anadolu Univ. Bilim ve Tek. Der. B — Teorik Bil. 4 (1) - 2016

Met ile gosterilen metrik kategori, objeleri metrik uzaylar, morfizmleri genisletmeyen
doniistimler olan kategoridir. X ve Y iki metrik uzay olmak iizere X — Y tanimh bir f genisletmeyen
doniistimii, her x4, x, € X igin

d(f(’ﬁ):f(xz)) < d(xl!xZ)

esitsizligini saglayan bir fonksiyondur. Kolaylikla goriilebilecegi iizere her X metrik uzayi i¢in 1y birim
doniisiimii bir genisletmeyen donisimdir ve X, Y ve Z {i¢ metrik uzay, f: X =Y ve g:Y = Z iki
genisletmeyen doniisiim ise g o f: X = Z genisletmeyen bir doniisiim olur. Dolayisiyla Met gercekten
bir kategoridir.

Bu kategori ilk olarak 1964 yilinda Isbell [2] tarafindan ele alinmistir. Isbell metrik kategoride
injektif objeler iizerine ¢alismis ve ¢agdaslar olan Aronszajn ve Panitchpakdi [1] ile birlikte bugiin
metrik geometride 6nemli bir yer tutan injektif (hiperkonveks) metrik uzay kavraminin ve onunla iligkili
olan "tight span" kavraminin temellerini atmustir.

Objeleri kompakt metrik uzaylar, morfizmleri genisletmeyen doniisiimler olan kompakt metrik
uzaylar kategorisi metrik kategorinin dolu bir alt kategorisidir. Ciinkii iki kompakt metrik uzay
arasindaki morfizmler kiimesi her iki kategoride de ayni1 kiimedir.

Biz bu ¢alismada metrik kategoride ve kompakt metrik uzaylar kategorisinde projektif objelerin
neler oldugunu saptayacagiz.

2. PROJEKTIF METRIiK UZAYLAR

Metrik kategoride epimorfizmler, goriintii kiimesi deger kiimesi i¢inde yogun olan, genisletmeyen
doniisiimlerdir. Bilinen bu gergegi ispatlamadan 6nce epimorfizm tanimini hatirlatalim:

Tanim 2.1 C bir kategori X,Y € Ob[C] ve f € C[X,Y] olsun. Eger her Z € Ob[C] ve her g,h € C[Y, Z]
icing o f = ho f olmast g = h olmasin gerektiriyorsa f'ye epimorfizm denir.

Onerme 2.2 Metrik kategoride bir morfizmin epimorfizm olmas1 icin gerek ve yeter kosul goriintii
kiimesinin deger kiimesi i¢inde yogun olmasidir.

Kamt: f: X — Y epimorfizm olsun ve f(X)'in Y iginde yogun olmadigint varsayalim. O halde 6yle bir
Yo € Y ver > 0 gercel sayis1 vardir ki

B(yOJT) nf(X) = Q)

olur. Simdi [0, ] araligin1 standart metrikle diisiinelim ve g, h: Y — [0, ] fonksiyonlarini asagidaki gibi
tanimlayalim:

_ r i d(y'yo) =T
90 = {d(y,yo) . dyy)) <r

r ) dy,yo) =1
h(y) =47 d®,y0)
§+TO , d(y,yo) <T
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Bu sekilde tanimlanan g ve h doniistimleri genisletmeyen doniistimlerdir ve g o f = h o f esitligi
saglanir. Ancak g # h oldugundan bu durum f'nin epimorfizm olmasiyla ¢eligir. O halde f(X), Y
icinde yogun olmalidir.

Simdi f: X = Y genisletmeyen doniisiimil verilsin ve f(X), Y i¢inde yogun olsun. Bu durumda
bir Z metrik uzay1 ve g, h: Y — Z genisletmeyen donistimleri igin g o f = h o f esitligi saglaniyorsa g
ve h, f(X) lizerinde esit olurlar. g ve h genigletmeyen doniisiim olduklarindan siireklidirler ve yogun bir
kiime tizerinde esit olan siirekli fonksiyonlar tiim kiime tizerinde de esit olacaklarindan g = h olur ve
dolyisiyla f epimorfizmdir.

Eger X kompakt bir metrik uzaysa, X'ten herhangi bir Y metrik uzayina giden bir f epimorfizmi
orten bir fonksiyon olur. Ciinkii X kompakt ve f siirekli oldugundan, f(X) € Y kompakt olur. Oyleyse
f(X) kapalidir ve Onerme 1 geregince Y = f(X) = f(X) elde edilir. Bdylece asagidaki sonucu elde
ederiz:

Sonu¢: Kompakt metrik uzaylar kategorisinde bir morfizmin epimiorfizm olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul 6rten olmasidir.

Tanim 2.3 C bir kategori P € Ob(C) olsun. X ve Y, C'de herhangi iki obje olmak {izere her p:Y = X
epimorfizmi ve her f:P — X morfizmi i¢in f =p o f esitligini saglayan bir f:P — Y morfizmi
bulunabiliyorsa P'ye projektif obje denir. Metrik kategorinin her bir projektif objesine projektif metrik
uzay denir.

Teorem 2.4 Metrik kategoride bostan farkli projektif obje yoktur.

Kamit: Varsayalim ki P projektif metrik uzay olsun. X = [0,1], Y = [0,1] n Q alalim. Y, X i¢inde yogun
oldugundan, p: Y — X gémme doniisiimii epimorfizmdir.

V2
fiP-X f) =7
olarak tanimlanan f sabit doniisiimii genisletmeyen doniisiimdiir. Ancak f = p o f esitligini saglayan
bir f: P — Y genisletmeyen doniisiimii yoktur. O halde P projektif uzay olamaz.
Teorem 2.5 Kompakt metrik uzaylar kategorisinde birden fazla nokta igeren bir uzay projektif degildir.

Kanit: Kompakt metrik uzaylar kategorisinde epimorfizmler drten doniigiimler oldugundan tek noktali
metrik uzaymn projektif uzay oldugu barizdir. Simdi P metrik uzay1 birbirinden farkli x ve y gibi iki
eleman icersin ve d(x,y) = rolsun. X = [0,r],Y = [0,2r] ve
t
p:Y = X, p(t) =3

alalim. Bu durumda f: P — X doniisiimiinii f(x) = 0 ve f(y) = r olacak sekilde segersek f =po f
esitligini saglayan bir f: P — Y genisletmeyen doniisiimii bulamay1z.

O halde P projektif uzay olamaz.
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