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OZET

Bu calismada konakgiya bulasan patojen ve konakg¢min bu patojene verdigi bagisiklik sistemi yaniti
arasindaki dinamikleri inceleyen bir matematiksel model onerildi. Model, patojen ve bagisiklik sistem
hiicrelerinin temel mekanizmalar1 dikkate alinarak biri patojen yiikiinii digeri ise konak¢inin bagisiklik
sistemi hiicrelerini temsil eden iki diferansiyel denklemden olusan bir sistemdir. Kalitatif analiz,
enfeksiyondan bagimsiz denge noktasmna ek olarak muhtemel pozitif denge nokta ya da noktalarmnin
varligint ortaya ¢ikardi. Bu denge noktalarina ait kararlilik ve c¢atallanma analizi yapildi. Holling tip-2 tiirii
yanit kullanilan modelimiz; kullanilan parametrelere bagli olarak bir bireydeki enfeksiyon ve muhtemel
yeniden enfeksiyon durumunun biiyiikliigiinii ve zamanlamasini tahmininde yararlanilabilecek kullanigh bir
arag olarak bulundu. Elde edilen sonuglar niimerik simiilasyonlar vasitasiyla desteklendi.

The dynamics between pathogen and host with Holling type 2 response of immune
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ABSTRACT

In this study, a mathematical model has been proposed to examine the dynamics between the pathogen
infected to host and the host's immune system response given due this pathogen.The model is a system
composed of two differential equations which represents the cells of host's immune system and the
pathogen's burden by considering basic mechanisms of these. Qualitative analysis found out the positive
equilibrium points being possible in addition to the infection-free equilibrium point. The stability and
bifurcation analysis of this equilibrium points was performed. Our mathematical model used Holling type-2
response is found as a useful tool that can be utilized in predicting the timing and expansion of infection and
possible reinfection processes in an individual as depend on the parameters used. Also, the results of
analysis was supported by numerical simulations.
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1. Giris

Daha o6nce yapilan ¢alismalarda kullanilan basit bagisiklik
sistem yaniti iceren modeller genel hatlariyla av-aver tipi
modellerdir. Bu modellerde; P bir konakg¢iya bulasan ¢t
zamanindaki patojen yogunlugunu, B ise konak¢ida
bulunan dogustan ve sonradan olusan yine t zamanindaki
bagisiklik sistemi hiicrelerin yogunlugunu gostermektedir.
Daha acik bir ifadeyle B degiskeni, baz1 6zel B
hiicrelerini ya da anti hiicreler ya da daha genel bir
ifadeyle patojen ve onun etkenleri igin 06zel olarak
bagisiklik hiicrelerinin farkli tiplerinin yogunlugunu ifade
eder. Dolayisiyla konak¢inin bagisiklik sistemi yaniti ve
bir patojenin etkilesimini ortaya koyan iki degisken igeren
dinamik bir sistem tanimlanir. Daha o6nceden yapilan
bagisiklik sistemi yanitmi iceren baslica modeller
sunlardir:

Gilchrist ve Sasaki (Gilchrist & Sasaki, 2002) tarafindan
yapilan model;

dpP

— =1rP —cBP
dB

— =aBP

ac ¢

seklinde olup burada; r patojenin ¢ogalma oranini, aBP
bagisiklik sistemi hiicrelerinin patojen yiikiiyle orantili
olarak t zamanindaki ¢ogalma yogunlugunu, cBP ise
patojenlerin bagisiklik sistemi hiicrelerinin yogunluguyla
orantili olarak t zamanindaki yok edilme yogunlugunu
gostermektedir.

Andre’ ve Gandon’un (André & Gandon, 20006)
onerdikleri model,

dp

d_= rP —cBP

5 )
aB B

a P

seklindedir. (1) modeline ¢ok benzer olan bu modeldeki
tek farklilik, bagisiklik sistemi hiicreleri patojen
yiikiinden bagimsiz bir sekilde iistel olarak ¢ogalirlar.

Mohtashemi ve Levins (Mohtashemi & Levins, 2001),
(2) modelindeki bagisiklik sistemi hiicrelerinin sadece
iistel bir bigimde ¢ogalmadigini varsaydilar. Dolayisiyla §
bagisiklik sistemi hiicrelerinin dogal Sliim oranini ve h
bagisiklik sistemi hiicrelerinin taban iiretim yogunlugunu
gostermek iizere model,;

P'=rP — cBP

B'=kP — 8B +h 3

seklindedir. Yukaridaki modellere benzer (Nowak &
May, 2000) birgok viriis-bagisiklik sistemi dinamikleri

igeren modeller iretildi. Ancak bunlarin ortak noktasi
eger bir enfeksiyon varsa asla tamamiyla yok olamaz
olduguydu.

Kostova (Kostova, 2007), bu modelleri ¢esitli diigiinceler
altinda geligtirerek daha uygun bir hale getirdi.
Kostova’ya gore bagisiklik hiicrelerinin iki tipi vardir.
Bunlar; effector ve memory T hiicreleridir. Yani
konakg¢ida ani bir enfeksiyon olustugunda oncelikle
konakgida halihazirda bulunan effector T hiicreleri, daha
sonra da memory T hiicreleri patojen tamamiyla yok
olana kadar cevap verir. Viris, effector T hiicreleri ve
memory T hiicrelerinin ¢ zamanindaki yogunluklari
sirastyla V, T ve M ile gosterilsin. Viriislerin sabit bir
oraninda c¢ogaldiklar1 varsayildi. Viris, effector T
hiicreleri vasitasiyla temizlenir. Bir effector hiicre Py
olasiligi ile bulagsmis bir hiicrenin miktariyla orantili
olarak bulasmis bir hiicreyi ortaya ¢ikarir ve yok eder. Bu
oran s bir sabiti gdstermek lizere Py = sV olarak ifade
edildi. Son yapilan ¢alismalar dogrultusunda memory T
hiicrelerinin bagisiklik sistemi yanitina aktif bir bigimde
katildig1 ve onlarinda bulasmis hiicreleri yok ettigi goz
ontine alindi.  Boylece effector T hiicrelerine benzer
bicimde bulasmis bir hiicreyi ortaya ¢ikarmak ve yok
etmek igin bir memory hiicre olasiliginin, g bir sabiti
gostermek tizere qV ye denk bir oranda oldugunu ifade
etti. Effector ve memory T hiicreleri, viriis varliginda
sirastyla aV ve BV oranlarinda sabit bir N* ortak
havuzundan {iretildigi ifade edildi. Effector T hiicreleri
sabit bir u oraninda bozulurken memory T hiicreleri
lojistik bir kural vasitasiyla ifade edilerek konakei
dengesinin korundugu varsayildi. Bu varsayimlar altinda
Kostova' nin dnerdigi model;

W _ V —sVT —qVM

i T s q

dT

— =aVN*—uT 4

ik U 4)
M

— =BVN*+ (y —SM)M

dt

seklindedir.  Mohtashemi-Levins’in  o6nerdigi, (3)
modelinin  bagka bir gelistirilmis hali D’onofrio

(D’Onofrio, 2005) tarafindan tiimor-bagisiklik sistemi
etkilesimi i¢in Onerildi. Ama D’onofrio’nun O6nerdigi
modelde bagisiklik sisteminin spesifik olmayan yanitini
(dogal yanit ya da ilk yanit) ya da effector hiicreleri
igermiyordu. X, t zamanimdaki tiimdr hiicre yogunlugunu,
Y ise yine t zamanindaki lenfosit yogunlugunu gostermek
iizere 6nerdigi iki-boyutlu lineer olmayan otonom model;

ax
E =aX — bXY
(5)

dy
E=dXY—fY—kX+u+p(t)
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seklinde olup burada p(t) fonksiyonu hem terapide hem
de terapi olmayan durumda kullanilan &zel bir test
fonksiyonudur.

Pugliese-Gandolfi tarafindan onerilen model (Pugliese &
Gandolfi, 2008) ise D’onofrio’nun modelinin eksikligini
diizenleyerek daha belirleyici bir sekle soktu.Onerdikleri
model, belirli bir patojen temizligi sonrasinda ortaya
¢tkan muhtemelen doza-bagli ani bir enfeksiyon ya da
patojen yiikii ve bagisiklik sistemi yanitindaki muhtemel
peryodik dalgalanmalariyla kroniklesmis bir enfeksiyon
igin ¢ok zengin dinamik ozellikler saglar. Bu modelde
bagisiklik sistemi hiicrelerinin patojeni avlamak igin
verdikleri fonksiyonel yaniti holling tip-2 fonksiyonunu
kullanarak olusturdular. Buna ek olarak konak¢inin
verdigi Ozel olmayan yanit1i da bu kurala gore
olusturdular. Yukarida bahsedilen modellerin genel olarak
modifiye edilmis hali olarak model;

c;P c, P
P'=7rP —
1+ asP 1+a,P 6)
kP B—-0B+h
1+ kP

seklindedir. Modelde; bagisiklik sistemi hiicrelerinin
bozulma orani, (3)° deki gibi bir hazirlik olmadan
kendiliginden oldugu ve spesifik bagisiklik sistemi
hiicrelerinin otomatik olarak ¢ogalma oraninin (1)’ deki
gibi patojen yiikiiyle orantili oldugu varsayildi.

2. Modelin Olusturulmasi

Modelimiz S, t anindaki patojen yogunlugunu ve B ise t
anindaki bagisiklik sistemi hiicrelerinin  yogunlugunu
(6rnegin T-hiicreleri ya da anti-hiicreler) gostermek iizere;

as 5(1 S) g csS B

ac = Ps k) B T Tt as

dB kS )
—=—"_ _B-6B

it “T1+k,s> 0Bth

Bs, K, g, c5,a5,k, ki, 6, >0

bi¢imindedir. B¢ patojenin bilyiime oranini, K patojenin
tagima kapasitesini, pg bagisiklik sistemi hiicrelerinin ilk
yanitinda ve dogal olarak yok olan patojen oranini, §
bagisiklik sistemi hiicrelerinin dogal Sliim oranini ve h
bagisiklik sistemi hiicrelerinin taban {iretim yogunlugu
gostermektedir. Ayrica cg her bir 6zel bagisiklik sistemi
hiicresi i¢in hiicre basmna avlanma orani, ag Ozel
bagisiklik sistemi hiicrelerinin her bir patojeni ortalama
sabit bir yakalama siiresi, k her bir patojen i¢in bagisiklik
sistemi hiicrelerinin hiicre basma artis oran1 ve k,, ise
bagisiklik sistemi hiicrelerinin her bir patojeni ortalama
sabit bir yakalama siiresi olarak yorumlanabilmektedirler.

CS“ZSB, Holling tip-2 tiiriinde patojene verilen

Boylece

1+a

ozel yanit vasitasiyla yok edilen patojen yogunlugunu ve
kS

1+kmS
hiicrelerinin Holling tip-2 tiiriinde ¢ogalma yogunlugunu
gostermektedirler.

ise patojen varhiginda bagisiklik sistemi

(7) denklem sisteminde,

kS B 5 ®)
YT T
doniisiimii yapilirsa,
kS
(5) kas
dx _dxdt  —gr _§qr_ kdS_dS_&%dx
dt  dtdt dt T § T 8%2dt dt kdr
dt
csB ®
4(55) can
dy dydt g~ _sdr_csdB_dB_6%dy
dr ~ dtdr dt T § T 82dt dt «csdr
dt
elde edilir. (9) esitlikleri kullanilirsa (7) den
dx x x U x
=Bl 1| x5 - y
dt 6 K% 1) 1+x(a15(6)
(10)
dy x 4 h
o= y—=y 2Cs
& () T

sistemi bulunur. Kisalik bakimindan (10) sistemindeki
parametreler

kpS R agd k_Bs  us
S Vmes =N = Ks=Tr=ae=p (11)

alinarak yeniden diizenlenirse (10) sisteminden,

F _dx_ x x
(x,y)—E—ax(l—F)—x#—lerfsy
dy

G(x,y) & 1ty

(12)

y-y+n

yeni sistemi elde edilmis olur. Ayrica (7) sisteminde, 6zel
bagisiklik sistemi hiicrelerinin ¢ogalma orani, bozulma
oranlarindan daha biiyiik olarak kabul edildi. Buna gore;

im —= =L>6,yani
7o 1+k;mS Kkm
k.0
—<1 1

. (13)
elde edilir. (11) ve (13) birlikte dikkate alindiginda;
y<l1 (14)
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elde edilir. Ayrica (12) sistemi igin biyolojik olarak
calisilan bolge T # ﬁ olmak tizere,

n=

T-1-T
e 1+Tyy(T+y(0)) —

T—1-Ty
1+Ty

(x,y) ER:0<x<Tn<y<

(15)

seklindedir.
3. Modelin Kalitatif Analizi:

Bu kisimda (12) sisteminin dengelerinin varligi ve
kararliligr arastirildi.

3.1. Denge Noktalari

(12) nin dengeleri,
x 1
x(a 1—=)—u-— y)=
( T) 1+ x&s (16)
1+ xyy —y+n=0

sisteminden elde edilir. E,, enfeksiyondan bagimsiz
denge noktasmni temsil etsin. Bu durumda (16) denklem
sisteminde x = 0 almirsa; E, = (0,n7) bulunur. Diger
denge ya da dengeler,

1
(1-3)-n-rrer=0

(17)
1+ xyy —y+n=0
denklem sisteminden elde edilir. (17) sistemindeki
denklemlerden y nin gekilmesiyle;
1+xy
=0 = (L)
f 1+xy—x (18)

y=9@ =(a(1-7) 1) (1 +x)

bulunur. x, y = 0 olmak {izere muhtemel diger denge ya
da dengeleri bulabilmek i¢in (18) sisteminde null-cline
tanim1 kullanilarak f(x) = g(x) olacak sekilde f(x) ve
g (x) fonksiyonlarmin grafiklerinden faydalanildi.

(18) denklem sistemindeki ilk denklemin grafigi igin

1+xy )

—_— 1
1+xy—x (19)

y =G =n

oldugu dikkate alinirsa f(x) fonksiyonu asagidakileri
saglar:

® 1+ xy —x # Ooldugundan tanim kiimesi R, — {L}

1-y

olur.
*© lm [ =n(E5) =+

X— 1Ty)

lim fG) = lim (7o) =—mve
() ()

. _ . 1+xy _ v o ..
xl_lﬂ;of(x) N xl—lf-!_tloon (1+xy—x) =0 (1—y) Oldugu em

1 . .
Xdusey = P diisey asimptot ve Yyatay =1 (ﬁ) yatay
asimptottur. Ayrica (14) den dolayl Xgyg, >0 ve
Yyatay < 0 olduklar agiktir.

® Eksenleri kestigi noktalar, (0,7) ve (— i, 0) dir.

® f(x) fonksiyonunun pozitif ve negatif oldugu araliklar
ile tiirevi vasitasiyla artan ve azalan oldugu araliklar

asagidaki sekilde bulunur. x € (0, ﬁ) ise f(x) >0 ve

X € (ﬁoo) ise f(x) <0 dir. f'(x) = nm> 0
olup f fonksiyonu her yerde artandir ve f"(x) =
2n(1-y)
(1+xy—x)3
konveks, x € (xdusey,OO) araliginda konkavdir.

olup f fonksiyonu x € (—oo,xdusey) araliginda

® fsaret tablosu;

X —-= - i}

¥ FEEE

PR
+o0) y:r/_L—' |
V1)

¥ |r=9 7; olo nn

seklindedir. Boylece (19) fonksiyonunun grafigi Sekil 1
de gosterilmistir.

ALY ;
1
1
1
1
1
1
1
1
1oy .
ya v . N
< . Ed
s r ey R SN
1 1_}’
1
1
1
1
1
1
1
. 1
N 1=y

Sekil 1. (19) fonksiyonunun grafigi

(18) denklem sistemindeki ikinci denklemin grafigi i¢in
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y =900 = (a(1-2) =) 1 +x) (20)

oldugu dikkate alinirsa g(x) parabolii asagidakileri
saglar:

* Eksenleri kestigi noktalar (0,0 — ), (—=,0)
S
((1 -8, 0) seklindedir.
a

® Tepe noktast;

(xtepe' Ytepe) =

(-4 ag(-tler=1)) - en

olur.

Boylece (20) fonksiyonunun grafigi Sekil 2.2.2 de

gOsterilmistir.
ANy
a—u
1 [1 ,EJT
i S LN
N / \ 4
— &
N

Sekil 2. (20) fonksiyonunun grafigi

(19) ve (20) fonksiyonlarinin grafiklerinin birinci bolgede
olusan muhtemel kesim noktalar1 (12) denklem sistemi
i¢in enfeksiyondan bagimsiz denge noktasi disindaki
muhtemel denge noktalarmi (varsa) verecektir. (12)
sisteminde bagisiklik sistemi hiicrelerinin 6zel yanitina
ihtiyag duyulmasi ve dolayisiyla bu fonksiyonlarinin 1.
bolgede kesim nokta ya da noktalarini arastirabilmek igin

a>u (22)
olmalidir.
Sekil 1 wve Sekil 2 den sirastyla (19) ve (20)

fonksiyonlarmm kesim noktalarmi1 bulmak igin olasi
durumlar &« — u > 1 ve n > a — u seklindedir.

® g —pu>nolsun. f(x) = g(x) denklemi x € (OL)

1-y
araligmmda bir tek pozitif ¢6ziime sahiptir. Bu kesim
noktasi (x5, ;) olup Sekil 3 de goriilmektedir.

[

1-vy

Sekil 3. a—u>n durumunda (19) ve (20)
fonksiyonlarmnin grafikleri

® n>a—pu olsun. Bu durumda ortak ¢oziimden ya
denge noktasi yoktur ya da 2 tane denge noktasina sahip
olacaktir. Eger X, < 0 ise (19) ve (20) fonksiyonlarinin
pozitif bolgede hi¢ kesim noktasi yoktur. Burada xepe,

(21) de tanimlandigi gibi olup asagidaki sekilde
gOsterilmistir.
AP ;
1
I
: >
" ¥
e ()

i
[T .
<

Sekil 4.7 > a — p ve x4epe < 0 durumunda (19)
ve (20) fonksiyonlarmin grafikleri

N> Q— [ Ve Xepe > 0 durumunda ortak ¢oziimden ya
denge noktasi yoktur ya da 2 tane denge noktasina sahip
olup asagidaki sekillerle ifade edilebilirler.
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N P

Sekil 5.7 >a—pu ve xype > 0 durumunda (19) ve

(20) fonksiyonlarmin 1. bolgede kesim

noktasmin bulunmadigi olasi grafikleri

AY

Sekil 6.7 >a—pu ve x4pe > 0 durumunda (19) ve

(20) fonksiyonlarmm 1. bolgede 2 kesim
noktasmin bulundugu olasi grafikleri

Son olarak

N>a—Uve Xy >0 (23)

olsun. Sekil 5 ve Sekil 6 arasindaki ayrim; x € (O,i)

araliginda h(x) = f(x) — g(x) olacak sekilde bir h(x)
fonksiyonu tanimlansin. Bu fonksiyonun diskriminanti
pozitif ve iki farkli pozitif apsisli ekstremum degeri varsa
f(x) = g(x) denklemi Sekil 6 da goriilebilecegi gibi
pozitif bdlgede 2 kesim noktasina sahiptir. Aksi durumda
bu aralikta kesim noktasi yoktur. Dolayisiyla;

_ 1+xy x
h(x) =7 <m) - (a (1 - f) - M) (1+x8s) (24)
olup  h(x) = 77+xm/—(x(y—1)+1)(x€s+1)(a(1—;)—u) olarak

1+xy—x
ifade edilebilir. x € (O,ﬁ) araligmda h(x) =0

denklemi; k(x) = Pjx3 + P,x> + P;x+ P, =0 olmak
lzere,

a a
kG = (1 =N 6x = &5 ((1 “P@-w + @ —y);)xz
—(((1—y> ) @—w +%+ny>x

—(((1—y)—fs)(a—u)+%+ny>x+(a—u—n)=o (25)

seklinde yazilabilir. Burada,

parametreleri;

P, P, P; ve P

a

P=>1-vy) Tfs

a
P=—&(A-N@-p+@-n5

(26)
a

Py = _(((1—]/) — &) (a —p) +7+77V)
Py=(@—-pu—-mn)
olup, (14) den P, > 0, (14) ve (22) den P, < 0 ve (23)
den P, < 0 bigimindedirler.
(25) deki k(x) = 0 denkleminin 3 pozitif kokii varsa, (24)
deki h(x) fonksiyonunun x € (0, ﬁ) araliginda 2 pozitif

kokii  vardir.  Dolayisiyla  k(x) =0  denkleminin
diskriminantmin pozitif ve pozitif apsisli olan 2 farkl
ekstremum degeri olmasi gerekir.

Boylece, x degiskenine gore diizenlenen ve {igiinci
dereceden reel katsayili (25) ifadesinin diskriminanti;

A = P;?P,% — 4P, P, — 4P,%P,

+18P,P,P;P, — 27P,*P,* > 0 (27)
seklindedir. Ayrica (25) ve (26) den
k'(x) =3P x?+ 2P, x+ P, =0
denkleminin ekstremum noktalarmin apsis degerleri;
—P, £P,* = 3PP,
Xpp = — 2 13 p2—3pP,>0  (28)

3P,
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olur. Dolayisiyla,

P> >3P,P; >0 (29)

oldugunda (28) de wverilen ekstremum degerlerinin
apsislerinin her ikisi de pozitif reel sayidir.

O halde, n > a — pt ve X¢epe > 0 durumunda eger (27) ve
(29) saglanirsa x € (0, ﬁ) araligmda  f(x) = g(x)

denklemi 2 ¢6ziime sahip ve bdylece (12) sisteminin bu
aralikta iki pozitif dengesi vardir.

Boylece agagidaki énerme elde edilir.

Onerme 3.1. (12) sistemi her zaman enfeksiyondan
bagimsiz denge noktasi olan E, = (0,7) denge noktasina

sahiptir. Ayrica x € (0, ﬁ) araliginda a —pu >n ise
E;=(x,y]) ve n>a—p, Xppe A>0 ve P2 >
3P,P; >0 ise birbirlerinden farkli E, = (x3,y3) ,
E; = (x3,y3) dengeleri de vardir. Burada x.p, (21) de
ve A ise (27) de verilmistir.

Tablo 1 de (12) sisteminin muhtemel denge noktalarinin
varlik kosullar ile ilgili bir 6zet verilmistir. .

Tablo 1. (12) sisteminin denge noktalarinin
biyolojik varlik kosullari

Denge noktasi Denge noktasi

Denge noktasi

varhk kosulu sayisi
Her durumda 1 E, = (0,1)
S . Ey = (x1,91),
a— . 1
w=1 X{ € (O'E)
E, = (x3,¥3),
n>a—puve . .
E; = (x3,3),
xtepe,A >0, 2

X2, X3 ( ;T);
P,2>3P,P; >0 1=y

X3 < X3

Xtepe » (23)' de ve Py, Py, P; ve A ise sirastyla (28) ve (29)' da
gosterildikleri gibidirler.

3.2. Denge Noktalarimin Kararhhk Analizi

(12) sisteminin jakobiyen matrisi,

)

X y X
/a(l_zf)_”_(1+xfs)2 _1+xfs

\ y x(l—y)—l/ (30)
(1 + xy)? 1+xy
dir. (30) un determinanti ve izi sirasiyla
2x y x(1-y)—-1 xy
(a (1_?)_M_(1+x§'5)2) 1+ xy -'-(1+x§'_‘;)(1+xy)2 31
1 2x 1 x(1-y)—1 GD
a( _?)_H_y(1+x§'5)2+ 1+ xy

seklindedir.

® F,=(0,n) igin (30) da verilen jakobiyen matris,

J(Ey) = (Z =0 0_1) olur.

Eger,

a—p<n (32)
ise detJ(E)) =—a+u+n>0 ve Trj(E)) =a—u—
n — 1 < 0 sartlar1 saglanir. Routh-Hurwitz kriterinden E,
yerel asimtotik kararlidir.

® Diger muhtemel denge noktasi ya da noktalarmnin
f(x) = g(x) denkleminin ¢6ziimiinden elde edilen 0, 1
ya da 2 tane oldugu ve varhk kosullari Onerme 3.1 de
ifade edilmisti. (x*, v*), bu kosullar altinda elde edilen
denge noktalarmin genel halini gostersin. Bu denge
noktalarmi  dogrudan (31) de yerlerine yazarak
kararliliklarini incelemek ¢ok zordur. Bu nedenle (30)
daki jakobiyen matrisle ilgili bazi diizenlemelere gitmek
gerekir. (x*,y*) ¢oziimlerinin (18) den,

x*
y =g = (a(1-2)-u)a+xg)
. . 1+x*y
yi=fx )"7(1+x*y—x*)
sistemini saglayacaklar1 agiktir.
gore (30) daki jakobiyen matris,

(33)

(x*,y*) ¢oziimlerine

J&x*y*) =
a <1 - zx—*) _ Y x’
T) H T A e T 1txg 54
_r ¥A-n-1
\(1 +x7y)? 1+x'y
seklinde verilir. (34) deki jakobiyen matrisinin elemanlar,
x* y* * ’
1-25)—pu- _
a< T) # (1+x%&5)2 (1+x*§s)g(x *)  (35)
ve
) () 1
Y * f&x) x@-vy) 3 n 56

A+xy? e 1+xy | fG)
seklinde agilabilirler. (35) ve (36) nin (34) deki jakobiyen
matriste yerlerine yazilmasiyla;
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[ g )
(1+x*$s)g (e ) 1+x*&s | 37)
fr&0) .

\" FG) i) /
bulunur. Kararlilik analizi i¢in gerekli olan (37) nin
determinanti ve izi

"=

N x* _xn
) =gy o 6D 9w >0 38)
TT'(]*) _ X * g (x *)f(x ) 7’](1 + x*fs) < 0
B CF AT

seklinde olup x € (0, ﬁ) araliginda f(x*) > 0 oldugu

g0z oniine alinirsa (38) den kararlilik sartlart su sekilde
kisaltilabilir:

Eger,
@ g <fx?)

i (39)
() g ()f(x) <n

(1 +x"%5)
—

sartlar1 saglanirsa, o zaman f(x*) = g(x*) denkleminin
€ (0, ﬁ) araliginda var olan muhtemel denge nokta ya

da noktalar1 yerel asimtotik kararlidir.

Onerme 3.2. (x*, y*), Onerme 3.1 de ifade edilen 1 ya da
2 pozitif denge noktasinin genel halini gostersin. Eger
Xtepe <0 veya 0 < Xpepe < x* < ﬁ ise bu denge
noktast (39) kosullarini saglar ve (12) sistemi igin yerel
asimtotik kararli denge noktasidir.

Ispat. Onerme 3.1 de ifade edilen 1 ya da 2 pozitif denge

nokta51 var olsun. O zaman ya E; = (x],y;) va da
= (x3,y5) ve = (x3,¥3) denge noktalar

mevcuttur.

Xtepe < 0 olsun. Xx¢ep., g fonksiyonunun tepe noktasi

oldugundan dolay1 x € (0, ﬁ) araligimda g’ < 0 olur.

Ayrica bu aralikta f,f >0 olup (39) daki (i) sarti
1+x fs
>0

oldugundan (ii) sart1 saglanmis olur. Bdylece Tablo 1 den
Xtepe < 0 oldugunda sadece E; = (xj,y;) dengesi
mevcut olup Routh-Hurwitz' den bu denge noktasi (12)
sistemi i¢in yerel asimtotik kararhdir.

saglanir. Yine bu aralikta gf <0 ve n——=

0 < Xpepe <x™ < L olsun. @ —pu>n durumunda
sadece E = (xl,yl) dengem n>a— y, Xteper A > 0 ve

2>3P,P; >0 durumunda ise = (x3,y3) ve
E3 = (x3,v3) dengeleri mevcuttur. Bu muhtemel denge

noktalar1 eger x € (xtepe,ﬁ) araliginda iseler g' < 0

olacagindan dolayr (39) kosullart x;,, <0 durumuna

benzer sekilde saglanir yani bu muhtemel denge noktalari,
Routh-Hurwitz kriterinden yerel asimtotik kararlidir. Ispat
boylece ispat tamamlanmig olur.

Tablo 2 den (12) sisteminin denge noktalarinin biyolojik
varlik ve yerel asimtotik kararlilik kosullar1 verilmistir.
Avyrica, bu ¢alismada, kisalik bakimindan yerel asimtotik
kararlilik ifadesi yerine YAK kullanilmistir.

Tablo 2. (12) sisteminin denge noktalarinin
biyolojik varlik ve yerel asimtotik
kararlilik kosullar

Denge noktasi Denge noktasi Yerel Asimtotik
varhk kosulu g Kararhhk kosulu

Her durumda

=(0,m) a—pu<n

a—u>n>0 Xtepe < 0 veya

Ey = (x5, 1),

(05) L
1-y 0< Xtepe < x; < m

E; = (x3,¥3) ve
Es = (x3,3),

. *G(O 1 )
x2vx3 '1_Y

n>a—u>0ve
xtepe,A>0,

1
0 < Xpepe < ¥/ <7
P2 > 3PP, >0 14

1-—

i=2 veya 3

3.2. Denge Noktalarimin Catallanma Analizi
Yorum:

l. Xepe < 0 olsun.

® a—u>n>0 ise E,=(0,n) Kkararsiz
E; = (x},y;) yerel asimtotik kararli denge
noktasidir.

®*n>a—u>0ise E, =(0,n) YAK denge

noktas1 iken E; = (x],y;) dengesi gdzden
kaybolur.

2. 0<xtepe<x;<ﬁ,i=1,z,3 ve A>0
olsun.

® a—u>n>0 ise E,=(0,n) Kkararsiz
E; = (x1,y{) yerel asimtotik kararli denge
noktasidir.

®* n>a—u>0 ise E; = (xf,y;) dengesi

gozden kaybolurken E, = (0,7), E, = (x3,y3)
ve/veya E; = (x3,v3) YAK denge
noktalaridirlar.

Onerme 3.3: r =a —pu—1n, catallanma parametresi
olsun. =2n<r+1< Zﬁ ve r <7 durumunda
r =r* = 1' de bir supercritical Hopf ¢atallanmasi vardir.
(Buradaki denge noktasmin kararlilik kosulu r < 0)
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ispat: (12) denklem sistemini tekrar gbz oniine alalim.
Burada ilk buldugumuz denge noktasi enfeksiyondan
bagimsiz denge noktasi olan E,(0,n) denge noktastydi.
Bu noktada hesaplanan jakobiyen matrisin 6z degerleri
bir hopf ¢atallanmas1 hakkinda bilgi verir. Dolayisiyla bu
denge noktasinda hesaplanan jakobiyen matris J(E,) =

(7‘;—#—77 0_1) olup Tr(J)=a—pu—n—1 ve
Det(J)) =—a+u+n+n=—a+u+2n gbzénine
alindiginda elde edilen karakteristik denklem;

A —=Tr(DA+Det(J) =0 (40)
olur. Hopf ¢atallanmasimi inceleyebilmemiz igin

diskriminantin negatif olmasi gereklidir. Bdoylece; (40)
da elde edilen karakteristik denklemin diskriminant1 4,
olsun. Eger;

—2Jn<a-p-n+1<2n (41)
ise A; < 0 olur. Dolayisiyla J(E,)' in 6z degerleri;

A2

_@—p-n-D+ifaa+pu+2m)—(@—p—n-17?
=a(a,un) i plaun)
olarak ifade edildiginde;

a—u-n—-1

a(a,u,n) = Redy, = .

Ve

_ VaCatutan)-(a—p—n-1)?
2

ﬁ(a, W 77) = Imll,Z

olur. Catallanma parametresi r olmak lizerer = a — u —
n olarak alinsin. Boylece, a(r) = %1 ve B(r) =

Van-r)—-(r-1)2

. olur. r*=1 catallanma degerinde
a(r*) = 0 olmak {izere dc;—(:) = % # 0 olur. Ayrica
r*=1
B(r*) = /n — r olup, eger

n>r (42)
ise B(r*) # 0' dur.

Sonug olarak (41) ve (42) saglanirsar = r* = 1' de bir
supercritical Hopf ¢atallanmasi vardir.

n xxg (%)

Onerme 34: r= T Wemees) g:atallanzma
: lsun. Es n__ xxg(x%)
parametre? c? sun ger (f = (1+x*$s))
N xxg (xx) (f(xx) . o .
Foo) (Lexets) (g,(X*) - 1) iser=r"=0" da bir Hopf

catallanmasi vardir.

Ispat: E, = (xj,y;) veya E,=(x3,y;) ve E=
(x3,y3) denge noktalar1 i¢in A ve B degerleri,
N xrg(x¥)

flx =)’ Q+xx&)

olsunlar. (37) daki jakobiyen matristen elde edilen
karakteristik denklem;

A

(43)

(Fan-gGn)

A2+ A(A—B)+ AB :
g'(x =)

=0

(44)

olur. (44) den elde edilen karakteristik denklemin
diskriminanti 4, olmak iizere;

A, = (A —B)? — 44B (f @) _ 1) (45)
g (x %)
seklinde gosterilir. Eger
(A— B)? < 4AB (f ) 1) (46)
g (x )

ise 4, < 0' dir. Dolayisiyla (44) karakteristik denklemin
kokleri asagidaki gibidir.

-(A-B) % i\/4AB (M

g(ac*)_l)_(A_B)2

2

11,2 = (47)

Kokler A;, = a(4, B) +i.B(A, B) olarak ifade edilirse,
a(A,B) = Rely, = —U47B) Ge

4AB<%—1)—(A—B)2

2

B(A,B) = Imi,, =

olarak yazilir. Catallanma parametresi r olmak iizere
r = A — B olarak alinirsa,

4AB<£:$:;—1)—1”2

a(r) ==, () =

2

olur. Burada r* = 0 olmak izerer = r*'daa(r* =0) =

0, dc;’ir) — —%:ﬁ 0 olur. Ayr]ca (46) dan dolayl

r*=0

B(r*=0)= |AB (;gj — 1) # 0 olur.

Boylece eger A ve B parametreleri (43) de ifade edildigi
gibi ve r = A — B olmak Tlizere eger (46) saglanirsa o
zaman r = r* = (' da bir supercritical Hopf ¢atallanmasi
vardir.
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4. Baza Niimerik Calismalar

Sekil 7 - Sekil 11 de gosterilen niimerik ¢alismalarda,
literatiirden elde edilen veriler ya da sayisal olarak yakin
veriler kullanilmistir. Ayrica Tablo 2 de gosterilen
sonuglarla uyumlu olarak (12) otonom sisteminin farkl
¢ozlim grafikleri gosterilmistir.

Bu kisimdaki niimerik ¢alismalar i¢in pplane.jar programi
kullanilarak (12) diferansiyel denklem sisteminin kalitatif
analizinin sonuglariyla uyumlu grafikler elde edilmistir.

File Edt Window Solution Graph Options
X = Bx(1-9900)7 2140001
¥ =0(1+0.005)-5+0.6
2

Fauibrium Point
There i a spral ink at 0.25031,0.8)
Jacobian

R RN T osoozss azsozs
P R T T AR T T 2 The eigenvaluss and eigenveciors are
i 03750243081 (0265744041001, 0<087251)
VYL bbby b 03750243081 (026574+0,410011,040,87251)
16 VLV Equilbrium Point
AR EE A e s 3 a8 pont a1 (325982617,06)
Jacon
R T TR R A A e sassszenr
41 | \ 05
R The eigenvalues and eigenvectors are
| 02 (1.0)
ISEERUSEEE
o N
IFRUI U VIR R P IR
TETEETERE
RS R &
4 4 v o8 v
o5
o P @B
IR
04
R
0.2 e
- Lo
AR AR NN F T
n—i 1, 1 -05

Sekil 7.

A — [ > 1 VE Xpepe = =5 <0
durumunda Ey(Kararsiz) ve E; (YAK)

dengelerinin zamana bagl degisimleri

-0

File EGt Window Solufion Graph
X = 811 000)-7.26(1+20
¥ =01(1+0050+05

opions 2] PPLANE Linearization: saddle: 0, 05)

File EGt Window Solution

N N X

5o Iy Y4

. i A
s R

45 Vi YA

N i \ BRI
13 (|

35 7

Equilorium Point.
There is a saddle pointat (0, 0.5)
Jacobian:

S R B
NN N w

0

05
The eigenvalues and eigenvectors are:

Equitorium Point.
‘There is a spiral source at (078437, 2,0389)
Jacobian
047848 -03035
18079 024523
The eigenvalues and eigenvectors are:
0.1661+0,66749i (-0.32803+0,17782i,0+0,92778i)
0.1651-0.667491 (0,32803+0,177821,0+0.92778i)

TR T TR

Sekil 8. @ — L > 1 ve Xiepe = 49.75 > 0
durumunda E, (Kararsiz) ve E;
(Kararsiz) dengelerinin zamana bagl
degisimleri

€] PPLANE Phase Plane e
File Edit Window Solution Graph Options

X = 8H(1-4145) B(1920

¥ =011+40.9990-y+3

E S S S S S S

$4 4 4 4 0 4 e

X = B(1-4145)-B1(1+20
¥ =00(1+0.98904+3

x 20

150 . 50 |
-100 0
Equilbrium Point
There is a nodal source at (7,002, 24,422)
Jacobian:
11117 046706
012284
The eigenvalues and eigemvectors are:
73 (09442, 0,32037)
0040088 (0,39956,0,91671)

Equilbrium Point
There is a saddle point at (12441, 6.7369)
Jacobian:

1300 035666
bt

The eigenvalues and eigenvectors are:

202 (0.72684,0,68681)
01083 (0.24403,096977)

Equilbrium Point
There is a sink at (0, 3
s specific ype has not been determined.
Jacobian.
4 0

3
The eigenvalues and eigenvectors are
1

A CLIMES )

Sekil 9. a —p <1, PyP; = 0.000104367 > 0,
, P,2 —3P,P; = 0.013375227 >0

A = 0.00555469 > 0

ve xtepe =

17.87500 > 0 durumunda E, (YAK), E;

(Kararsiz) ve E, (Kararsiz)

Xtepe  dengelerinin

degisimleri

File Edt Window Soluion Graph
X = 10x(1-1140)-8 Bxxi(1 +5%)
¥ =20(1+0.9990.y+0.5

Options

zamana

X1, %5 <
baglh

Y
LY
T
b v
R
1Y
R
&3 || V|
1Y
T
111 4
V1Y
w6l
14
I ¢
» e
L
sl 4 -
¢ A
R
b

Sekil

10, a—u<n, PPy =
P,%2 — 3P, P; = 0.13046301 > 0,4 =

0.240809544 >0 ve
durumunda E, (YAK) ,
E, (YAK)
zamana bagl degisimleri

*
x1 < Xtepe

[Equilorium Point
There is 3 spiral sink at (3.9231,2.4693)
Jacobian:

018625 -0,1903

020248

The eigenvalues and eigenvectors are

-0.18437+0,138171 (-0.79996+0,10489i,0+0,59081)
-0.18437-0,138171 (0.79996+0,104891,0+0,59081))

Equilorium Point
There is a saddle point at 0071272, 0.53564)
0052545

093347
The eigenvalues and eigenvectors are:

4325 (090739, 0.42029)
090913 (0.052069,0.99854)
Eauilorium Point
‘There is a nodal sink at (1 6264E-20, 05)
Jacovian
01 16264620
05 -

The eigenvalues and eigenvectors are:
01 (1.0)

40

0.00051024 > 0,

xtepe = 27 > 0
E; (Kararsiz) ve
< x, dengelerinin
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PPLAME Linearizatiorr nodal sink (-1,6264E-20,05) - O
+ Edl Window Sobsicn Fie Ed Window Socluon
A01  B=1EIB4E-T0 u'=Au s Br

=05 D=1

= PPLANE Linearization: saddber (0,071272,0,53564) — O

& PPLAMNE Linsarizatior spiral sink (39231,24693) — O
Fie Edt Window Scluson

A=D[9ESEY  B=11 052546
C=04668 D=-0,93347

u'=Au«By
¥ =Cusiw

A=0,16635
©=0,10208

B=0,1803
D=0,20248

...... i"‘l’"ll

£ e |

l‘*i':|

A4 0F 05 D4 D2

4 03 06 04 02 0 02 04 OF 03 1

u

u

02 04 05 DE 1

Sekil 11. Sekil 10 daki kosullar altinda, lineerlestirilmis E, E; ve E, dengelerinin analizi

5. Sonug

(7) modeli i¢in (12) sistemindeki a — u degeri patojenin
net gelisim oranmi temsil ederken 1 degeri bagisiklik
sistemi hiicrelerinin ilk yanitindaki (dogal yanit ya da 6zel
olmayan yanit) iiretim oranini temsil etmektedir.

Eger « — u < nise, o zaman ya bagisiklik sisteminin ilk
yaniti ikinci yanita (6zel yanit) gerek kalmadan patojeni
yok edecek kadar yiiksektir ve boylece enfeksiyon
tamamiyla yok olur veya buna ek olarak parametreler bazi
durumlart sagladiginda muhtemel 2 farkli pozitif
dengenin ortaya ¢ikabilecegi bir senaryo olusur.

Eger a —u >n ise, o zaman bagisiklik sisteminin ilk
yanitt patojeni yok edecek kadar yiiksek degildir ve ikinci
yanita ihtiyag duyulur. Bu takdirde bir tane pozitif
dengenin varligindan soz edilir. Boylece sistemin bu
dengesinin kararlilig1 ikinci yanittaki bazi parametrelere
baglidir.

Bu c¢alismada iizerinde c¢alisilan modelin  denge
noktalariin varlik ve kararhilik sartlar1 ile ilgili énemli
sonuglar elde edildi. Bu sonuglar niimerik simiilasyonlar
vasitastyla desteklendi.

Ileriki ¢aligmalarda anti-mikrobiyal ilaglarm etkisinin
arastirilmasi planlanmistir.
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