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Quasilineer uzaylarda alt ve iist yar1 baz kavramlan
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OZET

S. M. Aseev lineer uzaylarin daha genel bir formu olan quasilineer uzay kavramini tanimladi, [1].
Quasilineer uzaylar teorisindeki temel bir eksiklik, lineer bagimlilik-bagimsizlik ve baz kavramlarmin
yoklugudur. Belki de bu, quasilineer uzaylar teorisinin gelisiminin dniindeki en biiyiik engeldir. Bu ¢aligmada,
bu 6nemli kavramlarin elde ettigimiz yeni tanimlarint sunacagiz. Verdigimiz tanimlarin, lineer uzaylara
iligkin benzeri sonuglarla tutarlilik i¢inde verildigini de gosterecegiz. Arastirmalarimiz bu kavramlarin direkt
olarak quasilineer uzaylardaki siralama bagintisina bagli oldugunu ve bu konjonktiir i¢in, lineer bagimlilik-
bagimsizlik tanimini alt ve iist quasilineer bagimlilik-bagimsizlik gibi iki parcada sunmamiz gerektigini

gostermektedir. Bu nedenle ¢alismanin son boliimiinde, dncelikle bir quasilineer uzayda sonlu bir {Xk }Ezl

kiimesinin alt ve list quasilineer kombinasyonu ve alt ve {ist quasilineer bagimsizlig1, daha sonra ayni kiimenin
alt ve Ust gereni tanitilmistir. Bu temeller {izerine bir quasilineer uzayda alt ve {ist yar1 baz kavramlar1 ve
uzayin alt ve iist boyutu kavramlari verilmistir.
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Lower and upper semi basis in quasilinear spaces
ABSTRACT

Aseev introduced the notion of quasilinear spaces as a generalization of linear spaces, [1]. The fundamental
deficiency in the theory of quasilinear spaces is the lack of a satisfactory definition of linear dependence-
indepence and basis. Perhaps this is the most important obstacle on the improvement of theory of quasilinear
spaces. In this study, we will present the definitions of these important concepts. Also we show that these new
definitions are given consistent with counterparts of similar results in linear spaces. Our investigations show
that these notions directly depend on the order relation on the quasilinear space and have to split into two

ways as lower and upper quasilinear independence. Thus, firstly we introduce lower-upper quasilinear
n

combination and lower-upper quasilinear independence of a finite set {Xk }kzl

in a quasilinear space X .

Finally we give lower and upper span of {Xk }E:r These concepts lead us to introduce the notions of lower-
upper dimension and lower-upper semi base of a quasilinear space.
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1. Giris

Klasik analizde lineer uzay kavrami onemli bir yer
tutmaktadir. Ozellikle fonksiyonel analiz sahasinda yer alan
normlu uzaylar, Banach uzaylar1 ve Hilbert uzaylar temel
olarak lineer uzay kavrami iizerine insa edilmistir. Bu
uzaylarin kendilerine has bir takim 6zellikleri sayesinde,
klasik tek degerli fonksiyonlarla olusturulan diferansiyel
denklemler birgok bilimsel problemin modellenmesinde
etkili araglar olmuslardir. Ancak bazi 06zel doga
problemlerinin  tek  degerli fonksiyonlarin  {rettigi
diferansiyel denklemler ile modellenemedigi goriilmiistiir.
Bu sorunu asmak igin yapilan arastirmalar, kiime degerli
fonksiyonlarla elde edilen kiime diferansiyel denklemleri
ortaya ¢ikarmustir. [2] numarali kaynak, bu tip denklemleri
inceleyen 6nemli bir caligmadir.

Tek degerli fonksiyonlarla elde edilen diferansiyel
denklemlerin ¢6ziim kiimelerinin analizi ile denklemlerin
modelledigi fenomenleri agiklamada 6nemli mesafeler kat
edilmis olmasina ragmen, kiime diferansiyel denklemler
i¢in benzer analizleri yapmak oldukg¢a zordur ve heniiz ciddi
anlamda ilerletilememistir. Bunun temel sebebi kiime
diferansiyel denklemleri meydana getiren fonksiyon
uzaylarinin lineer uzay yapisina sahip olmayist ve klasik
teorideki  analiz  araclarimin  muadillerinin  heniiz

gelistirilmemis olmasidir. Ornegin, bir E reel normlu
lineer uzayinin tiim bostan farkli kapali-sinurli, konveks alt

kiimelerinin ailesi olan K¢ (E) sinifi Minkowski toplama

ve skalerle ¢carpma iglemleriyle bir lineer uzay tegkil etmez,
ancak quasilineer uzay yapisina sahiptir. Bu durum R’nin

bir | = [a, b] kapali araligindan KC(E) ’ye giden tiim
stirekli ~ fonksiyonlarin uzay1C(| , Ke (E)) icin de

gegerlidir. Bahsedilen bu eksiklik, klasik analizdeki
tekniklerin ~ kiime  diferansiyel  denklemler igin
kullanilmasina engel olmaktadir. Bu ise, bu teknikleri
quasilineer  uzaylarda da  gelistirme  ihtiyacini
dogurmaktadir.

Bu calismada agirlikli olarak, yukarida adi gegen lineer
yapida olmayan uzaylarin ait olabildigi uzay tiplerinden
quasilineer uzay kavrami, Aseev’in [l] numaral
calismasindan yararlanilarak ele alinacaktir. Literatiirde
farkli quasilineer uzay tanimlart yer almaktadir. Bunlardan
biri Markow tarafindan verilmistir, ([3], [4]). Fakat
Aseev’in  yaklagimi, verdigi siralama iligkisinin de
avantajlarindan dolayi, klasik teoridekine benzer ve onlarla
tutarl1 bir analiz takip etmek i¢in diger yaklasimlara nazaran
daha avantajhdir.

Aseev’in  verdigi quasilineer uzay tanmminin diger
tanimlardan belki de en Onemli farki, tanimda kullanilan
kismi siralama bagintisidir. Zira, Aseev quasilineer
uzaylarda norm tanimi yaparken kismi siralama bagmtisini
da kullanmis, bu sayede klasik fonksiyonel analizin oldukga
onemli bazi teoremlerinin tutarli karsiliklarimi quasilineer
uzaylar teorisinde de verebilmistir.

Yukarida bahsedilen lineer uzay teskil etmeyen kiime
ailelerinin en 6nemlilerinden ikisi R™’in bostan farkli tim
kapali-sinirli (kompakt) alt kiimelerinin sinifi K (R™)

ve R™’in bostan farkli, kapali-sinirhi (kompakt) ve konveks alt
kiimelerinin siifi olan veK.(R™) ’dir. Zira, bir takim doga
problemlerini modelleyen kiime diferansiyel denklemlerin
olusmasinda C (I, K;(R™)) uzayt dnemli rol oynamaktadir. Bu
yizden, K(R™)ve K;(R™) smiflarindaki quasilineer yapiy1
daha iyi analiz etmek adina bu c¢aligmada [2] numarali
kaynaktan yararlanilacaktir.

"Topolojik Quasilinear Spaces" ve "Quasilinear Inner Product
Spaces and Hilbert Quasilinear Spaces" baslikli makaleler ise,
quasilineer uzaylar teorisinde yapilan son ¢aligmalar arasinda
yer almaktadir, ([5], [6]).

Ug béliimden olusan bu ¢alismanin birinci boliimiinde konuyla
ilgili birtakim genel bilgilere yer verilmis, quasilineer
uzaylarlar tanitilmis ve daha sonraki boliimlerde kullanilacak
olan baz1 temel kavramlar ve Onemli bazi sonuglar ele
alimmugtr.

Quasilineer uzaylar teorisindeki temel bir eksiklik, lineer
bagimlilik-bagimsizlik ve baz kavramlarinin yoklugudur. Belki
de bu, quasilineer uzaylar teorisinin gelisiminin oniindeki en
biiyiik engeldir. Arastirmalarimiz bu kavramlarin direkt olarak
quasilineer uzaydaki siralama bagmntisina bagli oldugunu ve bu
konjonktiir i¢in, lineer bagimlilik-bagimsizlik tanimlarini alt ve
ist quasilineer bagimhlik-bagimsizlik gibi iki parcada
sunmamiz gerektigini gostermektedir. Bu nedenle ¢aligmanin

ikinci boliimiinde bir quasilineer uzayda sonlu bir {Xk }::l

kiimesinin alt ve iist quasilineer kombinasyonu ve alt ve {ist
quasilineer bagimsizligi, daha sonra ayni kiimenin alt ve st
gereni tanitilmistir. Ugiincii ve son bdliimde, ikinci boliimdeki
temeller {izerine bir quasilineer uzayda alt ve {ist yar1 baz ile
uzayin alt ve iist boyutu kavramlari verilmistir.

2. Temel kavramlar

Bu béliimde, en 6nemli kiime degerli fonksiyon uzaylarini insa
etmeye olanak saglayan R™’in kapali-smirli (kompakt) ve
konveks alt kiimeleri ve bu kiimelerin birtakim 6zellikleri ele
almacak, sonrasinda quasilineer uzay tanimi verilecektir.

2.1 R" ’in kapalh-simirh (kompakt) ve kapali-sinirh
(kompakt), konveks alt kiimelerinin ailesi

Kiime degerli fonksiyonlarin en 6nemli uygulama alani bu
fonksiyonlarla olusturulan kiime diferansiyel denklemlerdir.
Kime diferansiyel denklemleri igeren problemlerin
¢oziimiinde, R’nin bir | kapali araligindan R™ ’in kapal-
siurlt (kompakt) ve konveks alt kiimelerinin ailesine tanimli ve
stirekli fonksiyonlarin uzay1 ¢ok dnemli yer tutmaktadir, [2].
Bundan dolay1r R™ ’nin bostan farkli kapali-sinirli (kompakt)
ve konveks alt kiimelerinden ve bu kiimelerin ailesinin
olusturdugu uzaylardan bahsetmek yararli olacaktir.

R™ ’nin bostan farkli kapali-sinirli (kompakt) alt kiimelerinin
ailesini K(R™), bostan farkli, kapali-simirli (kompakt) ve
konveks alt kiimelerinin sinifini ise K, (R™) ile gésterecegiz.

Tamm 2.1 [2] A ve B kiimeleri R™ ’nin bostan farkl
herhangi iki alt kiimesi ve A € R olsun. Bu kiimeler arasinda
Minkowski toplami ve skalerle carpma islemleri sirasiyla,
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A+B={a+b:acAbeB}
JA={la:ac A}

sekilde tanimlanir.

Onerme 2.1 [2] K(R™) ve K;(R™) kiime aileleleri
yukarida tamimlanan iglemlere gore kapaludr. Ayrica her
VA,B,C € Kc(R™) ve A, u € R icin,

A+ 6 =0+ A= Aolacak sekilde 6 = {0} birim
elemant vardir,

A+(B+C)=(A+B)+C,

A+B=B+A,

A+B=A+C=B=C,

1A=A,

A(A+B)=1A+ B,

A+ ) Ac AA+ A
olur.
Uyan 2.1 [2] Genel olarak K, (R™)’ nin bir A eleman:
icin A+ (— 1)A # O esitsizligi dogrudur. Bunu asagidaki
ornek iizerinde gérebiliriz.

Ornek 2.1 A=[-1,3]e K (R) olsun,

(-1)A=[-3,1]
olur. Buradan,

A+(-1)A=[-1,3]+[-3,1]=[-44]
elde edilir. Goriildiigii gibi A+ (—1)A = [— 4,4] # 0 dir.
Yukaridaki 6rnekten anlasilacagi iizere K (R) ’nin bir
elemaninin —1 katinin kendisiyle toplami birim eleman
olan 0= {0} ’1 vermek zorunda degildir. Bu ise K. (R")

ve K(R™)kiime ailelerinin lineer uzay yapisina sahip
olamayacaklarii gosterir. Iste bu kiimeler ailesi, lineer
uzay kavraminin kapsamli genellestirmesi olan quasilineer
uzay yapisina uymaktadirlar.

2.2 Quasilineer uzaylar

Aseev 1986 yilinda klasik lineer wuzaylarmm bir
genellestirmesi olan quasilineer uzay kavramini ortaya
atmustir, [1]. Aseev’in yaklasimi klasik lineer cebire genis
bir bakis agist getirmis, boylelikle bir tiir quasilineer cebir
teorisi baglatmigtir. Markow bu tip siiflarin cebirsel ve
topolojik incelemesinde yine quasilineer uzay adin verdigi
bir uzay ¢esidi ile ¢alismistir, ([3],[4]). Ancak Markow’un
verdigi tanima gore Aseev’in verdigi tanim, sdz konusu
siniflarin incelemesinde daha avantajli bir yapiya sahiptir.

Bu boliimde gorecegiz ki Aseev’in verdigi tanim bir kismi
siralama bagintisina dayanmaktadir. Bu siralama vasitasiyla
quasilineer uzaylar {izerinde norm kavrami tanimlanmakta
ve bagintinin 6zel olarak “ = bagintisi olmas1 durumunda
quasilineer uzay, lineer uzay olmaktadir. Ayrica verilen
norm tanimi da bilinen norm tanimi ile gakismaktadir. Bu
ise tek degerli fonksiyonlarin analizinde bilinen fonksiyonel
analiz prensiplerinin bazilarinin benzerlerinin, tutarli bir
sekilde kiimelerin ve kiime degerli fonksiyonlarin
quasilineer uzaylar1 icin de verilebilecegi anlamina
gelmektedir.

Tanim 2.2 [1] V'x,y,z,u € X ve &, B € R igin, iizerinde
asagidaki sartlart saglayan bir “< " kismi siralama bagntisi,
bir cebirsel toplama iglemi ve bir reel skalerle ¢carpma islemi
tamimlanan X kiimesine quasilineer uzay denir:

X< X (1)
X<y, y<z=>x<z 2)
X<Y,y<SX=>X=Yy (3)
X+y=y+X 4
X+(y+2)=(x+y)+z (5)
x + 0 = x olacak sekilde 0 = {0} € X vardir (6)
a.(lg.x):(a.ﬂ).x @)
a-(x+y)=a-x+a-y ®)
1-x=x 9)
0-x=6 (10)
(a+p)-x<a-x+f-x (11)
X<Y,ZSU=>X+2<y+U (12)
X<y=a-X<a-y. (13)

Uyan 2.2 [1] Bir lineer uzay
XSy X=Y
kismi siralama bagintisi ile bir quasilineer uzaydir.

Ornek 2.2 /1] En popiiler lineer olmayan quasilineer uzay
ornegi reel sayilarm tiim kapali araliklarinin ailesidir. Bu aile,
kiimeler arasindaki “ C " kapsama bagintist,
A+B={a+b:acAbeB}

Minkowski toplami ve

JA={la:aeAle}
reel-skaler ile ¢arpma islemiyle bir quasilineer uzay yapisi
teskil eder ve K.(R) ile gosterilir. Diger bir drnek ise reel
sayilarin  tiim  kapali-sinirli  altkiimelerinin  ailesi  olan
K(R) 'dir. Genel olarak E herhangi bir lineer uzay olmak
tizere, K(E), E’nin bostan farkl tiim kapali ve suurli alt
kiimelerinin ailesini, K. (E) ise E’nin bostan farkl tiim kapali,
swnirly ve konveks alt kiimelerinin ailesini simgeler. Her iki aile
de kiimelerde “C 7 kapsama bagintisi, toplama isleminde
yapilan

A+B={a+b:acAbeB;}

seklindeki kiiciik bir iyilestirme ile cebirsel toplama iglemi ve
yukarida verilmis olan reel-skaler ile carpma islemi ile
quasilineer uzaydir.

2.2.1  Quasilineer uzaylarda bazi temel sonuclar

Lemma 2.1 [1] Bir X quasilineer uzayinda € eleman
minimaldir. Yani,

X<O@=>Xx=6

olur.

Tamm 2.3 [1] Bir X quasilineer uzayinda X+ X'= 6

olacak sekilde bir X'e X var ise X'elemanina X ’in tersi
denir.
Bir elemanin tersi mevcut ise bu tektir.
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Lemma 2.2 [1] Bir X quasilineer uzaymun her X

elemammin bir X' tersi mevcut olsun. Bu durumda X
tizerindeki kismi swralama esitlik ile belirlenir. Dagilma

ozellikleri saglanir ve sonug olarak X bir lineer uzaydir.

Sonug 2.1 [1] Bir reel lineer uzayda " = " esitlik bagintist
(1)-(13) sartlarim saglayacak sekildeki tek kismi siralama
bagintisidr.

Uyan 2.3 [1] Her reel lineer uzay bir quasilineer uzaydir.
Ancak bunun karsiti her zaman dogru degildir.

Tamim 2.4 /5] Bir x elemaninin tersi mevcut ise x’e regiiler,

aksi taktirde singiilerdir denir. X ’in tim regiiler ve
singtiler elemanlarmmin kiimesi swast ile X, ve X ile
gosterilir.

Tamm 2.5 [5] X bir quasilineer uzay olsun. Y < X
verilsin. Eger Y kiimesi de X iizerindeki ayni islemler ve
ayn kismi siralama bagintisi ile bir quasilineer uzay teskil
ediyorsa,Y ‘ye X ’in bir altuzayi (alt quasilineer uzayi)
denir.

Teorem 2.1 [5] X bir quasilineer uzay ve Y < X olsun.
Bu durumda Y altuzaydir
o Vx,y€eYveapfERicinax + fy €Y dir.

Ornek 2.3 E bir reel normlu lineer uzay olsun. Bu
durumda K. (E ), K (E) 'nin bir altuzayidir.

X bir quasilineer uzay ve Y de X ’in bir altuzayi olsun. Her
X€Y elemanmin bir X'€Y tersinin oldugunu kabul
edelim. Bu durumda Lemma 2.2°den Y ’deki kismi siralama
bagmtisi esitlik ile belirlenir dagilma sartlar saglamr ve Y,
X ’in bir lineer altuzay1 olur.

Tamim 2.6 [5] X bir quasilineer uzay olsun. X € X olmak

lizere, eger

—X=X
ise X’e simetrik eleman denir ve X ’in tim simetrik
elemanlarmin ~ kiimesi X ile  gosterilir.  (Burada

—X= (— 1)X olarak diisiiniilmektedir.)

Teorem 2.2 [5] Xr, X4 ve XSU{O} ciimleleri X in

altuzaylaridirlar.

X,

simetrik ve singiiler altuzaylar: denir.

Xqve X U {O}uzaylarma sirastyla X ’in regiiler,

Uyari24 X, X in lineer altuzayr iken, X\ {0} lineer

olmayan altuzayidir.

Ornek 2.4 X = K.(R) alalim
Z ={0}uU{[a,b]:a,b € Rvea # b}

kiimesi verilsin. Bu durumda Z, X ’in singiiler altuzayidir. Ote
yandan, {{a}:a € ]R} tek nokta kiimelerinin olusturdugu aile

Xr yi teskil eder ve X ’in bir lineer altuzayidir. Ashinda
herhangi bir E normlu lineer uzay icin, E Kc (E) ve
K (E) ‘nin regiiler altuzayi olarak diigiiniilebilir.

Onerme 2.2 [5] Bir X quasilineer uzayinda her regiiler
eleman minimaldir.

Ornek 2.5 Onceki ornekteki Ko(R) nin Z  altuzayim tekrar
diistinelim. {0}, Z ’nin tek minimal elemanidir. Z de bundan
baska minimal eleman yoktur.

3. Quasilineer Bagimsizlik ve Germe Kavramlari

Tamm 3.1 X bir quasilineer uzay olsun. Bir {Xk }Ezl c X alt

n
kiimesi verilsin. Bazi {ak }rk1=1 C R sabitleri i¢in X < Zak X
k=1

n .y
oluyorsa X € X e, {Xk }k:lelemanlarmzn bir alt quasilineer
kombinasyonu (kisaca, |ql-birlesimi) denir.

Yine, baz {ak }Ezl C R sabitleri icin

n
Zakxk <X oluyorsa Xe X e, {Xk }rk]:l elemanlarimin bir
k=1
iist quasilineer kombinasyonu (kisaca, uql-birlesimi) denir.

n

Burada, bazi {ak }E:l reel sayilari igin Zak X, ’nin, {Xk }::l
k=1

’nin hem Iql hem de uql-birlesimi olduguna dikkat edilmelidir.

Ayrica Zn:ak X, bu ozellige sahip tek elemandir.

k=1
Ornegin, {[0,1]} kiimesi K. (R )’de bir tek nokta kiimesidir ve
R*deki her {a} tek nokta kiimesi {J0,1]} *in bir Iq1-birlesimidir.
Gergekten de, {a}g 1[0,1] olacak sekilde uygun A€ R
vardir (A = 2@ almabilir).
Ote yandan, {a}, {[0,1]}’in bir uql-birlesimi olamaz. Ciinkii
her A € Rigin, /1[0,1] & {a} yazilir.

Bununla birlikte, VA € Rigin Z[O,l] , {[0,1]} ’in hem Iql hem
de ugl-birlesimidir.

Tanim 3.2 {Xk }::1 ‘nin tiim lql-birlesimlerinin (uql-
birlesimlerinin) ailesine {Xk }Ezl ‘nin alt (iist) gereni denir ve

Lspan{x, |\_, (Uspan{x, |'_.) ite géisterilir.

Uyan 3.1 Bir lineer uzay ya da bir quasilineer uzaywn lineer bir
altuzaymmda ~ kismi  siralama  bagintisi  esitlik  ile
belirleneceginden alt (iist) quasilineer kombinasyon ve alt (iist)
germe kavramlari ¢akigir ve tanimlar "lineer kombinasyon" ve
"germe" olarak verilir.

Onerme 3.1 X bir quasilineer uzay ve {Xk }::1 X de bir
ciimle olsun. Bu durumda USpan{Xk }rk1=1 X' in bir

altuzayidir.
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Ispat. X,y € Uspan{xk }Ezl ve A € R alalim. Bu durumda

bazi {ak }E:l' {bk }2:1 igin

n n
dax <xve Ybx <y
k=1 k=1

yazilir. Quasilineer uzay aksiyomlarindan (11)-(13)
kullanilirsa
n n n
D (& + )X, <D aX +AD bX <X+ Ay
k=1 k=1 k=1

elde edilir. Buna gore X+ Ay € Uspan{x, f-_ olur.

O halde Uspan{x, |1_, X in bir altuzayidur.

Uyan1 3.2 X bir quasilineer uzay ve {Xk }E=1 X de bir

ciimle olsun. Lspan{xk }E:l bir altuzay olmayabilir.
Ornegin, X = Kc(R) ve X = [0,1] alalim.

Lspan{x} = {[a, bl: [a,b] C A[0,1], bazi A € ]R}
‘dir. X € Lspan {X} olmasina ragmen, X—X g Lspan
{X} olmaktadir. Zira
x—x=x+(-1)x=[-1,1]< 4[0,]]
olacak sekilde hichir A Bu
X—X ¢ Lspan {X} anlamina gelir. Buna gore Lspan
{X} K. (R) 'nin altuzay: degildir.

reel sayist  yoktur.

Tamm 3.3 X bir quasilineer uzay olsun. S < X alalum.
X = LspanS (X =UspanS) ise X,S
tarafindan alttan (istten) gerilir denir.

Eger

Ornek 3.1 K;(R) uzay {[—1,1]} tarafindan alttan, {{1}}
tarafindan fiistten gerilir. Gergekten de her A € K.(R)
elemant ve uygun bir A € R katsayist i¢in

Ac A[-1,1]
oldugundan Ae Lspan([—l,l])
K (R) = Lspan([-1,1)

‘dir. Dolayisiyla {[—1,1]}, K-(R) ’yi alttan gerer.
Ayrica

olup,

e A
oldugundan AeUspan({l}) olup,
K (R) = Uspan({L})
‘dir. Dolayisiyla {{1}}, K. (R) ’yi iistten gerer.

Sonug¢ 3.1 K-(R), a € R olmak iizere, {[— a, a]} tarafindan
alttan, {{a}} tarafindan tistten gerilir.

Tamm 3.4 X bir quasilineer uzay ve {Xk }Ezl < X olsun.

1<i <N olmak iizere en az bir X; eleman: diger

elemaniarn bir Iql (uql)-birlesimi ise {Xk }Ezl kiimesine alt

(iist) quasilineer bagimh, aksi halde alt (iist) quasilineer
bagmmsiz denir. Kisaca lql (uql)-bagiml (-bagimsiz) olarak
yazilwr.

X ’in herhangi bir A alt kiimesinin her sonlu alt kiimesi lql
(ugl)-bagimsiz ise A ’ya lql (ugl)-bagimsiz denir.

Uyar1 3.3 Bir lineer uzay ya da bir quasilineer uzayin lineer
bir altuzayinda kismi swalama bagintist  esitlik ile
belirleneceginden, lql ve uql (-bagimlilik) —bagimsizlik
kavramlar: ¢akisir ve sadece lineer (bagimlilik) bagimsizlik
olarak verilir.

Ornek 3.2 Bir quasilineer uzayda herhangi bir tek nokta
kiimesinin olusturdugu kiime lql ve ugl-bagimsizdir.

Ornek 3.3 K. (R?) ’de
v, ={(x,y):y=0,0<x<1}
v, ={(x,y):x=0,0<y<1}
olmak iizere, {Vl, Vz} kiimesi lql bagimsizdr. Gergekten de
vV, C AV,ve v, C BV,
olacak ekilde A, skalerleri bulunamaz. Ancak bu kiime
ugl-bagimhidir. Ciinkii 6rnegin A =0 veya £ =0 olmak
lizere
/1\/1 cVv, \eya ﬂvz Vv
yazuabilir.

Ornek 3.4 K. (R?) ’de

w,={(x,y):y=0,1<x<2}

w, = {(x,y):x=0,1<y <2}
olmak iizere, {Wl, Wz} kiimesi hem Iql hem de uql-
bagimsizdir. Ancak,

w, ={(x,y):x=y1<y<2}
olarak tamimlanirsa, {Wl,WZ,W3} kiimesi Iql-bagimlidir,

¢linkii Wy C W, +W, kapsamasi vardir. Fakat bu kiime uql-

bagimsizdur.

Ornek 3.5
u, ={xy):y=ixl<x<21elR"}
olsun. Sayillamaz {Ul A> 0} kiimesi Ko(R?) ‘de uql-

bagimsizdur.
Ayrica belirtelim ki, bu kiime K, (R?) ’yi iistten geremez.

Teorem 3.1 K-(R) ’de herhangi iki elemanlii kiime hem lql-
bagimli hem de uql-bagimli olmak zorundadir.

ispat. {ul,uz}gKC(R) olsun. Bu durumda a,b,c,d eR
olmak iizere U; = [a, b], u, = [C,d] olarak yazilabilir.

Burada a=b ve C=d durumlari miimkiindiir ve iki
muhtemel durum vardir:
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1. Durum: U, ya da U, ’nin simetrik bir [—t,t] araligini
iceriyor olmasi durumu:
Sozgelimi U, ’in [—t,t] simetrik araligin1  (elemanini)
icerdigini kabul edelim. Bu durumda,

[c.d]c a[-t,t]c ofa,b]

ve dolayisiyla
~[e.dle[-tt)cfab]
a

olacak sekilde 0 ’dan farkli & € R vardur.

U, 'nin bir simetrik aralik igermesi durumu i¢in de benzer bir

bagint1 yazilabilir. Bu bagntilar {Ul, u, } "nin hem Iql hem de
ugl-bagimli oldugu anlamina gelir.

2. Durum: U; ve U, ’den ikisinin de simetrik bir aralik
icermemesi durumu:

Bu durumda @ ile b ve C ile d aym isaretlidir. Dort
muhtemel durum vardir:
1. a,b,c,d >0 olsun.

(i) ad >bc ise;
hﬂg%hﬂwghﬂghﬂ
bagintilar1 yazilabilir.
(i) ad <bc ise;
hﬂgghﬂw%hﬂghﬂ
olur. Béylece {ul, u2} hem Igl hem de ugl-bagimldur.

2. a,b,c,d <0 olsun.
(i) ad >bc ise;

hﬂgghﬂw%hﬂghﬂ

yazilir.
(i) ad <bc ise;

hﬂg%hﬂwghﬂghﬂ
olur. Boylece {Ul, U2} yine hem Igl hem de ugl-bagimlidir.
3.a,b<0vec,d>0 olsun.
(i) ac=bd ise;
hmggkﬂym%hmgkﬂ]
bulunur.
(i) ac < bd ise;
hﬂgghmwgpﬂgbﬂ
yazilabilir. Boylece {Ul, UZ} hem Igl hem de ugl-bagimlidir.

a,b>0 ve

C,d <0 olmasi durumu. 3. Durumla ayni oldugundan bu

(3. duruma denk bir durum daha vardir:

durum ispata tekrar dahil edilmemistir.)

Boylece tiim olast durumlar ele aliarak K;(R)’de herhangi
iki elemanli kiimenin hem Ilql hem de uql-bagimli oldugu
gosterilmis olur.

4. Quasilineer uzaylarda alt ve iist yar1 baz kavramlari

Tamim 4.1 X bir quasilineer uzay olsun. X ’i alttan

(iistten) geren lql (ugl)-bagimsiz bir B < X kiimesine, X
’in bir alt (iist) yart bazi denir.

Boylece tanim geregince, bir {Xk }E=1 c X alt yar1 bazina
sahip bir sonlu alt boyutlu X quasilineer uzayinda, her X

n
elemani, {ak }kzl C R olmak tizere,

n
X< ax,
k=1

seklinde bir temsile sahiptir. Bu temsile X ’in iist yar1 temsili
denir.

Yine, sonlu iist boyutlu bir X quasilineer uzayr bir
{Xk }Ezi c X iist yar1 bazina sahip ise, {bk }2:1 C R olmak

tizere her X elemani

n
Db x <x
k=1

seklinde bir temsile sahiptir. Bu temsile X ’in alt yar1 temsili
denir.

Lineer olmayan bir quasilineer uzayda bu temsiller tek
degildir.

Ornek 4.1 Ornek 3.1, {[—1,1]} ve {{1}} kiimelerinin

K- (R) i¢in siraswla alt yari baz ve iist yart baz oldugunu
soyler.

Béylece, her X = [a, b] € K. (R),
x < 2[-1,1], 2 = max{al, b/}
iist yart temsiline sahiptir. Ayrica X elemanmi [ > A olmak
lizere
xc pl-1,1]
temsiline de sahiptir.
Yine X =[a,b] € K. (R) i¢in,

b a1 x

a.{l}g X ve b.{l}g X veyine ar

X in farkli alt yari temsilleridir.

Ornek 4.2 {[0, ]}, K (R) i¢in ne alt yart baz ne de iist yar
bazdr.

Ornek 4.3

v, ={(x,y):y=0-1<x<1}

v, ={(x,y):x=0-1<y<1}
alalim. {Vl,V2 }, K- (R?) igin bir alt yart bazdir. Ciinkii bu
kiime lql-bagimsizdir. Gergekten de, her A, f € R icin,

vV, 2 AV, ve V, & BV,
dir. Ayrica {Vl,V2 }, K- (R?) ‘yi alttan gerer. Ciinkii, 1, J €
R olmak iizere her A € K- (R?) icin

Ac v, + By,
olur. Boylece A€ Lspan({vl, Vv, }) dir.
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Ote yandan,
— . y2 2
v, = {(x,y): X2 +y? <1
olarak tamimlanmak iizere, {Vs} kiimesi K;(R?) ’yi alttan

gerer ve {V3} lql-bagimsizdir. Boylece {V3} kiimesi de
K- (R?) icin bir alt yar1 bazdur.

Bu beklenmedik durum lineer olmayan quasilineer uzaylarda
goriilebilir. Bu durum Uyari1 4.1 ‘de ele alinacaktir.

Ornek 4.4 {(1,0),(0,1)} kiimesinin R? lineer uzay1 igin bir
baz oldugunu hatirlayalim. Simdi
7, ={10)} z,={01)}

olmak tizere {Zl, Z, } kiimesi K. (R?) icin bir iist yart bazdir.

Clinkii

{0y {01}

kiimesi uql- bagimsizdir. Gercekten de, her A, f €
R icin

(L0} {(0,1))
ve

B0} {(1,0)}

olur. Ayrica bu kiime uzayu iistten gerer. Ciinkii her
A € K. (R?) i¢in
Az + 4,7, c A
olacak sekilde ﬂl, 12 € Rvardir. Béylece
AeUspan{z,,z,}
‘dir.
Sonuc 4.1 K. (R?) icin herhangi bir iist yar: baz, R? ’nin tek
nokta kiimelerinden olusturulmak zorundadir.

Teorem 4.1 Her quasilineer uzay bir alt yar: baza ve bir tist
yart baza sahiptir.

ispat. X bir quasilineer uzay olmak iizere; L, X ’in tiim Iql-
bagimsiz alt kiimelerinin bir ailesi ve U, X ’in tiim ugl-
bagimsiz alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Bu aileleri "C"

kismi siralama bagntisi ile diisiinelim ve CL ve CU sirastyla

L ve U ‘da herhangi zincirler olsun.

H =[JA

AeC|

H, = [JB
BeCy
olarak tanimlayalim.

ve

H L 'nin CL zinciri igin bir tist sinir ve H; ’nun C; zinciri
igin bir iist siir oldugunu iddia ediyoruz. Oncelikle H L ‘nin
X ’in lql-bagimsiz bir alt kiimesi ve H 'nun X ’in ugql-

bagimsiz bir alt kiimesi oldugunu gérelim.

flk olarak H L E L oldugunu gésterelim. Bunun igin, H | ‘nin
lgl-bagimli oldugunu kabul edelim. Bu durumda H, ’nin Iql-
bagimli bir {Vl,Vz,...,Vn} alt kiimesini bulabiliriz. Burada
k=1,2,..,n olmak iizere V, € HLdir. HL ’nin  tamim
geregince, her k=1,2,..,n igin, vV, € Ak olmak fiizere bir
Ak S CL vardir. CL bir zincir oldugundan, k=1,2,.,n

olmak Tlizere Ak (e Ako olacak sekilde bir ko :{1,2,..., n}
vardir. Béylece, {Vl,Vz,...,Vn}g Ako olur. Ako Igl-bagimsiz

oldugundan, bu, {Vl,Vz,..., Vn} kiimesinin lql-bagimli olmasi ile
celisir. Bu celiski, HL ‘nin 1ql-bagimsiz oldugunu gosterir ve

bdylece H € Ldir.

HL nin CL icin bir iist smir oldugu aciktir. Ciinkii H L CL
’nin tiim elemanlarmin birlesimi olarak tanimlanms olup; H Lo
C, igin bir iist siir oldugundan Zorn lemmasi geregince, L nin

bir maksimal B, eleman vardir. Geriye sadece LspanB, = X
oldugunu géstermek kalir.
Vo € X \B_ alam. Bu durumda B U{v,} IqlI-

bagimsiz degildir. Gergekten de, BL , L’nin maximal elemani
oldugundan, BL ’ye bir V,, elemani daha eklenirse Iql-bagimli
olacaktir. Bdylece,

Vo SV, +a,V, +..+a )V,
olacak sekilde (o, a,,...,,)#(0,0,...,0) olmak iizere

a,,0,,..., 0, skalerleri ve belirli V,V,,..,V, € B,

n
elemanlart vardir. Boylece V, € LspanB, olur. Buise X ’in
BL tarafindan alttan gerildigi anlamma gelir. Ozetle, yukaridaki
sekilde olusturulan H L» L’nin CL zinciri i¢in bir iist siur olup,
bu; Zorn lemmasi geregince, L’nin enaz bir B, gibi maximal

elemana sahip oldugunu sdyler ve BL , X ’ialttan gerer. Ayrica

BL Igl-bagimsizdir. Dolayisiyla BL kiimesi, X igin bir alt yar1
bazdir.

Benzer sekilde B, Zormn lemmasi geregince garanti edilen
U’nun  maksimal elemani olmak iizere, HU ceU e

UspanB, = X oldugu da gosterilebilir.

Tamm 4.2 Bir X quasilineer uzayini alttan (iistten) geren
maksimum sayidaki lql (ugl)-bagimsiz eleman sayisina X ’in

alt (iist) boyutu denir ve tﬂ/(w) X' ile gosterilir. Bu sayt

sonluise X ‘e sonlu-alt (iist) boyutludur, aksi taktirde sonsuz-
alt (iist) boyutludur denir.

Ornek 4.5 X lineer bir uzay olmak iizere

boyX =boyX =boyX
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oldugu tanmimdan agikardir.

Ornek 4.6 K. (R) ’nin I-alt ve 1-iist boyutlu bir quasilineer
uzaydur.

Uyan 4.1 Bir X quasilineer uzayin alt (iist) boyutu
tanimini onun herhangi bir alt (iist) yarit bazinin eleman sayisi

olarak veremeyecegimize dikkat edelim. Bu, X ’i alttan
(listten) geren maksimum sayidaki lql (uql)-bagimsiz eleman
sayisindan daha az sayida lql (uql)-bagimsiz elemanin
(Ornek 4.3 ‘de goriildiigii gibi) X ’i alttan (iistten)
gerebileceginden kaynaklanwr. Boyle bir durum lineer
uzaylarda gergeklesmez. Bir lineer uzayda Igl ve uql

bagimsizliklar ¢akisir ve X i icerdigi maksimum sayidaki

lineer bagimsiz eleman X i gerebilir. Fakat, bu sayidan
daha az sayidaki lineer bagimsiz eleman uzayi geremez.
Asagidaki 6nerme klasik lineer cebirdeki benzerinin agik bir
genellemesidir.

Onerme 4.1 Bir X quasilineer uzayin herhangi bir

altuzayinn alt (iist) boyutu X ’in alt (iist) boyutundan kiiciik
yada ona egit olmak zorundadir.

Sonuc 4.2 Bir X quasilineer uzayin altboyutu X ’in Xr
regiiler altuzayinin boyutundan biiyiik yada ona esittir.
Gergekten de X, X ’in lineer alt uzay1 olup yukaridaki
onerme ve Ornek 3.5 geregince

boyX, <boyX

sonucuna ulagilir.

Onerme 4.2 Bir X quasilineer uzaywn iistboyutu X ’in Xr

regiiler altuzaymin boyutuna esittir.

ispat. boyX =n olsun. O halde X = Uspan{xk }:21
olacak sekilde bir ugl-bagimsiz
{Xk }::1 X ailesi vardir. Keyfi X € X, igin,
_ n
xe X, ¢ X =Uspan{x, |_,

oldugundan
n

D ax, <X
k=1

olacak sekilde {ak }rk1=1 C R vardir. Her regiiler eleman

minimal oldugundan

n

D 8%, =X (14)
k=1

‘dir.

Xr, X ’in lineer alt uzay1 olup Uyar1 3.3 geregince {Xk }Ezl
, Xr ’de lineer bagimsizdir ve Xr ’yi gerer. Bunun yanisira
(14) esitligi de saglandigindan {X, fi_, X

, i¢in bir bazdir.

Xr lineer alt uzay oldugundan boer =N olur.

Ornek 4.7 Yukaridaki énermenin bir sonucu olarak,
herhangi bir normlu lineer E uzay igin,

boyK (E) = boyK. (E) = boyE
‘dir.

Uyan 4.2 Bir quasilineer uzayda, uzayin alt boyutunun iist
boyutundan kiiciik olmasi gerekme:.

Ornegin; Ornek 3.4 de gecen K- (R)’ nin singiiler altuzay1
olan Z = {0} U {[a,b]: a,b € Rve a # b} kiimesini tekrar
diistiniirsek, Z, = {{0}} oldugundan Onerme 4.2 geregince

@Z = 0 dir. Fakat @Z =1"dir.
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