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Degisken kesitli hiperstatik ¢ercevenin castigliano teoremi ve mathematica ile
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OZET

Calismada degisken kesitli tek katli hiperstatik g¢ercevenin mesnet reaksiyonlarinin ve moment
degisimlerinin Mathematica paket programu yardimiyla nasil bulundugu gosterilmistir. Cerceveyi
olusturan ¢ubuk kesitinde veya yiikiinde siireksizlik olusturan noktalar baglangic alinarak kesimler
yapilmistir. Bu kesimlere ait moment ifadeleri ve atalet momenti degisimleri de ayrica elde edilmistir.
Cerceve hiperstatik oldugundan denge denklemlerine ilave olarak gerekli olan siireklilik denklemleri
Mathematica paket programi ortaminda Castigliano’nin ikinci teoremi uygulanarak elde edilmistir. Elde
edilen denklemler ¢oziilerek hiperstatik gergeve sistem mesnet reaksiyonlart hesaplanmustir.

Solution of undeterminate frame system with variable section using castigliano’s

Key Words:
Force method,
Undeterminate

frame, Variable
section,

Castigliano’s

theorem

theorem and mathematica
ABSTRACT

In the study, it is shown that how the support reactions of an undeterminate one storey bar-
frame system with variable section and, function of internal moment distribution are found
using Mathamatica package program. Sections are taken on frame system, the reference points
are taken for a section where moment of inertia or load cause discontiniouity. For those
sections, functions of internal moment and functions of moment of inertia are obtained. Since
the frame system is undeterminate, in addition to equilibrium equations, the compatibility
equations are obtained by employing Castigliano’s second teorem in the Mathematica medium
having symbolic operation ability. Support reactions of undeterminate frame system are solved
using the equilibrium and compatibility equations simultaneously.
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1.Giris

Glinlimiizde insaat miihendislerinin ¢ogu bina tasarim ve
hesap islerini bilgisayarlar vasitastyla yapmaktadirlar. Oyle ki
bazi uygulamacilar yapi projesini grafik ortamda interaktif
olarak désemeler, kolonlar, kirigler ve yiikler tanimlayarak,
iist katlar1 ise birbirinden kopyalayarak bilgisayara veri olarak
girmektedir. Daha sonra bilgisayar tarafindan ¢6ziim igin
gerekli veriler hazirlanip, gerekli programlar icra edilerek
istenen  sonuglar  sunulmaktadir. Bazi  miihendisler
programlarin  i¢inde ne oldugunu bilemeden islerini
ylriitmekte ve mithendislik bilgisini sonuglar1 yorumlamak
icin kullanmaktadir.

Degisken kesitli hiperstatik ¢ubuklarin el ile ¢éziimii yap1
statigi kitaplarinda (Cakiroglu ve Cetmeli, 2000)verilen
tablolar kullanilarak yapilir. Bu durum ise oldukca
zahmetlidir, hata yapma olasiligida yiiksektir.Degisken kesitli
elemana sahip gergeve veya kirislerin ¢dziimiiniin SAP2000
programi ile de yapilabildigi Ozmen vd. (2012) yazdiklari
kilavuzda gostermiglerdir.

Bu ¢alismada, hem miihendislik bilgisini hem de bilgisayar1
bir arada kullanarak, literatiirde (Cakiroglu ve Cetmeli, 2000)
el ile ¢oziim sonuglari verilen hiperstatik degisken kesitli
cerceve sistemi; bir mithendisin kendi bilgisi ve bilgisayar
yardimiyla el ile ¢ozer gibi nasil ¢dzecegini Castigliano’nin
ikinci teoremi kullanilarak ve sembolik islem yetenegi olan

Mathematica paket programi ortaminda gosterilmistir.
Boylece miihendisin hem bilgiyi hem de bilgisayar
(teknolojiyi)  kullanmas1  gerektigi  hatirlatilmus  olup,

miihendisin bilgi ile bilgisayar arasinda ortada yer edinip,
gerektiginde bilgi ve bilgisayart harmanlamasi gerektigi
gosterilmigtir.

2.Material ve yontem

Calismada ¢oziilen hiperstatik ¢ergeve sistem, Yapr statigi 11,
sayfa 26 da (Cakiroglu ve Cetmeli, 2000) verilen problem
olup, kitapta problemin ¢oziimii degisken kesitlerle ilgili
tablolar ve virtiiel i prensibi kullanilarak elde edilmistir.
Cercevenin, yikleme durumu, agikliklar, mesnetlenme sekli,
ve kesitinde olusan degisimler asagidaki Sekil 1, {izerinde
verilmistir. Sekil 1’den de goriildiigli {izere sistemin bazi
kesitlerinde degisimler bulunmaktadir. Sistemde hem ani kesit
degisimi hemde siirekli kesit degisimi bulunmaktadir. Kesitler
dikdortgen olarak verilmistir. Cergeve iki agiklikli olup, tek
katlidir. Bir mesnedi basit, bir digeri ise kayici basit mesnet
olup, bir mesnedide ankastredir. Calismada sunulan problemin
¢Ooziimii ~ Mathematica  paket  programu  ortaminda
Castigliano’nin ikinci teoremi yardimiyla elde edilmistir.
Asagida problemin ¢oziimii ile ilgili adimlar yer almaktadir.
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Sekil 1. Hiperstatik degisken kesitli ¢ergeve, yiik ve mesnet
durumu

3.Problemin ¢oziimii

Cergeve sistemin serbest cisim diyagrami g¢izilerek, asagida
Sekil 2°de sunulmustur. Serbest cisim diyagramindan sistemde
alt1 adet mesnet reaksiyonu bulundugu goriilmektedir. Coziim
icin kullanacak {i¢ adet denge denklemi mevcuttur. Buradan
sistemin fazladan bagl ve t¢iincii dereceden distan hiperstatik
oldugu anlagilmaktadir. Sistemin ¢6ziimii i¢in denge
denklemlerine ilaveten {i¢ adet denkleme daha ihtiyag
duyulmaktadir. Bu denklemler siireklilik denklemleri veya
uygunluk denklemleri olarak da bilinir. Caligmada ilave olarak
gerekli olan bu ¢ denklem ileride Castigliano’nin ikinci
teoremi kullamilarak elde edilmektedir.

Cerceve sistemin serbest cisim diyagraminda,cubuklarda

stireksizlik olusturan kisimlarda (kesit degisimi veya yiik
degisimi) kesitler alinabilir. Asagida Sekil 2’de her bir
stireksizlik icin toplam dokuz adet kesit alinmis olup, bunlar
numaralandirilmigtir. Kesit baglangi¢c noktalar1 referans alinip,
cubuk ekseninin (z) sifirdan baslatilip, diger kesite kadar tarif
edilmistir.

Sekil 2.Cergeveye ait serbest cisim diyagrami ve secilen kesitler

Her bir kesitin ayrilip denge denklemleri vasitasiyla i¢ moment
degisimlerinin fonksiyonlar1 elde edilebilir. Gerektiginde
normal kuvvet ve kesme kuvveti fonksiyonu da ilave edilebilir.
Burada, sadece ilk kesit igin bunun nasil yapilacagi
gosterilmistir.

Asagida ilk (1) numarali kesit sistemden ayrilarak serbest cisim
diyagrami ¢izilmigtir. Kesite gére moment denge denklemi
yazildiginda, Denklem 1 elde edilir. Sekilden z; degerinin O-

7arasinda degistigi goriilebilir.

XlT

Sekil 3.Cerceve 1 nolu kesit serbest cisim diyagrami



320

Atis ve King, Erciyes Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi, 30(5):318-322

m, = X;.7,; — If )

Benzer sekilde 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ve 9 numarali kesitler i¢in
serbest cisim diyagramlar1 ayri-ayr1 ¢ikartilabilir. Burada bunlar
ayrt olarak verilmese de, yukaridaki Sekil 2 da toplu olarak
goriilmektedir. Her bir kesite ait moment denklemleri
yazildiginda m,- mg moment ifadeleri Denklem2 — 9 de verildigi
sekilde elde edilir. Burada; z, degeri 0-3 arasinda, zz degeri 0-3
arasinda, z4 degeri 0-3 arasinda, zs degeri 0-6 arasinda, zgdegeri
0-3 arasinda, z7 degeri 0-1.2, zg degeri 0-4.8 ve zg degeri de 0-6
arasinda degismektedir.

m, =% = (7 +2;) — (7 +2;)° (2)
Z:
m3 :xlx{1D+z!"}—2*1Dxl[5+z!]—3x;!+x: £Zy — Xy = 6 ©)
3+,
mﬂ::-:1*[13+z4:|—2x10x{8+z4j—3x[ ?4" +XpF (347) =Xy %6 (4)
642
m.s:xlx[16+25j|—2x10x[11+25]—3x[ ?S'I e (R RS PR R A )
M=y # (2242) - 26108 (1742) -y s (1247 -x6-5s (6 42)( ()
m. =Xz + Xz = (4.8+ 2] @)
mE =XE+:‘:5"‘ ZE (8)
Mg = Xy *Eg ©)

Tim ¢ergeve sisteminin diisey yiik dengesi yazildiginda ve x;
bilinmeyeni ¢ekildiginde kolayca Denklem 10 elde edilir.

¥ = —(%; +x%;-70) (10)
Ayrica, yatay yiik dengesi yazilip, x; ¢ekildiginde, Denklem 11
elde edilir.

Xy = —Xs (11)
Bunlara ilave olarak, x; bilinmeyenin mesnet noktasina gore
moment denge denklemi yazilip, x, bilinmeyeni ¢ekilirse
Denklem 12 elde edilir.

=—25=x, —0.1=x + 9675 (12)

Denklem 10-12’de verilen xi, X,, Xsifadeleri, Denklem 1-9 de
verilen moment ifadelerinde yerine konulup, m1-m9 moment
ifadeleri X4, Xs, V& Xg’ya bagh olarak elde edilir. Burada bu
islemler bilgisayar tarafindan yapilacagi i¢in ara sonuglar

verilmemistir.

Yazilan denge denklemleri sonrasinda x;, X, ve X; ifade
edilmistir. Ancak, x4, Xs, Ve Xg'ninda ¢oziilebilmesi i¢in {i¢ ilave
denkleme ihtiya¢ oldugu agiktir. Daha once belirtildigi lizere
ilave  denklemler  Castigliano’min teoreminden
faydalanilarak olusturulacaktir. Castigliano’nin ikinci teoremine

ikinci

gore i¢ kuvvetlerin yaptigi isin (enerjinin), herhangi bir kuvvete
gore o kuvvetin bulundugu noktadaki ve kuvvet
dogrultusunda olusan deplasmana esittir (Silva, 2006; Omurtag,
2007).

tlirevi

Asagida, i¢ kuvvetlerin toplam isinin kapali denklemi mevcuttur
(Denklem 13). i¢ kuvvetlerin isinin herhangi bir P kuvvetine gére
tirevi kapali formda Denklem 14’deki gibi elde edilir (Omurtag
2007; Ozbek, 1996). Asagida verilen denklemlerde Denklem 13-
14, moment, normal kuvvet, kayma kuvveti, burulma momentinin
tamaminin etkileri goriilmektedir. Caligmada sadece egilme
momenti etkisi gdz Oniine alinmakla birlikte, eksenel kuvvet,
kayma kuvveti veya burulma momenti etkiside kolaylikla
gozoniine almabilir. Sadece egilme etkisi gdz Oniine alindiginda

Denklem 14’de egilme momentli terim kalacak digerleri
kaybolacaktir.
1 M 1 J‘N: ; 17kT? 1 J-Mg (13)
B E T BT er et G
U J‘M ﬂﬂfd J‘N a.".rd J‘k'TﬂTd J"H’ My (14)
= e =t crap ™t ) Gl ap

Sistemin i¢ kuvvetlerinin iginin bir mesnet reaksiyonuna gore
mesnet reaksiyonu yoniinde ve mesnetteki deplasmani
verecektir (Denklem 11). Bu kuvvet momentse, donme agisini
verecektir. Mesnette deplasmanin sifir oldugu bilindiginden

tlirevi,

(ilaveten ankastre mesnette hem deplasman hem de dénme sifirdir.)
elde edilecek ifade sifira esitlenir. Bu da sistemin ¢6ziimiinde
kullanilmak tizere ilave bir denklem saglamis olur (siireklilik
denklemi).

Cerceve sistemin x4, Xs, V€ Xg mesnet reaksiyonlart igin ilave
denklemelere ihtiya¢ duyulmaktadir. Denklem 14 ifadesi sadece
egilme momenti etkisini gdz Oniine alarak, x4, Xs, V& Xg icin
uygulanir, elde edilen ifadeler sifira esitlenirse,¢6ziim i¢in gerekli
ii¢ ilave denklem elde edilir.

Asagida Denklem 14’iin x4, Xs, Ve X i¢in uygulanmasi, Denklem
15— 17 de kapali olarak ifade edilmistir. L; degeri j kesiti ile bir
sonraki gelen kesit arasindaki mesafe olup, m; ve | sirasiyla j
kesitine ait moment ve atalet momenti degigimidir.

ZJ“"J m B“m 0 (15)
E.I; ﬂ‘.r4 -

iJ‘Lj m; dm; 0 (16)
L)y Edjoxs

i J‘ i R g )
i)y EQ;dxg 5
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Cergeve sistemin bazi Kkesitlerinde atalet momenti sabittir,
bazilarinda ise degiskendir. Sabit olanlar 1, 2, 4, 5 ve 8 kesitleri
olup, 3, 6, 7 ve 9 kesitlerinde atalet momenti degiskendir. Kesiti
degisken olan yerlerde atalet momentinin de degisiminin
bilinmesi 6nem tasimaktadir. Atalet momentlerinin degisimi
kesit yiiksekliginin kipiiyle iliskilidir, ve bunlarin ifade
edilmeleri gerekmektedir. Yukarida Sekil 1 de, ¢erceve sistemin
kesitinde kesitin degistigi noktalarda kesitin atalet momenti
verilmistir. Bunlar kullanilarak, asagidaki denklemlerde
(Denklem 18-26) yiikseklik degisiminin egimi ifade edilmis
olup, yiikseklik degisimine bagl olarakda atalet momenti
degisimi yazilmistir. Kesit genigliginin atalet momentine etkisi
dogrusaldir, bu nedenle kesit genigligi 12 varsayildiginda, kesit
basinda ve kesit sonundaki atalet momentlerinin kiip koki
almarak direk yiikseklige doniistiiriilebilir. Bu iki yiliksekligin
farkiara mesafeye boliinmiis ve boylece yiikseklik degisiminin
egimi bulunmusgtur. Sonra, yiiksekligin kesit baslangic ve bitisi
arasinda degisiminin fonksiyonu yazilmistir. Kesit genisligi 12
alindigindan, burada yiiksekligin kiipli kesitteki herhangi bir
noktadaki atalet momentine dogrudan karsilik gelmektedir.

=2 (18)
I, = 10 (19)
L 2 V20— 34\ (20)
I, = (EU.E—EEIm!.ZEJ ; efim; =
3
I =4 21)
I =4 (22)

I— = ((7% - E.glm— z—]!)' E.glm = (E“II'E —_ E\Ilﬁ] (24)
} ' ¢ 1.2
I =2 (25)
: : I-VE) (29
L, = ((1! - eﬁim;.z;) ) egim, = (T]
Denklem 18-26’daverilen atalet momenti fonksiyonlari,

Denklem 15-17 icra edilirken her bir kesit igin yerine konulup,
integralin sonucu bulundugunda x4, Xs, Ve Xg'ya bagl ii¢
stireklilik denklemi elde edilir. Bu denklemler (Denklem 27-29)
asagida verilmistir.

~7194.0346 + 381.0741248 x, + 1325205 x, + 33.048x, =0 (27)
—1905.1380 + 132.5204 x, + 148.612 % + 25.2098x, =0 (28)
—578.0364 + 33.0482 x, + 25.2008 x; + 6.4726 x, =(29)

Elde edilen son ii¢ denklem birlikte ¢oziildiiglinde x4, X5, V€& Xg
bilinmeyenleri elde edilir. Bu degerlerde Denklem 10-12’de
yerine konularak, X;, X, ve Xz mesnet reaksiyonlar1 da kendi
aralarinda ¢6ziiliir. Boylece kesit degisimi olan gergeve sistemin
mesnet reaksiyonlar: hesaplanmis olur. Asagida Denklem 30-
35°te X3, Xo, X3, X4 ,Xs5 Ve Xg degerleri kN olarak verilmektedir.

%, = 49135 (30)
%, = 44,5739 (31)
%, = 6.9910 (32)

x, = 20.5125 (33)
%5 = —6.0010 (34)
X5 = 8.0474 (35)

Bulunan mesnet reaksiyonlar1 degerleri, Denklem 1-9 de ifade
edilen moment degisimlerinde yerine konulup, egilme
momenti ifadeleri elde edilir. Elde edilen bu ifadelerin grafigi
cerceve iizerinde ¢izilebilir.

Yukarida verilen biitiin islemler sirasiyla Mathematica
(Wolfram) isimli sembolik islem yetenegi olan paket program
ile kodlanabilir. Asagida ad1 gegen paket program ortaminda
cergeve icin yazilmis kisa kodlama goriilmektedir.

4.Problemin ¢6ziimii icin yazilan kod

Asagida problemin ¢oziimii i¢in yukarida verilen bilgiler
kullanilarak, sembolik hesap yetenegi olan Mathematica paket
programi i¢in kod yazilmistir. Burada her satir tek-tek
aciklanmamaktadir, programin akigindan ve degisken
isimlerinden neler yapildiginin anlasilacag: diisiiniilmektedir.

ClearAll[Evaluate[Context][] <> "*"]] (*butun degiskenleri

temizler*)
i1=2;
i2=10;

egim3 = ((20)(1/3) - (H)™N1/3))/3;
i3 = ((20)(1/3) - egim3*z3)"3;
i4=4;

i5=4;

egimé = ((4)N(1/3) - (20)(1/3))/3;
i6 = ((4)"(1/3) - egim6*z6)"3;
egim?7 = ((2)(1/3) - (6.6)(1/3))/1.2;
i7 = ((2)1/3) - egim7*(z7))"3;
i8=2;

egim9 = ((1)(1/3) - (8)(1/3))/6;

i9 = ((1)™(1/3) - egim9*(29))"3;

X1 =-(x2 + x4 - 2*10 - 5 - 3*15);

x3 = -x5;

X2 = -(x4*25. + X6 - 5*16 - 2*10*5 - 3*15*(10 + 7.5))/10;

ml = x1*z1 - 2*z1"2/2,;

m2 = X1*(7 + z2) - 2*(7 + z2)"2/2;

m3 = x1*(10 + z3) - 2*10*(5 + z3) - 3*z3"2/2 + x2*z3 -
X3*6;

m4 = x1*(13 + z4) - 2*10*(8 + z4) - 3*(3 + z4)"2/2 + x2*(3 +
24) -x3*6;

m5 = x1*(16 + z5) - 2*10*(11 + z5) - 3*(6 + z5)"2/2 + x2*(6
+ 75) - Xx3*6 - 5*z5;

m6 = x1*(22 + z6) - 2*10*(17 + z6) - 3*(12 + z6)"2/2 +
X2*(12 + z6) - x3*6 - 5*(6 + z6);

m7 = X6 + x5*(4.8 + z7);
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m8 = x6 + x5*z8;
m9 = x3*z9;

d1 = Integrate[m1*D[m1, x4]/i1, {z1, 0, 7}] +
Integrate[m2*D[m2, x4]/i2, {z2, 0, 3}] +
Integrate[m3*D[m3, x4]/i3, {z3, 0, 3}] +
Integrate[m4*D[m4, x4]/i4, {z4, 0, 3}] +
Integrate[m5*D[m5, x4]/i5, {z5, 0, 6}] +
Integrate[m6*D[m6, x4]/i6, {z6, 0, 3}] +
Integrate[m7*D[m7, x4]/i7, {z7, 0, 1.2}] +
Integrate[m8*D[m8, x4]/i8, {z8, 0, 4.8}] +
Integrate[m9*D[m9, x4]/i9, {z9, 0, 6}];

d2 = Integrate[m1*D[m1, x5]/i1, {z1, 0, 7}] +
Integrate[m2*D[m2, x5]/i2, {z2, 0, 3}] +
Integrate[m3*D[m3, x5]/i3, {z3, 0, 3}] +
Integrate[m4*D[m4, x5]/i4, {z4, 0, 3}] +
Integrate[m5*D[m5, x5]/i5, {z5, 0, 6}] +
Integrate[m6*D[m6, x5]/i6, {z6, 0, 3}] +
Integrate[m7*D[m7, x5]/i7, {z7, 0, 1.2}] +
Integrate[m8*D[m8, x5]/i8, {z8, 0, 4.8}] +
Integrate[m9*D[m9, x5]/i9, {z9, 0, 6}];

d3 = Integrate[m1*D[m1, x6]/i1, {z1, 0, 7}] +
Integrate[m2*D[m2, x6]/i2, {z2, 0, 3}] +
Integrate[m3*D[m3, x6]/i3, {z3, 0, 3}] +
Integrate[m4*D[m4, x6]/i4, {z4, 0, 3}] +
Integrate[m5*D[m5, x6]/i5, {z5, 0, 6}] +
Integrate[m6*D[m6, x6]/i6, {z6, 0, 3}] +
Integrate[m7*D[m7, x6]/i7, {z7, 0, 1.2}] +
Integrate[m8*D[m8, x6]/i8, {z8, 0, 4.8}] +
Integrate[m9*D[m9, x6]/i9, {z9, 0, 6}];

d1 = Simplify[d1]
d2 = Simplify[d2]
d3 = Simplify[d3]

cz = Solve[{d1 == 0, d2==0, d3 == 0}, {x4, x5, x6}]

x4 =cz[[1, 1, 2]];
x5 =cz[[1, 2, 2]];
x6 =cz[[1, 3, 2]];

Print["mesnet reaksiyonlari]
Print["x1=", x1]
Print["x2=", x2]
Print["x3=", x3]
Print["x4=", x4]
Print["x5=", x5]
Print["x6=", x6]
Print["moment ifadeleri"]
Print["m1=", m1]
Print["m2=", m2]
Print["m3=", m3]
Print["m4=", m4]
Print["m5=", m5]

Print["m6=", m6]
Print["m7=", m7]
Print["m8=", m8]
Print["m9=", m9]

Yukarida verilen Mathematica ortaminda yazilan kodlar icra
edilince. Daha once yukarida ¢o6ziimii verilen mesnet
reaksiyonlar1 elde edilir. Bunlarda moment ifadelerinde yerine
konulup, moment degisimleri elde edilmektedir. Hazirlanan
kodda sadece mesnet reaksiyonlar1 hesaplanmakta ve i¢
moment degisim fonksiyonlari ¢iktt olarak verilmektedir.
Kodu kisa tutmak amaciyla grafik kismi verilmemistir. Elde
edilen sonuglar, literatiirde (Cakiroglu ve Cetmeli, 2000)
virtiiel is prensibi ile verilen ¢dziim ile bire bir uyusmaktadir.
Caligmada, literatiirde verilen bir problemin ¢6ziimiiniin
dogrulugu da teyit edilmistir.

5.Sonug¢

Hiperstatik degisken kesitli ¢erceve sistemin ¢ozimi,
calismada kuvvet yontemi kullanilarak, el ile ¢ozer gibi
sembolik islem yetenegi olan bilgisayar paket programi
ortaminda kodlanarak elde edilmis olup, sonu¢ olarak elde
edilen degerlerin literatiirde verilen degerler ile uyumlu
oldugu gozlenmistir. Calismada bir mithendisin kendi
bilgileriyle degisken kesitli hiperstatik bir problemi nasil
¢Ozecegi kuvvet metodu kullanilarak gosterilmistir.

Semboller

X1, X, X3, X4, X5, Xg Mesnet reaksiyonlari

my, My, M3, My, Ms, Mg, M7, Mg, Mg Kesitlere ait  moment
fonksiyonu

21, 23, 23, 24, Zs, Zg, 27, Zg, Zg Kesitlere ait
cubuk ekseni

L; Kesitler aras1
mesafe

Iy, 1o, 13, 1y, 15, 1g, 17,1, 1o Kesitlere ait atalet
momenti

U Ic kuvvetlerin
yaptig1 is

M Egilme Momenti
N Normal kuvvet

T Kesme Kuvveti
My Burulma momenti
E Elastisitemodiilii
G Kayma modiilii

Iy Burulma  atalet
momenti

egim Kesite ait
yiikseklik degisiminin egimi
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