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OZET

Fonksiyon kavrami matematik ders programlari icerisinde oldukga énemli bir yere sahiptir. [lkogretimden
{iniversiteye kadar matematik ders programlarinda bu kavrama rastlamak miimkiindiir. {lkdgretim diizeyinde
toplama gibi temel aritmetiksel islemlerin fonksiyon diisiincesini icerdigi sodylenebilir; ¢ilinkii toplam
operatorii IR’den aldig iki elemani isleme tabi tuttuktan sonra yine IR’de bir elemana eslemektedir. Benzer
sekilde simetri kavrami fonksiyon diisiincesini igermektedir; ¢linkii simetri ekseni bir fonksiyon gibi
doniistiirme yapar ve bir bolgedeki nesneyi bir baska bolgeye transfer eder. Ortadgretim diizeyinde
fonksiyonlar 6zel bir konu olarak okutulmakta ve fonksiyon kavrami ‘iki kiimenin elemanlar1 arasinda
esleme yapan bir bagmt1’, ‘Kartezyen ¢arpimin bir alt kiimesi’, ve ‘iki degisken arasindaki iliski’ bi¢iminde
farkl1 sekillerde tamimlanmaktadir. leri diizey matematik konulari olan integral ve tiirev kavramlarmin
Ogretimi tamamen fonksiyonlar iizerinde bina edilmis bulunmaktadir. Topolojik uzaylarin homeomorfik
yapilarinin incelenmesinde de fonksiyon diisiincesi aktif olarak kullanilmaktadir. Diger bircok matematiksel
diisiinceyle olan yakin iliskisi dolayisiyla fonksiyon kavraminin matematik &gretiminde birlestirici bir
diisiince tarzi olarak kullanilmasi onerilmektedir. Alan yazin taramasindan olusan bu makalenin amaci
fonksiyon kavraminin epistemolojisi, giiniimiiz modern matematik ders kitaplarinda yer aldigi sekliyle
kavramin matematiksel dogasi ve algi tiirlerinin incelenmesini igermektedir. Bunun yani sira, eldeki
makalede fonksiyon kavraminin zihinsel gelisimi ve bu siiregte dgrencilerin yasadiklar1 zorluklar, kavram
yanilgilart ve bunlarin biligsel sebepleri 6grenme teorileri 1s18inda tartisilmaktadir. Son olarak ise, olayin
Ogretim boyutuna deginilmekte ve sinif i¢i 6gretimler i¢in pedagojiksel oneriler getirilmektedir.
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Epistemology and cognitive development of the function concept

ABSTRACT

The concept of function is considered the most crucial idea in mathematics curricula. It appears in the
mathematics curricula from elementary level to undergraduate studies. For instance, basic operations, such
as addition, involve the idea of function because they transform elements from IRXIR to IR. The notion of
symmetry captures the very essence of the concept; since symmetry line operates as a function transforming
(reflecting) entities from one region to another. At the high school level functions are studied within a topic
in its own right; it is introduced as a correspondence between the elements of two sets, as a sub-set of a
Cartesian product, and as a dependence between two varying quantities. Within a calculus course the
concept of derivative and integral takes a function as an argument. At the undergraduate level functions are
used to compare abstract mathematical structures; for instance, to illustrate whether or not topologies are
homeomorphic. Due to its crucial role and prevailing feature within the mathematics curricula educators
suggest that the function concept should be used as a unifying theme in teaching and learning mathematics.
This paper aims to provide an extensive literature reviews about the epistemology of the function concept
and the cognitive development of this notion. The paper discusses with reference to contemporary learning
theories the misconceptions and their sources that the students could develop while learning the functions.
In addition, it provides pedagogical suggestion for classroom teachings.
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1. Giris

Fonksiyon kavrami matematik ders programlar1 igerisinde
oldukca genis ve Onemli bir yere sahiptir. Fonksiyon
kavraminin  matematik ~ Ogretiminde  birlestirici  ve
biitlinlestirici  bir diisiince tarzi olarak kullanilmasinin
gerektigi belirtilmektedir (NCTM, 1989; Selden ve Selden,
1992). Bu tezin dayandigi temel gerekce fonksiyon
kavrammin diger birgok matematiksel diisiinceyle olan yakin
iligkisi ve fonksiyonel diisiincenin — ki fonksiyonel diisiince
en genel manasiyla nicel veya nitel ¢okluklar arasindaki
iligkilerin incelenmesi siirecinde kullanilan bir akil yiiriitme
tarzi olarak ifade edilebilir — ¢ok farkli alanlara iligkin
problemlerin ¢oziimiinde aktif olarak kullaniliyor olmasidir.

Ogrenciler ilkdgretimden {iniversiteye kadar egitimin her
asamasinda bir sekilde fonksiyon diislincesiyle karsilasmakta
ve bu kavrami kullanarak problem ¢oziimleri yapmaktadirlar.
Bir sonraki kisimda detayli olarak acgiklanacagi iizere
fonksiyon kavraminin matematiksel manalarindan bir tanesi
cokluklar  arasinda  yapilan  eslestirme  diisiincesini
icermektedir. Bu agidan bakildiginda bireylerin ¢ok erken
yaglardan itibaren fonksiyon diigiincesini tecrilbe etmeye
basladiklarmi sdyleyebiliriz. Ornegin, say1 kavraminin
O0grenim-Ogretim siirecinde somut nesneler ile rakamlarin
eslestirilmesi (bir kalemin 1 rakamu ile iki kalemden olusan
bir kiimenin ise 2 rakamiyla eslestirilmesi, vs.) veya kisiler ile
dogum tarihleri arasinda yapilan bire-bir eslestirmeler
fonksiyon diisiincesini icermektedir.

Fonksiyon kavrami iki veya daha fazla degisken arasindaki
iliski olarak da agiklanabilir. Yine bu diisiincenin de gerek
giincel yasamda, gerekse matematik ve fen bilimlerinde
yaygin bir sekilde kullanildig: bilinmektedir. Bir seyahat olay1
yol, zaman ve hiz gibi ii¢ temel degisken igermektedir ve
bunlar arasinda karsilikli bir iligki s6z konusudur. Hiz arttik¢a
birim zamanda alinan yol da artmaktadir; bu durumda yol,
hiz’in bir fonksiyonu olmaktadir. En genel manasiyla
fonksiyon girdileri ¢iktilara doniistiiren dinamik bir siiregtir.
Bu agidan bakildiginda ise dogal sayilar kiimesinde dort islem
konusunu 6grenen 6grencilerin farkinda olmadan fonksiyon
kavramiyla ~ uygulamalar  yaptiklarini sOyleyebiliriz
(Eisenberg, 1991). Ciinkii 3+1=4 islemini diisiinecek olursak
bu islemde toplam (+) operatorii IR’den iki eleman (girdiler)
almakta, bunlar arasinda bir islem yiiriittiikten sonra 4 gibi
yeni bir elemana (¢iktiya) doniistiirmektedir.

Lise yillarinda fonksiyon kavrami bagimsiz bir konu olarak
okutulmakta ve kavram matematiksel manasi itibariyle
derinlemesine incelenmektedir. Lise egitiminin ilk yilinda
fonksiyon kavraminin esast ve temel Ozellikleri farkh
temsiller iizerinden izah edilitken ilerleyen yillarda konu
kendi igerisinde ¢esitlenmekte ve ikinci dereceden
fonksiyonlar, trigonometrik fonksiyonlar, iistel ve logaritmik
fonksiyonlar, &zel degerli fonksiyonlar ve determinant
fonksiyonu gibi farkli bagliklar altinda incelenmeye devam
edilmektedir. Universite seviyesinde ise matematik, fizik ve
miithendisligin farkli alanlarinda 6grenim goren 6grenciler lise
yillarinda edinmis olduklar1 fonksiyon bilgilerini gelistirme
firsat1 bulmakta ve kavramu ileri diizey matematik konularinin
dgreniminde bir ara¢ olarak kullanmaktadirlar. Ornegin,
analiz dersi kapsaminda okutulan limit, siireklilik, tiirev ve
integral kavramlari tamamen fonksiyon diisiincesi lizerine
bina edilmektedir.

Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde bilinmeyen yerine
fonksiyonlar kullanilirken fonksiyonel analiz dersi

kapsaminda incelenen farkli aksiyomatik uzaylarin temel yapi
taglarim1 yine fonksiyonlar olusturmaktadir. Bu makalede
matematik ve diger fen bilimleri ders programlarin yansira
giincel yasamda da sik¢a karsimiza ¢ikan fonksiyon kavraminin
incelenmesi amacglanmaktadir. Makale {i¢ ana kisimdan
olusmaktadir. ilk olarak kavramm epistemolojisi  ve
matematiksel manasi agiklanmakta; ikinci kisimda ise fonksiyon
kavramma iligkin algi tiirleri ve kavramin zihindeki gelisim
siiregleri incelenmektedir. Son kisimda ise igeriksel agidan
zengin  ve  yanilgilardan armmig  fonksiyon  bilgisi
gelistirebilmeleri i¢in &grencilere verilebilecek pedagojiksel
destekler ve uygulanabilecek &gretim yaklagimlarindan kisaca
bahsedilmektedir.

2. Fonksiyon Kavramimnin Epistemolojisi ve Matematiksel
Manasi

Tarihi siire¢ icerisindeki gelisimine baktigimizda degiskenler
arasindaki iligkilerin incelenmesini konu edinen c¢aligmalarin
fonksiyon kavrammin dogusuna onciiliik ettigini gormekteyiz.
Fonksiyon diislincesi ilk olarak 16. yiizyilda Galileo’nun
onciiliik ettigi ve devinim ve hareketin (motion) incelenmesini
konu edinen bilimsel bir program ¢ergevesinde yiiriitiilen
calismalar esnasinda fark edilmistir (Kline, 1976, aktaran Malik,
1980). Bu asamada degiskenler arasindaki iligkilerin daha ¢ok
egri grafiklerinden olusan geometrik ortamlarda ve sinirh
araliklarda incelenmesi s6z konusu idi. Takip eden yillarda
Euler, Bernoulli, Leibniz ve Fourier gibi bir¢cok bilim insani
tarafindan yapilmis olan ¢aligmalar fonksiyon kavraminin
gelisimine 6nemli katkilar sunmustur (genis bilgi i¢in bakiniz
Malik, 1980; Mrkovits, v.d., 1986; Kleiner, 1989; Boyer, 1968).
Matematiksel bir terim olarak ‘fonksiyon’ ifadesi ilk olarak 1673
yilinda Leibniz tarafindan kullanilmigtir (Ponte, 1992).

Fonksiyon kavramiyla iligkili olarak sabit terim, degisken ve
parametre kavramlari da yine Leibniz tarafindan literatiire
kazandirilmigtir. Bu  siiregte kavram hem geniglemis
degiskenler arasindaki iliskiler sadece grafiksel degil aym
zamanda analitik (cebirsel) ortamlarda da incelenmeye
baslanmis ve bu incelemeler sonsuz sayidaki degerler igin
yapimistir — hem de matematiksel manasi itibariyle netlik
kazanmaya baglamistir.

Neticede, 1837 yilinda Drichlet tarafindan bugiinkii matematik
kitaplarinda gizli bir sekilde varligini siirdiiren ve degiskenler
arasi iliski mantig1 iizerine bina edilmis olan fonksiyon tanimi
sunulmustur. Drichlet tarafindan yapilan fonksiyon tanimi su
sekilde ifade edilebilir:

x ve y belli bir kural ¢ercevesinde birbirlerine bagl iki degisken
olsun. Eger, x degiskenindeki her degisime karsin (x’e verilen
her degere karsin) y degiskeninde de bir degisim séz konusu
oluyorsa (bir ve yalniz bir y degeri elde ediliyorsa) y’ye x’in bir
fonksiyonu denir (Boyer, 1968, s. 600).

Tanimdan anlasildig: {izere fonksiyon kavramimin matematiksel
manalarindan bir tanesi iki veya daha ¢ok degisken arasinda var
olan bir iliski oldugu diisiincesini igermektedir. Bu mananin
anlagilmasi icin y=x> ifadesini gz Gniine alalim. Bu ifade de x
bagimsiz, y ise bagimli degiskendir ve X’e atanan her bir degere
karsin y yeni bir deger alir. Diger bir ifadeyle, y deki degisim X
deki degisime baghidir. Ornegin, x=-2 i¢in y=—-8, x=1 igin y=1
ve x=2 i¢in y=8 degerlerini almaktadir ve bu durum X’e
verilecek her reel sayr degeri i¢in benzer sekilde devam
etmektedir. Bu iki degisken arasindaki iligskinin gelisimi
grafiksel ortamda ¢ok daha genel bir agidan goriilebilir (bakiniz
Sekil 1).
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Sekil 1. y=x* fonksiyonun grafiginde x ve y degiskenlerinin
degisimi

Cantor tarafindan kiimeler teorisinin ortaya atilmasiyla
birlikte fonksiyon kavraminin gelisim siireci yeni bir boyut
kazanmig ve fonksiyon iki kiimenin elemanlari arasinda
yapilan eslemeler olarak algilanmaya baslanmistir (Ponte,
1992). Bu yeni anlayisla birlikte kiime kavramui isin igerisine
girmis ve degiskenler arasindaki iliskilerin incelenmesinin
ancak bir fonksiyonun tanimli oldugu kiimeler i¢in miimkiin
olabilecegi diisiincesi kabul edilmistir. 1939 yilinda ise
Baurbaki fonksiyon kavramini iki kiimenin elemanlari
arasinda eslemeler yapan 6zel bir bagint1 olarak tanimlamigtir
(Markovits, v.d., 1986). Yapilan bu son tanimlama giinimiiz
modern matematik kitaplarinda okutulmakta olan fonksiyon
diisiincesini icermektedir. Bu baglamda ornek bir tanim su
sekilde verilebilir:

A ve B bos olmayan iki kiime ve f, A’dan
B’ye bir baginti olsun. Eger [ bagintist A
kiimesindeki her elemani B kiimesinde bir ve
yalniz bir elemana esliyorsa bu bagintiya
A’dan B’ye bir fonksiyon denir.

Bu tanmim bir yandan fonksiyon kavramini
smirlandirip belli bir kuramsal gergeveye oturturken diger
yandan anlamsal olarak genisletmekte ve kavrama yeni
boyutlar kazandirmaktadir. Sinirlandirma kavramin esasinin
ve temel Ozelliklerinin belirlenmesiyle alakali bir durumdur.
Verilen tanimdan fonksiyonun esas itibariyle tanim ve deger
kiimelerinin elemanlar1 arasinda eslemeler yapan bir baginti,
dolayisiyla tek bir matematiksel nesne oldugu agikca
anlagilmaktadir. Ancak bu matematiksel nesnenin anlam
kazanabilmesi i¢in kiimelere ihtiyag vardir; bu nedenle tanim
ve deger kiimeleri fonksiyon kavraminin ayrilmaz birer
pargast olarak kabul edilmektedir. Tanimda bir bagintinin
fonksiyon olabilmesi i¢in saglamasi gereken iki temel 6zellik
vurgulanmaktadir. Birincisi ve agik¢a vurgulanan oOzellik
tammm kiimesindeki her elemanmin deger kiimesinde bir ve
yalniz bir elemana eslenmesi sartini icermektedir. Bu 6zellik
bir bagintinin fonksiyon olabilmesi i¢in saglamasi gereken en
temel ozelliktir. Genigletme ise tanim ve deger kiimelerinin
elemanlart arasindaki iligkilerin sayisal bir iligkiden ibaret
olmadigi, bu nedenle bir fonksiyonun eslemeleri cebirsel veya
aritmetiksel bir kural araciliiyla yapmak zorunda olmadig,

bu eslemeleri tamamen gelisigiizel bir sekilde yapabilecegi
diistincelerini icermektedir. Bu durum kisaca gelisigiizel esleme
yapabilme ozelligi olarak adlandirilmaktadir. Bu 6zellik ayni
zamanda tanim ve deger kiimesindeki elemanlarin reel sayilarin
disinda her tiirli nesneleri igerebilecegi diisiincesini de
icermektedir. Gelisigiizel esleme yapabilme 06zelligi cebirsel
ifadeler ve diizglin artan veya azalan grafiklerin disinda ¢ok
farkli sekillerde tanimlanmig olan bagintilarinda fonksiyon
olarak kabul edilmesinin oniinii agmustir. Ornegin, tamm
kiimesinin alt araliklarinda farkli sekillerde tanimlanan
bagmtilarin fonksiyon olarak kabul edilebilmeleri bu o6zellik
sayesinde miimkiin olmaktadir.

Fonksiyon kavrammin matematiksel manasinin daha 1iyi
anlagilabilmesi icin birka¢ ornek iizerinde caligalim. Asagida
verilen grafikler (Sekil 2) incelendiginde birinci bagintinin
fonksiyon belirtmedigi agik¢a goriilmektedir, ¢linkii bu bagmti
tanim kiimesindeki bir eleman1 deger kiimesinde birden fazla
elemana eglemekte ve dolayisiyla tanimda verilen kosullart
saglamamaktadir. Tkinci bagint1 tanim kiimesindeki her elemani
deger kiimesinde bir ve yalniz bir elemana esledigi igin bir
fonksiyon belirmektedir. Uciincii bagmti hakkinda karar
verebilmek icin tanim kiimesinin netlestirilmesi gerekmektedir.
Eger IR’de tanimlanmis ise fonksiyon belirtmez; cilinkii bu
durumda tanim kiimesinde agikta eleman kalmaktadir. Ancak,
tamim kiimesi IR-[1,3] bi¢ciminde yeniden belirlenmesi
durumunda verilen baginti fonksiyon olma sartlarii sagladigi
goriilecektir. Ilk ii¢ grafige kiyasla dordiincii grafigin yapisinda
bir diizensizligin var oldugu agiktir. Bu grafikle temsil edilen
bagmtinin cebirsel yazilimla ifade edilmesi miimkiin degildir,
ancak bu durum sbéz konusu bagintinin fonksiyon olmadigi
manasina gelmez. Grafigin yapisindaki diizensizlik elemanlar
arasindaki eslemelerin  gelisigiizel bir sekilde yapilmis
olmasindan kaynaklanmaktadir ki bu 6zellik fonksiyon olmasina
mani degildir. Dikkatlice incelendiginde tanim kiimesindeki her
elemanin deger kiimesinde bir ve yalniz bir elemana eslendigi,
dolayisiyla da bu Dbaginttmin  bir fonksiyon oldugu
anlagilmaktadir.

/

/

-

2)

N

Sekil 2. Grafik d6rnekleri

A

@)

@3)

Cebirsel olarak verilen ve IR’de tamimli asagidaki bagintilara
bakacak olursak ilk iki bagmtinin her sart ve kosul altinda
fonksiyon belirttigini sdyleyebiliriz. Birinci bagint1 IR deki her
eleman1 yine IR’de bir elemana eslemekte ve tanim kiimesinde
ise hicbir eleman acikta kalmamaktadir. Tkinci bagint1 ise biitiin
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reel sayilar1 tek bir elemana (3) esledigi i¢in sabit bir
fonksiyondur. Ugiincii ve dérdiincii bagimtilarin reel sayilar
kiimesinde bir fonksiyon belirtmedikleri agiktir; ancak tanim
kiimeleri IR-{-3,3} ve [-1,1] seklinde yeniden belirlenecek
olursa yine bu bagintilarinda birer fonksiyon oldugunu
sOyleyebiliriz. Besinci bagmtinin ise parcali bir fonksiyon
oldugu, [0, o) alt araliginda iistel fonksiyon ve (-o0, 0) alt
araliginda ise birim fonksiyon olarak eslestirme ve
doniistiirmeler yaptig1 anlagilmaktadir.

X+1

1. f(x)=3x+2
x? -9

2.f)=3 3. f(x)=

2% x>0ise,
X, X< 0ise

4 F()=1-x% s f(x):{

Venn semas1 bi¢cimindeki yazilimlar fonksiyon diisiincesinin
esasint ve Ozelliklerini agiklamak igin pedagojiksel agidan
oldukca giiglii temsillerdir. Bu temsillerin kullanildig:
ortamlarda fonksiyon tek bir nesne olarak dikkatlere
sunulurken yaptig1 eslemeler ise oklarla gosterilmektedir. Bu
tiir temsillerde gorsellik 6n plandadir; dolayisiyla yapilan
esleme islemlerinin takibi ve bu eslemelerin fonksiyon olma
sartlarin1 saglayip saglamadigit kolayca anlasilabilmektedir.
Bunlarin yani sira gelisigiizel esleme yapabilme ézelligi de bu
tir gosterimsel ortamlarda c¢ok daha iyi anlasilmaktadir.
Ormnegin, asagidaki f fonksiyonu a elemamini 5 sayisma o
elemanint ise elmaya eslemektedir ki bu eslemenin ne
aritmetiksel nede cebirsel hi¢cbir mantigt yoktur; tamamen
gelisigiizel bir sekilde yapilmistir.

A
f

- N

i

Sekil 3. f fonksiyonunun Venn semasi ile gosterimi

Venn semasina kiyasla sirali ikililerden olusan liste
bi¢imindeki yazilimlarin daha soyut temsiller oldugunu
sOyleyebiliriz. Bu tiir ortamlarda fonksiyon gizli bir sekilde
bulunmaktadir; dolayisiyla fonksiyonun anlasilmast ve
yaptig1 eslemelerin tamimda belirtilen sartlar1  saglayip
saglamadiginin tespiti zorlagmaktadir. Liste bicimindeki
yazilimlar ‘fonksiyon ézel bir bagintidwr; baginti kartezyen
carpumin  bir alt kiimesidir, dolayisiyla her fonksiyon,
kartezyen c¢arpimin bir alt kiimesidir’ tlriinden kavramlar
arast iliskilerin kurulmasina olanak saglamaktadir. Ancak, bu
iligkiler zinciri bir kiime {izerinde tanimlanmig olan kartezyen
carpimin her bir alt kiimesinin bir fonksiyon olabilecegi
diistincesinden hareketle her fonksiyonu tek bir nesne
(zihinsel bir obje) olarak algilayabilme yetenegi gerektirir ki
bu oldukga ileri diizey ve bir o kadar da soyut bir diisiince
tarzidir.

Son olarak, en genel manasiyla fonksiyon girdileri ¢iktilara
doniistiiren dinamik bir siire¢ (bir mekanizma) olarak ifade
edilebilir. Fonksiyon kavraminin bu sekilde anlagilmasi bir

onceki tanimda vurgulanan fonksiyonun elemanlar arasinda
esleme yapan bir baginti oldugu diisiincesini icermektedir,
clinkii girdilerin ¢iktilara dOniistiiriilmesi ayni zamanda
elemanlar arasinda eslemelerin yapildigi manasina gelir. Ancak
burada kavramin temel 6zelliklerine vurgu yapilmamaktadir.

Fonksiyon kavramimin biligsel temelini (cognitive root)
(DeMarois ve Tall, 1999) olusturdugu belirtilen bu diisiince tarzi
giincel yasamda ve matematikle alakali kaynaklarda karsilasilan
bircok olgu ve disiincenin anlasilmasi noktasinda kolaylik
saglamaktadir. Bu bakis acisindan matematiksel bir kavram olan
yansima simetrisi bir bolgedeki sekli veya cismi diger bir
boélgeye yansittigi icin fonksiyon islevi goriirken ham maddeleri
alip belli bir siirecten gegirdikten sonra islenmis {iriinler veren
bir fabrika veya makine de (bakiniz Sekil 4) bir fonksiyon olarak
kabul edilebilir.
Girdi

L

L

Cikti
Sekil 4. Fonksiyon makinesi

3. Alg Tiirleri ve Kavramin Zihindeki Gelisimi

Bir 6nceki kisimda agiklandigi iizere epistemolojik gelisimine
paralel olarak fonksiyon kavrami farkli sekillerde tanimlanmis
bulunmaktadir. Yapilan tanimlamalar igeriksel agidan oldukca
benzer diisiinceleri ifade etmekle birlikte aralarinda bir takim
farkliliklarin bulundugu da bir gergektir. Bu farkliliklar gerek
matematikte gerekse diger disiplinlerde fonksiyon kavramini
kullanarak  farkli  uygulamalarin  yapilmasmma  olanak
saglamaktadir. Kisaca tekrar etmek gerekirse fonksiyon
kavramina iligkin alg1 tiirlerinden birincisi fonksiyonun ‘iki
degisken arasindaki iliski oldugu, dolayisiyla bagimsiz
degiskendeki degisime karsin bagimli degiskende de bir
degisimin’ olacag1 diigiincesini icermektedir. Kavramn ilk kesfi
sirasinda ortaya c¢ikan bu diislince glinimiz matematik
kitaplarinda ve ilgili kaynaklarda gizli bir sekilde varligim
siirdiirmektedir. Ozellikle, analiz dersi kapsaminda yapilan
uygulamalarda bu diisiince tarzi yaygin olarak kullanilmaktadir.
Ikincisi, kiime kavramu {izerine insa edilmis olan fonksiyon
disiincesidir ki bu disiince fonksiyon kavraminmi ‘tanim
kiimesindeki her elemani deger kiimesinde bir ve yalniz bir
elemana egleyen ozel bir baginti’ olarak kabul etmektedir.
Giinlimiiz matematik kitaplarinda agik¢a vurgulanan fonksiyon
diislincesi bu ikinci dislinceyi igermektedir. Fonksiyon
kavramma iliskin {iglincii algi tiirii ise fonksiyonun girdileri
ciktilara doniistiren dinamik bir silire¢ oldugu diisiincesini
icermektedir. S6z konusu algi tiirleri fonksiyon kavraminin
sunumunda kullanilan temsiller, fonksiyonlarin alt kavramlari
(pargali fonksiyon, sabit fonksiyon, iistel ve logaritmik
fonksiyon, vs.) ve fonksiyon diisiincesinin kullanildig1 problem
coztimleri gibi degisik faktorlerle birlikte diistintildiiglinde
bireylerin bu kavrama iliskin sahip olduklar1 bilgi ve diisiinceler
kalite agisindan farklilik gosterebilmektedir. Esas itibariyle
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fonksiyonlarin sunumunda kullanilan temsillerin farkliligi ve
bu kavrama iliskin ¢ok sayida alt kavramin varlig: fonksiyon
diisiincesinin anlasilmasimi zorlagtiran en temel faktorler
olarak goriilebilir (Eisenberg, 1991). Fonksiyon konusunda
sahip olunan bilginin kalite ac¢isindan incelenmesi ve izah
edilmesi i¢in farkli teorik yapilardan yararlanilabilir.
Bunlardan ilki islemsel bilgi ve kavramsal bilgi diistincelerini
icermektedir (Hiebert ve Lefevre, 1986).

Kisaca agiklamak gerekirse islemsel bilgi bir kavrama iligkin
kurallar, formiiller ve notasyonlar ile bunlarla yapilan iglemler
hakkinda bireylerin sahip olduklar1 bilgi birikimlerini ve
uygulama yapabilme becerilerini icerir (Hiebert ve Lefevre,
1986). Islemsel bilgi kavrama iliskin anlamsal bir algi ve
diisiinceden yoksundur. Bu diizeydeki 6grenciler sembollerin,
kurallarin ve formiillerin kullanimina iligkin bir takim
mekaniksel bilgi ve beceriler gelistirmis olabilirler ancak
yaptiklari islemlerin ve kullandiklart formiil ve bagintilarin
arkasindaki matematiksel manalarin farkinda degillerdir.
Burada diisiincenin objesi matematiksel kavram degil,
kurallar, formiiller ve yapilan iglemlerin kendisidir. Ornegin,
islemsel bilgi sahibi olan Sgrenciler IN’de tammli f(x)=3x-
5x+1 fonksiyonunda x gordiigii yere 1, 3 ve 5 gibi farkhi
elemanlart koyup gerekli islemleri yaparak bu elemanlarin
goriintiilerini elde edebilirler. Ancak, eldeki fonksiyonun
dogal sayilar kiimesindeki her elemani yine bu kiimede bir ve
yalniz bir elemana esledigi (doniistiirdiigii) diisiincesinden
yoksundurlar. Bu diizeydeki 6grenciler verilen fonksiyonu
siradan bir cebirsel ifade olarak algilayabilir ve sadece islem
yapmanin bir araci olarak gorebilirler. Benzer sekilde, IR’de
f(x)=3x+2 ve g(x)=x*+1 bi¢iminde tammlanmis olan
fonksiyonlar arasinda bileske islemini uygulayabilir, f(x) de x
degiskeni yerine g(x) in kuralimi yazip gerekli iglemleri
yaparak (fog)(x) fonksiyonunu elde edebilirler. Ancak,
mekaniksel olarak yiiriittikleri bu islemin ne manaya
geldiginin farkinda degillerdir.

Kavramsal bilgi yanilgi ve eksik 6grenme gibi sinirliliklardan
uzak, igeriksel agidan dogru, iliskisel acidan ise zengin bir
bilgi tiiriidiir. Bir kavrama iliskin dogru bilgiye sahip olmak
her seyden o6nce o kavramin esasini ve temel ozelliklerini
bilmeyi gerektirir. Ancak, kavramsal bilgiyi sadece bu
boyutuyla anlamak yetersiz kalir; ¢linkii matematikte bir
kavram kendi basina bir mana ifade etmez, ne zamanki diger
kavramlarla ve gegmisten getirilen bilgilerle iliskilendirilir o
zaman sO6z konusu kavram anlam kazanir ve kavramsal
ogrenme dedigimiz olay gergeklesir (Hiebert ve Lefevre,
1986). Bir kavramin esast ve temel Ozelliklerinin iyi
anlagilmast  kavramsal bilginin gelisimi i¢in oldukca
onemlidir. Ancak, ¢ok daha onemlisi bireyler eldeki kavram
ile diger matematiksel diisiinceler arasinda iligkiler kurarak ve
bunlar arasindaki benzerlik ve farkliliklar iizerinde yogun
disiinsel  aktiviteler  yiiriiterek  kavramsal  bilgiler
gelistirebilirler. Kavramsal bilginin edinilmesi noktasinda bir
kavramin sunumunda kullanilan temsiller arasinda iligkilerin
kurulmasi da biiyiik 6nem arz etmektedir. Aslinda, kullanilan
temsiller degisse de eldeki kavramin esas1 ve temel ozellikleri
itibariyle aym kaldigimin anlasilmasi kavramsal bilginin
edinilmis oldugunun, diger bir ifadeyle kavraminin esasinin
(the core concept of function) (Thompson, 1994) anlagilmig
oldugunun, en temel gostergesidir. Ornek vermek gerekirse,
fonksiyon kavramimin baginti, kartezyen ¢arpim ve kiimeler
konulariyla iceriksel agidan ¢ok yakin iligkisi vardir.

Fonksiyon 6zel bir baginti, bagint1 kartezyen ¢arpimin bir alt
kiimesi, kartezyen ¢arpim ise birinci ve ikinci bilesenleri bir
(veya iki farkli) kiimeden ¢aprazlama yontemiyle secilmis tim
sirali ikilileri iceren yeni bir kiimedir. Fonksiyonlarla alakali
kavramsal bilginin gelisimi i¢in s6z konusu kavramlar
arasindaki iligkiler zincirinin anlagilmasi énem arz etmektedir.
Bir 6nceki kisimda da izah edildigi iizere fonksiyon kavraminin
iki temel Ozelligi vardir. Birincisi tanim kiimesindeki her
elemam deger kiimesinde bir ve yalniz bir elemana esleme
kosuludur. Ikincisi ise esleme isleminin belli bir islemsel zincir
veya cebirsel kural aracilifiyla yapilmak zorunda olmadigi, bir
onceki kosul saglanmak sartiyla bu esleme igleminin tamamen
gelisigilizel yapilabilecegi hususudur. Ancak uygulama alanlar
ve kullanilan temsiller diisiiniildiigiinde basit gibi goriinen bu
ozelliklerin anlagilmasmin olduk¢a karmasiklastifi ve verilen
bagmtilarin  fonksiyon olup olmadigini tespiti noktasinda
ogrencilerin zorlandiklar1 goriilmektedir. Cok sayida 6grencinin
X ve y gibi notasyonlar igeren biitiin ifadeleri fonksiyon olarak
kabul ettikleri bilinmektedir (Vinner, 1983). Cebirsel ifadelerin
gorsel Ozelliklerine yogunlasan Ggrenciler ise fonksiyon ile
denklem arasindaki mana farkini anlayamamaktadirlar. Halbuki
cebirsel ifadeler ve bu c¢ercevede kullanilan notasyonlar
kullanim amagclarma baglt olarak farkli ortamlarda farkli
manalar ifade ederler. Bu durum sembollerin dogasinda var olan
dualizimden kaynaklanmaktadir (Gray ve Tall, 1994). Ornegin,
y=2x+4 ifadesini ve bunun grafiksel gdsterimini (y-eksenini
(0,4), x-eksenini ise (-2,0) noktasinda kesen bir dogru grafigi)
disiinecek olursak bu ifade hem birinci dereceden iki
bilinmeyenli bir denklem, hem de IR de tanimli bir fonksiyon
olarak algilanabilir. Ancak, ayni gosterimsel araglarla temsil
edilen bu iki kavram birbirinden tamamen farklidir. Denklem
siirlt veya sonsuz sayida eleman i¢in saglanan bir esitlik hali
(yani statik bir durum) iken fonksiyon her girdiye karsin bir tane
ciktr iireten dinamik bir doniistiirme siirecidir. Iste ayn1 araglarla
temsil edilebilen denklem ve fonksiyon kavramlar: arasindaki bu
farkin anlagilmasi halinde kavramsal bilgiden sz edilebilir.

Yine Ogrencilerin smirli sayida ayrik noktalardan olusan
grafikleri (bakimiz Sekil 5) ve genel gelisimi itibariyle
diizensizlik arz eden ve siirekli inig-¢ikiglar gosteren grafikleri
(bakimiz Sekil 2.4) fonksiyon olarak kabul etmedikleri
bilinmektedir (Vinner, 1983; Dubinsky ve Harel, 1992). Bu tiir
bir yanilginin fonksiyonun temel 6zelliklerinden olan gelisigiizel
esleme yapabilme dzelliginin anlasilmamig olmasindan, yani
fonksiyonlara  iligkin =~ kavramsal  bilgi  eksikliginden
kaynaklandigi aciktir. Iste bu noktada temsiller arasi
iliskilendirmeler kavramsal bilginin gelisimi i¢in Onemlidir.
Sekil 5 deki grafikle temsil edilen bagitinin Venn semas1 veya
liste yontemiyle yeniden yazilmasi sinirli sayida ayrik noktadan
olusan grafiklerinde bir fonksiyon belirtebilecegi diisiincesinin
anlasilmasini kolaylastiracaktir.

Y

Sekil 5. Ayrik noktalardan olusan grafik 6rnegi
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Cok sayida 6grencinin ise tanim kiimesindeki her elemanin
deger kiimesinde bir ve yalniz bir elemana eslenmesi
ozelligini Venn semasi ve liste bi¢cimindeki gosterimlerde
dikkate aldiklari, ancak grafiksel ve cebirsel ortamlarda bu
ozelligi anlayamadiklar1 bilinmektedir. Ogrenciler diizgiin ve
stirekli olan biitin egri grafiklerinin fonksiyon belirtecegi
gibisinden yanlig bir alg1 gelistirebilmektedirler (6rnek icin
bakimiz Sekil 2). Bu tir grafiklerinin fonksiyon olup
olmadigimi tespit etmek igin 6grencilere diisey dogru testi
verilmekte ve bu baglamda y-eksenine paralel ¢izilen
dogrulardan herhangi biri grafigi birden fazla noktada keserse
bu grafigin fonksiyon olamayacag vurgulanmaktadir. Diigsey
dogru testi genellikle islemsel bir bilgi olarak 6grenilip
uygulanmaktadir. Cok az sayida Ogrenci bu kurah
fonksiyonun taniminda vurgulanan tanim kiimesindeki her
elemanmin deger kiimesinde bir ve yalmz bir elemana
eslenmesi disiincesiyle iliskilendirerek kavramsal bir bilgi
gelistirebilmektedir. Yine Ogrenciler tanimda vurgulanan
sartlar1 saglayip saglamadigina bakmaksizin x ve y gibi
notasyonlar iceren biitlin cebirsel ifadeleri fonksiyon olarak
kabul etmektedirler. Fonksiyon kavramina iligkin zihinsel
imajlarin kullanimimi igeren bu tiir bilgilerin iglemsel bilgi
oldugu aciktir. Ogrenciler

X+1

X2 —4

seklindeki bagmtilart tanimin 1s18inda inceleyip gerekli
kosullar1 saglayip saglamadigini tespit edebilme yeterliligine
ulastiklarinda  kavramsal  bilgi  edinmig  olduklarim
sOyleyebiliriz.

y=x veya y=

Fonksiyonlar konusu baglaminda kavramsal bilgi edinmis
olmanin bir diger Onemli gostergesi ise farkli temsiller
arasindaki, Ozellikle de cebirsel ve grafiksel temsiller
arasindaki, anlamsal iligkileri gorebilmek ve bu temsillerden
biri iizerinde yapilan degisikligin digeri iizerindeki
yansimalarini zihinde canlandirabilmektir. Kavramsal bilginin
en temel Ozelliklerinden bir tanesi de adapte edilerek farkli
ortamlarda kullanilabilir olmasidir. Fonksiyonlar konusunda
kavramsal bilgi sahibi olmak bireylere problem ¢oziimlerinde
fonksiyon diislincesini (diger bir ifadeyle fonksiyonel
diisiinceyi) aktif olarak kullanabilme olanag: saglar. Ornegin,
X?=2* denkleminin kag tane reel kékii vardir’ sorusunu
diisiinelim. Cebirsel yontemlerle bu problemin ¢oziimiinii
yapmak miimkiin degildir. Kimi 6grenciler deneme-yanilma
stratejisini kullanilarak problemi ¢ézmeye ¢alisabilir, ancak
bu da etkili bir yontem degildir; ¢iinkii deneme-yanilma
stratejisini kullananlar eldeki esitligin 2 ve 4 degerleri igin
saglandigini, dolayisiyla denklemin iki tane reel kokiiniin
oldugunu iddia edeceklerdir. Halbuki esitligin her iki
yamndaki ifadeler birer fonksiyon olarak algilamp (y=x> ve
y=2") grafikleri c¢izildigi takdirde (bakimz Sekil 6) bu
grafiklerin ii¢ farkli noktada kesistikleri dolayisiyla da eldeki
denklemin ii¢ tane reel kdkiiniin oldugu anlasilacaktir.

Sekil 6. y=x? ve y=2" fonksiyonlarinin grafikleri

Ogrencilerin fonksiyonlar konusunda sahip olduklari bilginin
kalitesini anlamak ve izah etmek igin kullanilabilecek bir diger
teorik yap1 ‘kavram imaji’ digiincesidir (Tall ve Vinner, 1981).
Kavram imaj1 herhangi bir matematiksel kavrama iliskin bireyin
gelistirmis oldugu zihinsel yapilar olarak tanimlanabilir (a.g.e).
Bu zihinsel yapilar resimler, grafikler, semalar, semboller,
cebirsel ifadeler, analojiler, animasyonlar, modeller ve gercek
yasam durumlari olabilir.

Fonksiyon kavraminin izahinda kullanilan temsillerin ¢oklugu,
bu kavramin gercek yasamla ve diger bircok matematiksel
diiginceyle olan  yakin iligkisi  sebebiyle  Ggrenciler
fonksiyonlarla  alakali ¢ok  farkli  kavram  imajlar
olusturabilmektedir. Ornegin, kimi &grencilerin fonksiyon
diislincesine iligkin kavram imaji1 diizgiin artan veya azalan
siirekli bir egri olabilecegi gibi Venn-semasindan olusan ve
elemanlar arasinda 1-1 eslemelerin yapildigi bir yazilimda
olabilir. Baz1 6grenciler fonksiyon deyince girdileri ¢iktilara
doniistiiren bir fonksiyon makinesini hayal ederken kimileri de
anne-cocuk analojisini hatirlayabilmektedir. Cogu 0Ogrencinin
sahip oldugu fonksiyon imaji ise X ve Yy degiskenlerinin
kullanildig1 esitlik formatinda yazilmig y=3x+2 seklindeki
cebirsel ifadelerden olugmaktadir. Fonksiyonlar konusunun
6gretiminde asil amacin kavram imajlar1 olusturmak olmadigi,
kavramin kendisinin anlasilmasinin asil hedef oldugunu
vurgulamak isteriz. Ancak, kavramin 6gretimi esnasinda ornek
sorular ¢o6ziilmekte, temsiller kullanilmakta, benzetmeler ve
iliskilendirmekler yapilmaktadir. Ogrenim siirecinde biitiin bu
sunumlarla etkilesim igerisine giren Ogrenciler kendi kavram
imajlarint olusturmaktadirlar. Yapilan calismalar 6grencilerin
problem ¢oziimleri yaparken fonksiyon kavraminin tanimin
degil, daha ¢ok bu kavrama iligkin gelistirmis olduklari1 imajlari
kullandiklarint géstermektedir (Vinner, 1983). Ancak, kavrama
iliskin gelistirilmis olan imajlar kavramin esasini ve temel
Ozelliklerini  temsil  noktasinda  birtakim  siirhiliklar
icerebilmekte ve bu sebeple de birgok yanilgi ve hatalar
yapabilmektedirler. Ornegin, kavram imajlar1 x ve y degiskenleri
igeren ve ‘=" igareti kullanilarak yazilmig denklem formatindaki
cebirsel ifadelere kisitlanmis olan Ogrenciler fonksiyonun
tannminda  belirtilen  Gzellikleri  saglayip  saglamadigina
bakmaksizin bu tiir ifadelerin tamamini fonksiyon olarak kabul
etmektedirler. Ornegin, x*+y?=1 seklindeki bir ¢ember
denkleminin fonksiyon belirttigini iddia edebilmektedirler.

Fonksiyon kavramimin zihindeki gelisim siirecini agiklayan bir
diger kuramsal ¢ergeve ise siire¢ algist (process conception) ve
obje algis1 (object conception) diigiincelerini igermektedir. Bu
diistinceler kavramin zihindeki dikey gelisimini ve bilginin
kalitesini izah etme noktasinda c¢ok daha detay bilgiler
sunmaktadir. Kisaca aciklamak gerekirse siire¢ algisi bir
fonksiyonun girdileri ¢iktilara donistiiren dinamik bir siire¢
oldugu diisiincesini igerir (Sfard, 1992). Bu algi diizeyindeki
ogrenciler hangi temsil kullanilirsa kullanilsin  verilen
fonksiyonu doniistiirme yapan bir siire¢ olarak algilarlar. Ancak,
bu doniistiirme siirecinin anlagilmasi ve isletilmesi noktasinda
stire¢ algisi kendi igerisinde kalite itibariyle
farklilasabilmektedir. Bir kisim 6grenciler cebirsel olarak verilen
fonksiyonlarin yaptig1 doniistiirme siirecini daha alt diizeyde ve
islemler aracilifiyla yiiriitebilmektedirler. Eylemsel algi (an
action conception of function (Dubinsky ve Harel, 1992)) olarak
tanmimlayabilecegimiz bu diislince diizeyinde Ogrenciler islem
yapma ihtiyact hissederler. Cebirsel olarak verilen bir
fonksiyonda x degiskeni yerine girdileri sirasiyla koyup gerekli
islemleri adim adim yaparak ¢iktilar1 elde edebilirler; ancak
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fonksiyon kavramina ve temel 6zelliklerine iligskin kavramsal
bir bilgiden yoksundurlar. Cebirsel olarak verilen bir
bagmtinin fonksiyon temsil edip etmedigini tespit etmede
zorluk yasarlar. Hatta bu diizeyde islem eksenli bir diisiince
tarzi ¢cok daha baskin oldugu icin cogu Ogrenciler tanim
kiimesindeki her elemani deger kiimesinde bir ve yalniz bir
elemana esleyip eslemedigine bakmaksizin biitiin cebirsel
ifadeleri fonksiyon olarak kabul etme egilimi gosterirler.

Ornegin, y=~x+1 ifadesini bir fonksiyon olarak kabul
ederler; halbuki bu baginti —1’den kiigiik sayilar i¢in goriinti
iretmez ve dolayisiyla fonksiyon olamaz. Cebirsel ifadelerle
yapilan islemler iizerinde yiiriitilen yogun diisiinsel
aktiviteler neticesinde bir fonksiyonun yaptigi doniistiirmeler
icsellestirilir ve anlam kazanir. Eylemsel alg1 diizeyini takip
eden bu asama siire¢ algisinin son kismini olusturur. Bu
diizeyde Ogrenciler cebirsel ifadeler aracilifiyla yiiriittiikleri
islemlerin ne manaya geldigini anlamaya baglarlar ve bu tiir
ifadeleri en genel manada doniistiirme yapan birer mekanizma
olarak algilarlar. Doniistiirmenin nasil yapildigi ve bu siiregte
yiritilen islemlerin mahiyeti onlar ig¢in Onem arz
etmemektedir; diisiince artik iglem bagimliligindan kurtulmus
ve doniigtirme siireci iizerinde zihinsel hakimiyet
kazanilmigtir. Doniigtiirme siireci girdi ve ¢iktilar baglaminda
diisiiniilebilmekte ve fonksiyon olma sartlarini saglayip
saglamadig1 kolaylikla tespit edilebilmektedir. Ornegin, bu
diizeyde 6grenciler yukarida verilen cebirsel ifadenin IR’de
fonksiyon belirtmedigini ancak [-1, o) kiimesi lizerinde bir
fonksiyon olabilecegini  kolaylikla tespit edebilirler.
Doéniistiirme  siirecinin  anlasilmasi i¢in cebirsel ifadeler
tirinden yazilimlara gerek duyulmazlar. Liste bigimindeki
yazilimlarin kullanildig1 ortamlarda gizli bir sekilde var olan
ve birinci bilesenleri ikincilere esleyen fonksiyonun
farkindadirlar veya grafiksel ortamda fonksiyonun yaptigi
doniistiirmeleri noktasal baglamda anlayip takip edebilirler.
Cebirsel olarak tanimlanmamigta olsa iki fonksiyon arasinda
bileske islemi yapabilirler veya verilen bir fonksiyon siirecini
¢oziimleyip ters fonksiyonunu elde edebilirler (Breidenbach
et al, 1992). Ornegin, IR’de tamml f(x)=1 ve g(X)=3
fonksiyonlar1 verilip (fog)(x) istenildiginde bu bileske
islemini kolayca yapabilirler. Bir fonksiyonun cebirsel ve
grafiksel formlar1 arasinda ileri geri gegis yapabilirler ve bu
gecisleri yaparken daha ¢ok 6zel degerler (girdi ve ¢iktilar)
kullanip noktasal yaklasimlar sergilerler. Siire¢ algisinin son
asamasina ulagmis olan Ogrenciler birgok kisitli algi ve
kavram yanilgisinin iistesinden gelirler. Ornegin, fonksiyon
grafiklerinin siireklilik arz etmek zorunda olmadig1 ve sinirh
sayida ayrik noktalardan olusan bir grafigin fonksiyon
belirtebilecegi, tamm ve deger kiimesi elemanlarinin reel
sayilar diginda degisik tiirden nesneleri de igerebilecegi ve bir
fonksiyonun cebirsel veya aritmetiksel bir kuralla
tanimlanmak zorunda olmadig diisiincelerini anlarlar.

Bir fonksiyon siireci {izerinde yiiriitiilen yansitict diislinceler
neticesinde ¢ok daha ileri diizey bir bilgi olan obje algis: elde
edilir. Obje algis1 (an object conception of a function) bir
fonksiyonu tek bir matematiksel nesne olarak anlamay1 ve bu
zihinsel nesneyi farkli siiregler igerisinde tek bir elemanmis
gibi kullanabilmeyi gerektirir (Sfard, 1992; Dubinsky ve
Harel, 1992). Obje algis1 fonksiyon siirecinin ve bu kavrama
iliskin temel Ozelliklerin paketlenmesi veya zarflanmasi
(encapsulation of a function process and its fundamental
properties) sonucu elde edilir (a.g.e). Bu asamada artik
bireylerin fonksiyon kavrami {izerinde mutlak zihinsel

hakimiyetleri s6z konusudur. Hangi gosterimsel aragla
tanimlanirsa tanimlansin bir fonksiyonu tek bir eleman olarak
algilayip tiirev ve integral alma siiregleri gibi degisik siireglerde
rahatlikla kullanabilirler (Breidenbach et al., 1992). Ornegin, [0,
2n] araliginda tamimli f(x)=sinx fonksiyonun grafigi verilip yine
aym aralikta g(X)=2f(x)’in grafigini ¢izmeleri istenildiginde
higbir islem yapma ihtiyact duymazlar. Verilen grafigi y-ekseni
boyunca 2 birim gererek g(x)=2f(x)’in grafigini kolayca bulurlar
ve bu iglemin arkasindaki mantigin — g(x) fonksiyonunun f(x)’in
deger kiimesindeki elemanlarin 2 ile carpilmast sonucu elde
edildigi i¢in f(x)’in grafiginin y-ekseni boyunca 2 birim gerildigi
diistincesinin — farkindadirlar. Benzer bigimde, Sekil 7 deki gibi
tgiincii dereceden bir fonksiyon grafigi verilip f(x)’in birinci
dereceden tiirev fonksiyonunun grafigini ¢izmeleri istenildiginde
bu islemi verilen grafikle noktasal baglamda ilgilenmeden veya
fonksiyonun cebirsel formunu elde etmeden yapabilirler.
Uciincii  dereceden fonksiyonun tiirevinin almmasiyla elde
edilecek fonksiyonunun ikinci dereceden olacagini bilir. Verilen
grafikten fonksiyonun katsayisinin pozitif oldugunu dolayisiyla
tirev alma islemi neticesinde elde edilecek yeni fonksiyonun
katsayis1 3 ve kollar1 yukar1 dogru olan bir parabol grafigi
olacagini zihninde canlandirip direk olarak ¢izebilirler.

Sekil 7. f(x)=x* fonksiyonu ile tiirevinin grafigi
4. Fonksiyon Kavraminin Ogretimine iliskin Oneriler

Onceki kisimlarda fonksiyon kavrammin matematik ders
programlari igerisindeki yeri ve Onemi, epistemolojik gelisimi,
algi tiirleri ve zihindeki olusum siiregleri farkli bakis agilarini
yansitan gorlis ve diislinceler 1s18inda incelenmistir. Sunulan
bilgilerden hareketle fonksiyon kavraminin 6zl itibariyle
oldukga basit bir matematiksel diislince oldugunu sdyleyebiliriz.
Tanim kiimesindeki her eleman1 deger kiimesinde bir ve yalniz
bir elemana esleyen bir bagintidan ibaret olan bu diisiincenin
anlasilmasi1 zor olmasa gerektir. Ancak, kavramin sunumunda
grafikler, cebirsel ifadeler ve liste bi¢ciminde yazilimlar gibi
coklu temsillerin kullaniliyor olmasi ve fonksiyon kavraminin
sabit fonksiyon, par¢ali fonksiyon, mutlak deger fonksiyonu gibi
bircok alt kavrami igeriyor olmasi bu diisiincenin anlagilmasini
zorlastirmaktadir  (Eisenberg, 1991). Oyleyse fonksiyonlar
konusunda igeriksel agidan zengin, kavram yanilgilarindan ve
kisitli algilardan armmis gercekei bilgiler edinmeleri igin
ogrencilere nasil yardimci olabiliriz? Bu noktada belirtmek
isteriz ki fonksiyonlar konusunda etkili bir 6gretim yapabilmek
icin uygulanabilecek tek bir yontemden bahsetmek oldukga
zordur. Bunun sebebi ise bir yandan kavramin iligkili oldugu
diistincelerin ve kullanilan temsillerin ¢coklugu, diger yandan ise
hitap edilen 6grenci kitlelerinin biligsel seviyeleri ve gegmis
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bilgi birikimleridir. Bu nedenle, fonksiyonlarin 6gretiminde
uygulanabilecek 06zel bir yontemden ziyade genel bir
yaklagimdan bahsedilebilir ki bu yaklagim en genel manada
‘kavram eksenli égretim yaklasimi’ olarak ifade edilebilir.
Kavram eksenli 6gretim yaklasimin en temel ozelligi eldeki
kavramin esasini ve temel 6zelliklerini 6nceleyen, gosterimsel
araglar ve temsiller gibi diger biitiinleyici unsurlar1 ise bu
ama¢ dogrultusunda kullanan bir &gretim modeli olmasidir
(Hiebert, v.d., 1997). Bagint1, kural ve formiiller gibi islemsel
bilgiler ile konunun sunumunda kullanilan temsillerin gorsel
ozelliklerine iligkin  bilgilerin  aktarim1  bu  Ogretim
yaklagiminin ana hedefi degildir. Bu tiir bilgiler, 6grencilerin
fonksiyon kavrami {izerinde yiiriitecekleri diislinceler ve
yapacaklart uygulamalar neticesinde elde edecekleri dogal
kazanimlar olarak goriiliir. Bireyler kavramsal bilgiyi ancak
iliskilendirmeler yaparak gelistirebilirler (Heibert ve Lefevre,
1986); dolayisiyla kavram eksenli Ogretim yaklagimi
ogrencilerin bu iliskilendirmeleri yapabilmeleri i¢in uygun
ortam ve firsatlarin olusturulmasini 6ngdriir. Fonksiyonlar
konusu 6zelinde ise bu iliskilendirmelerin ¢ok yonlii olarak
yapilmasi gerekmektedir. Bunlar, en temelde fonksiyon
kavramimin bagmti ve kartezyen c¢arpim gibi diger
diisiincelerle iligkilendirilmesini  ve fonksiyonlarin alt
kavramlar1 (sabit fonksiyon parcali fonksiyon, 1-1 ve Orten
fonksiyon, vs.) arasindaki iligkiler ile bunlarin her birinin
genel manada fonksiyon kavramiyla olan iligkisinin
aciklanmasini icerir. Ornegin, sabit fonksiyon ile 1-1 ve drten
fonksiyon arasindaki benzerlik ve farkliligin degisik
gosterimler lizerinden izahi Ogrencilerdeki fonksiyon
kavramimin dikey (siireg-obje algisinin gelisimi) ve yatay
(cebirsel yazilimlar ve grafikler gibi farkli ortamlarda
kavramin anlasilmasi) gelisimine ciddi katkilar saglayacaktir.
Fonksiyon kavraminin sunumunda kullanilan temsiller
arasindaki kurulacak iligkilerin yani sira bu kavrama iliskin
diisiinceler ile bu diisiincelerin izahinda kullanilan baginti ve
kurallarn iliskilendirilmesi (6rnegin diisey dogru testinin ne
manaya geldiginin agiklanmasi) yine kavramin zihinsel
gelisim siirecini kolaylastiracaktir. Bir diger iliskilendirme ise
fonksiyon kavrami ile giincel yasam durumlar1 arasinda
yapilabilir ki bu baglamda anne-¢ocuk iliskisi (tanim kiimesi
¢ocuklardan ve deger kiimesi annelerden olugan bir bagint1 ve
bu baglamda yapilan eslemeler) tiiriinden analojilerden
yararlanilabilir veya bir seyahatteki yol ve zaman degiskenleri
arasindaki iliskiler gibi ornekler wverilebilir. Bu 06gretim
yaklagimi ¢ergevesinde fonksiyon kavramin zihinsel gelisim
stirecinde yasanan zorluklar ve gelistirilen yanilgilarin goz
onlinde  bulundurulmas: 6zel ©Onem arz etmektedir.
Dolayistyla 6gretmenlerin bu zorluklar ve yanilgilardan
haberdar olmalar1 ve bunlarin giderilmesi igin gelistirip
uygulayacaklar1 tanisal 6gretim yaklasimlari da konunun
Ogrenim ve Ogretimini olduk¢a kolaylagtiracaktir. Hesap
makinesi ve bilgisayar programlart gibi teknolojik aletlerin
kullaniminin 6grencilerin fonksiyon grafiklerini zihinlerinde
canlandirabilme yeteneklerini  gelistirdigi, cebirsel ve
grafiksel temsiller arasinda iliskiler kurmalarin1 ve bunlar
arasinda ileri-geri gegisler yapmalarin1 kolaylastirdigi ve
fonksiyonlarla alakali problem ¢oziimlerinde gorsel (visual)
stratejileri ¢ok daha rahat kullanabilmelerine olanak tanidig:
belirtilmektedir (Smart, 1995; O’Callaghan, 1998). Bu
fonksiyonlar konusunun 6gretiminde teknolojik imkanlardan
yararlanilmasi bir diger alternatif olarak onerilebilir.

10. Malik, M. A., Historical and Pedagogical Aspects of the
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Unutulmamalidir ki, diger birgok matematiksel kavram gibi
fonksiyon kavrami da gerek disiplin igerisinde ve gerekse diger
disiplinlerde ve gilincel yasamda uygulama alant olan bir
diisiincedir. Bir matematiksel kavrama iligkin edinilmis olan
bilgilerin anlam kazanmasi ve olgunlagsmasi ancak s6z konusu
bilgilerin farkli alanlarda uygulanmasiyla ve problem
¢ozlimlerinde kullanilmasiyla miimkiin olabilir. Dolayisiyla,
fonksiyon kavraminin 6gretimi yapilirken 6grenciler sadece
fonksiyon kavraminin ne oldugunu izah etmek i¢in tasarlanmig
disiplin i¢i Ornek sorular {izerinde calistirilmamalidir. Diger

disiplinlerle ve gilincel yasamla alakali ve fonksiyon
diisincesinin ~ kullanimmi  gerektiren problem ¢oziimleri
iizerinde c¢aligmalar1 saglanmalidir. Bu tiir bir ogretim

yaklasiminin bilginin iligkilendirilerek anlam kazanmasinin
yant sira kavramin kullanimi noktasinda diistince esnekligi
kazanmalari ve problem ¢ozme yeteneklerinin gelisimi
konularinda da 6grencilere katki saglayacagi unutulmamalidir.
Son olarak belirtmek isteriz ki, fonksiyon kavrami sadece belli
tiniteler kapsaminda okutulup birakilacak bir diisiince degildir.
Daha ziyade matematik ders programlar1 kapsaminda birgok
konuyla yakin iligkisi olan ve adeta programin birlestirici ve
biitiinlestirici bir 6gesidir. Bu nedenle, fonksiyon kavrami nicel
veya nitel c¢okluklar arasindaki iligkilerin incelenmesinde
kullanilan fonksiyonel bir diisiince tarzi olarak ele alinmali ve
matematik ders programlarinin her agamasinda elverdigi 6l¢iide
kullanilmalidir.

Kaynaklar
1.

Boyer, C., A History of Mathematics. Wiley, New York,
1968.

Breidenbach, D., Dubinsky, Ed., Hawks, J., & Nichols, D.,
Development of the Process Conception of Function.
Educational Studies in Mathematics, 23(3), 247-285, 1992.
DeMarois, P., Tall, D. O., Function: Organising Principle or
Cognitive Root. Proceedings of 23™ Conference of the
International Group for the Psychology of Mathematics
Education, 2, s. 257-264, Haifa, Israel, 1999.

Dubinsky, Ed., Harel, G., The Nature of the Process
Conception of Function. In G. Harel, & Ed. Dubinsky
(Eds.), The Concept of Function: Aspects of Epistemology
and Pedagogy, s. 85-104, Mathematical Association of
America, United States of America, 1992.

Eisenberg, T., Function and Associated Learning
Difficulties. In D. O. Tall (Ed.), Advanced Mathematical
Thinking, s. 140-152, Kluwer Academic Publishers,
Dordrecht, 1991.

6. Gray, E., & Tall, D., Duality, Ambiguity and Flexibility: A

proceptual view of simple arithmetic. Journal of Research in
Mathematics Education, 25(2), 115-141, 1994.

Heibert, J., Lefevre, P., Conceptual and Procedural
Knowledge: The Case of Mathematics. Lawrence Erlbaum
Associates Inc, New Jersey, 1986.

Heibert, J., Carpenter, T. P., Fennema, E., Fuson, K. C,,
Wearne, D., Murray, H., Oliver, A., & Human, P., A Day in
the Life of a Conceptually Based Instruction Classroom. In
L. Paeke, (Ed.), Making Sense: Teaching and Learning
Mathematics with Understanding, s. 101-114, Heinemann,
Greenwood, 1997.

Kleiner, 1., Evolution of the Function Concept: A Brief
Survey. The College Mathematics Journal, 20(4), 282-300,
1989.



11.

12.

13.

14,

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Bayazit ve Aksoy, Erciyes Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi, 29(1):1-9

Definition of Function. International Journal of
Mathematics Education in Science and Technology, 1(4),
489-492, 1980.

Markovits, R., Eylon, B. S., Brukheimer, M., Functions
Today and Yesterday. For the Learning of Mathematics,
6(2), 18-28, 1986.

NCTM, Curriculum and Evaluation Standards for School
Mathematics. Reston, VA: Author, 1989.

O'Callaghan, B. R., Computer-Intensive Algebra and
Students’ Conceptual Knowledge of Functions. Journal
for Research in Mathematics Education, 29(1), 21-40,
1998.

Ponte, J. P., The History of the Concept of Function and
Some Educational Implications. The Mathematics
Educator, 3(2), 3-8, 1992.

Selden, A., Selden, J., Research Perspectives on
Conceptions of Functions: Summary and Overview. In G.
Harel ve Ed. Dubinsky (Eds.), The Concept of Function
Aspects of Epistemology and Pedagogy, s. 1-16,
Mathematical Association of America, United States of
America, 1992.

Sfard, A., Operational Origins of Mathematical Objects
and the Quandary of Reification-The Case of Function. In
G. Harel, & Ed. Dubinsky (Eds.), The Concept of
Function Aspects of Epistemology and Pedagogy, s. 59-
85, Mathematical Association of America, United States
of America, 1992.

Smart, T., Visualising Quadratic Functions: A Study of
Thirteen-year-old Girls Learning Mathematics with
Graphic Calculators. In L. Meira, & D. Carraher (Eds.),
Proceeding of the 19" International Conference for the
Psychology of Mathematics Education, 2, 272-279, Atual
Editora Ltda, Brazil, 1995.

Tall, D.,& Vinner, S., Concept Image and Concept
Definition in Mathematics with Particular Reference to
Limits and Continuity. Educational Studies in
Mathematics, 12, 151-169, 1981.

Thompson, P. W., Students, Functions, and the
Undergraduate  Curriculum. In Ed. Dubinsky, A.
Schoenfeld, & J. Kaput (Eds.), Research in Collegiate
Mathematics Education, I, CBMS Issues in Mathematics
Education, 4, 21-44, 1994.

Vinner, S., Concept Definition, Concept Image and the
Notion of Function. International Journal of Mathematical
Education in Science and Technology, 14(3), 293-305,
1983

9



