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DUZLEM UCGENDE ACILARIN KENARLARDAN BULUNMASI
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OZET

Bu caligmada incelenen problem, herhangi bir diizlem figgenin &, ff ve ¥ i¢ agilarmin siniis, kosiniis ve tanjant
temel trigonometrik fonksiyon degerlerinin, iiggenin @,0ve C kenarlarma bagli olarak hesaplanmasindan,

faydalanilarak i¢ agilarinin hesaplanabilirlik olanaklar1 ve dogruluklar: incelenmistir.
Anahtar Kelimeler: A¢i, Diizlem Uggen, Trigonometrik fonksiyon, Dogruluk.

DETERMINING ANGLES FROM SIDES IN PLANAR TRIANGLE

ABSTRACT

This study investigates the computability possibilities and accuracies of internal angles of a planar triangle utilizing
the computation of basic trigonometric function values - such as sin, cosine and tangent - of internal angles

a, f and ¥ based on a, b and c sides of the triangle.
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1. GIRIS

Ac1, R* Oklid diizleminde belli bir sirada alinmis ii¢ nokta ile tammlanir. Sirali A, O ve B
noktalar1 ZAOB agisini olusturur. Ham ag1, sinir noktalar1 ortak (O) noktasi) iki yart dogrunun
(OA ve OB) olusturdugu bir sirasiz ¢ift veya kiime olarak tanimlanir. Yonlii a¢1, sinir noktalari
(O) olan ve ortak iki yar1 dogrudan (OA ve OB) meydana gelen sirali bir ¢ift veya kiimedir.
Yonlii ag1 diizlem trigonometrinin temel bir biiytlikligiidiir. Siniis, Kosiniis ve Tanjant gibi temel
trigonometrik fonksiyon degerleri yonlii agiya baglh degisirler. Dogrular arasindaki a¢i1 herhangi
bir (OA, OB) sirali dogru ¢ifti olup, bu acinin dl¢lisi LAOB ile gosterilir. Bir acinin 6l¢iisii
diizlemdeki egrilerin uzunlugunun oSl¢iilmesi ile tanimlanir. Birim ¢ember yay uzunlugu agi
Olciisii icin kullanilir. A¢1 Olglisii i¢in yarim birim ¢ember yay uzunlugunun 7 radyan ve bu
uzunlugun da 7(4 oldugu [1] tarafindan gdsterilmistir. Ham ve yonlii ag1 kavramlar1 yayginlik
kazanmig ve genel olarak dogru anlasilmasina karsin, bu iki acidan da 6nemli olan dogrular
arasindaki a¢1 az taninmis ve sik sik yanlis anlagilmistir [2]. Diizlem iiggenin koselerindeki agilar

dogrular arasindaki agilardan olusur.

Bu ¢alismada incelenen problem sudur: Sekil 1’deki A ABC diizlem ti¢genin a,bvec kenarlar
Aa,Ab ve Ac kadar hesap hatalar ile yiiklii olarak, o, vey agilart en az hesap hatasindan
etkilenmis ~ olarak  hangi  trigonometrik  fonksiyonla  (sina,cosa,tana veya
sin(a/2),cos(t/2),tan(er/2), ...) bulunmasi gerektiginin belirlenmesidir. Uggenin kenarlar ile

kenarlarimin karsilarindaki tam ya da yarim agilarinin trigonometrik fonksiyon degerlerinin

hesabina iligkin bagintilar, [4] ve [5-23] kaynaklarinda mevcuttur.

Sekil 1°deki diizlem tiggenin a,bvec kenarlar1 ile kenarlarin karsisindaki «, f vey agilarinin

siniis, kosiniis ve tanjant temel trigonometrik fonksiyon degerlerinin hesabina iliskin bagmtilar,

sadece a kenar karsisindaki ¢ igin verilmistir. Uggenin B ve y agilarinin temel trigonometrik

fonksiyon degerlerinin hesabina iliskin benzer bagintilar, kenar ve agilarin periyodik degisimiyle

elde edilebileceginden verilmemistir. Benzer sekilde sadece, «/2,a/4 ve «/8 agilarinin

trigonometrik fonksiyon degerlerinin hesabina iliskin esitlikler verilmistir.
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2. HERHANGI BiR DUZLEM UCGEN iC ACILARININ TEMEL TRIGONOMETRIK
FONKSIYON DEGERLERININ HESABI

A
c o b
f5) Y
B C
a

Sekil 1. Herhangi bir diizlem iiggen kenarlar1 ve i¢ agilari.

Sekil 1°deki diizlem tiggen i¢in;

CAl=b,

Kenar uzunluklar : |BC| =a, AB| =C
I¢ acilar1 : ZCAB =a,ZABC = f3,/BCA=y
Cevre uzunlugu: 2u=a+b+c

Yari ¢evre uzunlugu : u=(a+b+c)/2
olarak ifade edilir.

2.1. Baz1 Bagintilar

2u=a+b+c;2(u—a)=-a+b+c;2(u-b)=a-b+c;
2(u—-c)=a+b-c

(1)
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4uu—-a)=-a*+(b+c)*;4u-b)u-c)=a’-(b-c)’ (2)
l6u(u—-a)u—-b)u-c)=(a>+b*>+c*)*-2@*+b* +c*) 3)
bc—u(u—a) = (u—-b)u-c) 4)

2.2. Tam Ac¢1 (o) Temel Trigonometrik Fonksiyon Degerlerinin Hesab1

Tam aginin temel trigonometrik fonksiyon degerlerini kenarlardan hesaplamak i¢in, 6nce Sekil
1’deki A ABC diizlem iicgeninin a kenarina kosiniis kenar teoremi uygulanarak, asagidaki

esitlikler bulunur:

—a’+b*+c> -a’*+(+c)’-2bc

cosa = =

2bc 2bc (5)

_(a+b+c)(-a+b+c)—2bc
2bc
Pisagor teoreminin diizlem trigonometrideki karsiligi ise,
sin’ o =1-cos’ a (6)
olarak yazilabilir.
(5) esitligi (6) esitliginde yerine yazilir ve (3) esitligi de dikkate alinirsa,
, \/(a2+b2+c2)2—2(a4+b4+c4)

sina = (7

2bc

(7) esitligi elde edilir.

(5) ve (7) esitlikleri de oranlanarak,
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. 2 2 2y2 4 4 4
tan(%:smo::\/(a +b°+c”) " —-2(@" +b" +c") ®

cosa —a*+b?+c¢?

(8) esitligi elde edilir.

2.3. Yarim Aci (¢/2) Temel Trigonometrik Fonksiyon Degerlerinin Hesabi

2 2 2 2
a-b-o ;200521:1+cosa:—(b+c) 2

9
2bc 2 2bhc ©)

L a
2s1n23:1—cosa =

Bu trigonometrik esitliklerindeki cosa fonksiyonu yerine (5) ifadesindeki esiti yazilir ve (1)

esitlikleri dikkate alinirsa, asagidaki esitlikler elde edilir:

sin%:wf—(u_bg((:u_c) , cos%:wfu(ub;a) (10)

Bu esitlikler oranlanir ve (1) esitlikleri dikkate alinirsa, su esitlik yazilabilir:

a
tan — =

.
sz:\/(u—b)(u—c):\/(a—b+c)(a+b—c) an

cos % u(u-aj (a+b+c)(-a+b+c)

Bir aginin iige boliinmesi(e/3), ikiye boliinmesi(e/2) kadar kolay degildir. Ciinkii aginin {ige

boliinmesi, ligiincii dereceden bir denklemin ¢éziimiiyle ilgilidir.

2.4. Dortte Bir A¢1 («/4) Temel Trigonometrik Fonksiyon Degerlerinin Hesab1

Yarim ag1 hesabina iligkin ¢ikartilan (9), (10) ve (11) analitik ifadelere benzer olarak, dortte bir

ac1 temel trigonometrik fonksiyon degerlerinin hesabina iliskin esitlikler igin,



V. Akarsu / Erciyes Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi 25 (1-2) 390 - 399 (2009) 395

2sin? & =1-cosZ; 2c0s? & =1+ cos & (12)
4 2 4 2

_\/\/Rh/u(u—a) (13)
- 24/bc

4
tang_smz_ Ju-bu-cy  @-b+c)a+b-c) a4
4 a Joc+Juu—-a) 2vbc+.J(@a+b+c)-a+b+c)
4

COos

(12), (13) ve (14) analitik ifadeleri elde edilir.

2.5. Sekizde Bir A¢i («/8) Temel Trigonometrik Fonksiyon Degerlerinin Hesab1
(1), (2), (3) ve (4) esitlikleri dikkate alinarak, sekizde bir a¢1 hesabina iliskin su esitlikler elde

edilir:

ZSin2g=1—COS%; 2cos2%=1+cos% (15)
sin &

an® -8 Ju-=Db)u-c)

8 COS% ) 1/u(u—a)+\/R+\/2bc+2«/bcu(u—a) 16)

J@-b+c)a+b-c)
\/(a+b+c)(—a+b+c)+2\/E+2\/2bc+\/bc(a+b+c)(—a+b+c)
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3. TRIGONOMETRIK FONKSiYON DEGERiI HATASININ ACI HESABI
UZERINDEKI ETKISININ BULUNMASI
Trigonometrik fonksiyonlarin degerleri yonlii acinin degisimine baglidir. Yonlii a¢1 tanim
kiimesi [O,27z] araligindadir. Yonli aginin tanim araligina bagli olarak siniis ve kosiniis
trigonometrik fonksiyonlarin deger kiimesi [— 1,1] araliginda, tanjant ve kotanjant trigonometrik
fonksiyonlarin deger kiimesi ise (— oo,oo) araligindadir. Eger herhangi bir « agisinin
trigonometrik fonksiyon degerleri (Yy;), aymt Ay kadar hatali olmasi (kii¢iik degisimi)
durumunda bu hatanin farkli trigonometrik fonksiyonlardan aynt « agisinin hesabinda farkli
Ac; etkileri ortaya c¢ikacaktir. Bu etkiyi modellemek icin, kiicliik acilarin trigonometrik
fonksiyon degerlerinin hesabina iliskin
yaklagimdan, sin(Aa) = tan(A) =Aq = Aa"/p" , p =206264" 8063 ve cos(Aa) =1
oOzellikleri dikkate alinacaktir. Diger trigonometrik fonksiyonlar ile ac¢i1 hesaplamaya Ay
hatasinin etkisi benzer yol izlenerek dogrudan yazilacaktir. Bu etkiyi ortaya ¢ikartan asagidaki
(18) den (21)’e kadar olan esitlikler, [3] kaynaginda diferansiyel alma yoOntemiyle de
gosterilmigtir. Burada Ay, y trigonometrik fonksiyon degerindeki kiiciik bir artimi, Ao ise
buna karsihk gelen acgidaki kiiciik bir artimi gostermektedir. Once siniis fonksiyonunu

inceleyelim:

y, =sina (17)
Ay +Y, =sin(a + Aa,) =sinacos(Aa, ) + cosa sin(Aa,)

=sina +cosa (Aa,)

Ay
cosa

Aa = (18)

(18) ifadesi elde edilir.

Benzer sekilde diger trigonometrik fonksiyonlar i¢in,
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y, =cosa , Aa, =— 'Ay
sina
y, =tana , Aa, =cos’ a(Ay) p’ (19)

y, =cota , Aa, =—sin’ a(Ay)p’
(19) esitlikleri yazilabilir.(18) ve (19) esitliklerinden,

|cos a| <1 ve cos’ a <1 esitsizliklerinden (l/cos2 a)>1 olur.

|sin a| <1 ve sin’ a <1 esitsizliklerinden (1/ sin” ) >1 olur. (20)
Bu esitsizlikler ile (18) ve (19) esitlikleri dikkate alinarak, su esitsizlikler yazilabilir:

Acs| <|Aey

Aa;‘ < ‘Aa;‘ ve ‘Aa;‘ < ‘Aal"

, |aa)| < |ae) @

Diizlem trigonometride tiggen ¢éziimlerinde cesitli ¢6zlim yollar1 ile bulunan sonuglar arasindaki
farklar kullanilan formiillerin teorik yonden hatali ya da yaklasik oluslarindan degil, hesap
hatalarindan dogmaktadir [3]. Hesap hatalari; baglangic verilerinin (giris) hatalari, yuvarlatma
hatalar1 ve hesap kesme hatalaridir. Bu hatalar, hesapla bulunan sonug¢ degerlerin kesinligini,
dogrulugunu ve giivenirligini etkilerler. Bu hatalarin hesaplama siirecindeki karakteristik 6zelligi
sistematik bir yapida olmalaridir. Sayisal hesaplamalarda anlamli basamak (rakam) sayis1 hesap
hatalar1 bakimindan 6nemlidir. Verilen ve hesapla bulunan sonug¢ degerlerin basamak sayisi bu
degerlerin dogrulugu, giivenirligi ve gecerliligi hakkinda bir fikir verir. Duyarlik (precision) bir
sayida bulunan basamak sayisi ile ilgili olmasina karsin, dogruluk (accuracy), yontem ve hesap
hatalarindan armmushiktir. (18) ve (19) esitlikleri ile (21) esitsizlikleri geregi, trigonometrik

fonksiyon degerleri (y,) ’de yapilan ayni bir Ay yuvarlatma hatasi, siniis ve kosiniis

fonksiyonlar1 kullanilarak bulunan agi, tanjant ve kotanjant fonksiyonlar1 kullanilarak bulunan

acidan daha ¢ok etkilenmektedir. Bu nedenle « acis1 tanjant ve kotanjant fonksiyonlarindan
birisiyle hesaplanmalidir. Daha agik olarak eger « agisi, 0 <a < 7/4 araliginda ise cota

fonksiyonu ile 7/4 <« < z/2 araliginda ise tan fonksiyonu ile bulunmalidir [3].



398 Duizlem Uggende Agilarin Kenarlardan Bulunmasi

4. ACILARIN KENARLARDAN BULUNMASININ DOGRULUGU

Eger bir trigonometrik fonksiyon degerinde kiiciik bir degisim olursa, hesaplanan ag¢1 degeri de
hatali olarak elde edilebilir. Siniis fonksiyonu a¢1 90° ye yaklastiginda, fonksiyon degerindeki
kiiciik degismeler ¢ok biiyilik a¢1 degismelerine, kosiniis fonksiyonu ise a¢1 0° ye yaklastikca,
kiigiik fonksiyon degisimleri cok biiyiik a¢1 degisimlerine neden olurlar [3]. & — 0° i¢in biitiin
kosiniis formiillerinde, a — 90° i¢in sina 'da, @ — 180" igin cosa ’da ve sin(a/2)'de hatal

sonuglar elde edilir. Bunun diginda ayni basamakli iki say1 arasinda olusturulan farklar,
hesaplama dogrulugunu etkileyebilir. Bu duruma biitlin tam ag1 trigonometrik fonksiyon

degerlerinin hesabinda ve sin(«/4)’deki kesirli say1 durumunda kargilagilir. Tanjant

formiilleriyle hesaplanan ag1 s6z konusu edilen nedenlerden bagimsizdir. Oysaki,  =180° smur
degeri igin tan(«/4) hesabinda kagmilmalidir. Siirekli agmin ikiye bolimiinden gidilerek

trigonometrik fonksiyon degerinin hesaplandigi kesirli formiillerin kesir sayilari, liggen i¢

acilarinin hesaplama dogrulugunu daha da artirabilir.

5. SONUC

Bir diizlem ii¢cgenin i¢ acilari, {iggenin ii¢ kenarina bagl olarak (5) den (16)’a kadar olan
bagintilardan hesaplanabilir. Trigonometrik fonksiyon degeri biliniyorken, acinin hesaplanmasi
durumunda, yuvarlatma hatasi1 bakimindan tanjant veya kotanjant fonksiyonu, siniis veya kosiniis

fonksiyonundan (21) esitsizlikleri geregi daha dogru sonug verir [3].

Diizlem {iggenin Olglilen a,b ve ckenarlarina bagl olarak « agis1 (8) esitligindeki tanjant
fonksiyonuyla, (a/2) agis1 (11) esitligindeki tanjant fonksiyonuyla, («/4) agis1 (14)
esitligindeki tanjant fonksiyonuyla ve («/8) agisi ise (16) esitligindeki tanjant fonksiyonuyla

hesaplanmalidir. Kisaca ac1 hesabi yapilirken her durumda tanjant fonksiyonu kullanilmalidir.
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