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OZET

Bu c¢alismada, [1]°de bulunan bazi sonuglar farkli bir sekilde elde edilmistir. Ayrica, bu sonuglar kullanilarak
ardigik asallar arasindaki farklar incelenmis ve A <1 bulunmustur.

liminf(pH—Z B pr+l) — A

o ln(p r+l)
Anahtar Kelimeler: Euler sabiti, Ardisik asallarin farki.

THE RELATION BETWEEN GENARALIZED EULER CONSTANTS AND
CONSECUTIVE PRIMES

ABSTRACT

In this study, we discussed some results of [1] in an alternative way. Additionally, by using these results the
differences between consecutive primes is studied and A <1 is found.

liminf(pr+2 B er)
r—>0 ln(pr-H)
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1. GIRIS

lim { i‘% — ln(n)} =y olmak lizere, y = 0,5772156... Euler-Mascheroni sabiti olarak

n—o | k=1
bilinir. Bu sabit, asal sayilar kullanilarak genellestirilmistir [1].
{pp Doseeeeees pr}:ilk r asal say1,

r

[Ip,=0 ve o =110~
' il D,

) olsun.

I, (mo)=1, .
p(n)= olmak tizere,
0, (no)=1,

v =1im(Z 2 6, In(x)

(1)
x—o n<x N

(1) kullanilarak ,

 In(p,
A=+ ZM) olmak tizere,
=l p,—1
V.,=orAr (2)
In(p,)
I ©
p. P,

sonuclart bulunmustur.

V,a <7, ve y, >y, esitsizliklerinin sonsuz sayida r degeri i¢in



I Adalar / Erciyes Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi 25 (1-2) 479 - 489 (2009) 481

saglandig1 gosterilmistir [1]. 4)

Teorem 1:

I, (m0)=1, £ p(n) .
= = toplami icin | =7 dir.
P {0, (n.8) £ 1, 25 =7y toplamiicin limy =e
Teorem 2:

p,., Ve p,.., ardigik asallar olmak iizere, A= 1iminf(M) <1 dir.

r—0 n er

Teorem 1, bu calismanin 2. kesiminde ispatlanmistir. 3. kesimde (3) sonucu farkli bir sekilde

bulunmustur.
Bu calismanin 4.kesiminde (2), (3) ve (4) sonuglar1 kullanilarak Teorem 2 ispatlanmistir.

liminf(Zr2—Priy — A olsun,

r—o0 n ])r+1

A<1 i¢in ilk sartsiz ispat [2]’de gosterilmistir. Bu sonug, [3]’de A<0,4665... degerine, [5]’de
A<0,2484... degerine gelistirilmistir.

Son olarak, [3]’de A=0 gosterilmistir.Bu ¢alismada A<I i¢in yeni bir ispat verilmistir.

2. iILK R TANE ASAL iLE ARALARINDA ASAL OLAN SAYILARIN TERSLERININ
TOPLAMI

{pl,pz, ...... ,pr}:ilk r asal say1, ﬁpi = ¢ olmak lizere,
i=1
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=y ve zeZ,z>1 olsun.

_ 1, (I’l, 5) = 1, 5.z p(n)
p(n) {0, (n,0) #1, Es n

y toplamint Vz>1 i¢in bulalim.
9(0) = 5.ﬁ (1- L) @ : Eulerfonksiyonu olmak tlizere,
i=1 pi

<o (¢;,0)=1 1=1,2,.....,4(0) @(6)=k olsun
ci 1le o aralarinda asal oldugu i¢in §-¢; ile 0 aralarinda asaldir.

C1+Ck:5 C2+Ck71:5 C3+Ckfz:5 ..... C§+C§+1:§

L—i—L: dk¥ olsun.

ck Cf+1 2
2 2
(¢;+0,0)=1 0zelligini kullanarak y toplamin1 bulalim.

1 1 3.5 3.5 3 3.4

+ = = = =
a+t6 +d crat(ata)d+8 e +2.5° Cl-Ck 55 1+2.04d,
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Lo, 1 58 54
Cl+2'5 ck+2§ CI'Ck+6'52 1+6.5.d1

L1 18 74,
cl+3.5 ck+3.5 cl.ck+12.52 1+12.5.d1

1 .\ 1 _ @-D+Da,
at(E-1D35 c+(z=-1D0 1+((z=1)V+(z-1)).58.4,

=l (2n+1).d,
Z=: +(n +n).0.d,

Ayni sekilde diger  (¢,,¢;) ----(ci/0-ck,y)  ikilileri igin toplam bulunursa;
2

#(0) =k oldugu i¢in,

#(o

-

z—-1
> X (2'? *hd. __ bulunur.
i1 a1 l+ (" +n).d.d,
’ 11
0.d;= oldugundan 0<—— < — esitsizligi kullanilirsa
Ci-Ck-i+l .d,
z—1 z—1
20090) 3 (Z 1 ) < ¢(5) (Z ! +> ——) sonucu gikar.
o =121 +1 n=1N =11+

Esitsizligin solundaki toplam igin:

z-1 2.z z
! = Zl 1 Zl esitligi kullanilirsa ve y = 0,5772156... Euler-Mascheroni
n=12.n+1 n=2MN 2u=1n
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sabiti olmak tlizere,

4”2(—?(2.111(2) +4.In(2) + 2.y —4+o() < y < ‘152(? (In(z =1) +1In(z) + 2.7 =1+ o(1)))

e e . r 1
esitsizligi bulunur.Boylece , y toplami i¢in, s, = [](1——) olmak iizere (z — )
i=1 pi

y=0,.In(z)+0(1)  sonucu bulunur.

Teorem 1:

r r+l
{pl,pz, ...... ,pr,pm} tilk r+1 asal say1, [[p,=J ve [Ip,=/ olsun.
i=l i=1

L (mo)=1, s p(n)
—= toplami icin [ =7 dir.
{O> (n,0) #1, nés n Y P ¢ }I_I)lo}y ¢

Ispat:
1 1
lim I1
r—x In p,i=ll— %
b;

=¢ =1,781072... sonucu Mertens teoremi olarak bilinir.

1
Bu teorem ve (5) sonucu kullanilirsa , 1imy = 1ij e 7 sonucu bulunur.

r—>0 r—>0 ln(pr) )

©)

Bertrand’1n teoreminden, p,. , < 2.p, esitsizligi her r degeri igin saglanir. Bu ise ispat1 tamamlar.

3.GENELLESTIRILMIS EULER SABITI

I, (no)=1,

r 1 r
=[0-—) , &8=Ilp, » p)= Isun.
o =110--) [Ip, . pn) {o, ey et O

7, =1lim(X p() _ o,-In(x)) esitligine (5) sonucu uygulanirsa ,(z — )

x—>o n<x N
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o, In(z) + o1y = 5 2

n=8 N

oldugu icin

(Zp( n) “p(n)

zﬁoonll’l n&l’l

— 5,.In(8) - 5,.In(z))

= hm(ZM— o.-In(p,.p,...p,) +o(1))

z—>o p=l

V.= iM -o,.In(p,.p,....p,) sonucu bulunur. (6)
n=l N

Bu sonug y, | i¢in bulunursa,

ﬁ(l 1 ) r=l ( ) 19 (naa) = 17 1 k .
= -——) , a= . n)= olmak tizere,
o i=1 )2 i=l Pi a 0, (ma)#l,
z ‘J(”) —ovaIn(p,.p,...p.) ifadesi elde edilir. (7)

y,’yl, ., 1kullanarak bulursak (6) sonucunu elde ederiz.

v =lim(S 2" _ o Inx) ifadesinde (z > ®) oo In(z)+o(1) = 4 csitligini

x—o n<x N n=a N

kullanalim.

ip(n)Jr ip(n)_ iq(n) _ i“”’)—iiﬂ)

n=1 N n=a N n=a N n=1 N D, n=1 N

oldugu i¢in,

_ea)_ 1 g
n=l N p n=l N

O r-1

——oc..In(p,.p,...p, )+ In(p,.p,...p,)

I
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,~1 . aq(n) p -1 In(p,)
V.= (p )Y q(m) _ (p Do n(p,.p,...p, )+ o, P sonucu ¢ikar.
pr n=l N pr pr
z q(n S
Vo= zlq; ) _ ora-n(p,.p,....p, ) oldugu icin,
1
V.=V~ Ve | Ol n(p,) sonucu bulunur. (8)

pr pr
4.ARDISIK ASALLAR ARASINDAKI FARK

[1] calismasinda, y, <y, ve y, . >y, esitsizliklerinin sonsuz sayida r degeri i¢in saglandigi

gosterilmistir.

V.u>v.ve y,.,<y,., esitsizliklerinin ayn: anda saglandig r degerleri sonsuz sayidadir. Aksi

halde; y, sonlu sayida r degeri i¢in azalan veya artan olur.

V.a>v.ve y.,<y., esitsizliklerinin ayn1 anda saglandig1 durumlari inceleyelim.

-1 .
O = ——.c, olmak lizere,

(8) sonucundan y =y, + L(o-,+1.lr1( D,.,)— 7., ifadesi elde edilir.

r+2

7r+2 < 7r+l Nt O r+l ln(prJrZ) < 7r+1

7r+2 < yr+1 Olsun

O+l ln(pr+2) < }/r+l
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1 ~ . .
Vm=v,+— (o, In(p,,)—y,) olduguicin,

r+l

1
O-r+1 ln(pr+2) < }/r +— (O-I 'ln(prJrl) - ]/l)

r+l

+_1 1
P )-7,+—.o.In(p,,)

r+l pr+l

O r+l ll’l(sz) < (

(1) sonucu kullanilirsa,

=(y+ zr: n(p, )) olmak tizere, y,,,<y,,, oldugu durumlarda,
=l p;—
1
A+ M >In(p,,,)  esitsizligi saglanr.
pr+l -

(9) esitsizliginin ayn1 zamanda y, , > y, esitsizligini sagladig1 durumlari inceleyelim.

1 ..
v.,=c-A ve (y.,=y.+—(o..In(p,.)—y,))oldugu i¢in,

r+l

}/l”+1 > yr < A’ < 11’l(l)r+1)
v,..>7, iken 4,<In(p,..)

A-=In(p,,)—c olsun. (c>0)

1
4+ 0P jnp Y esitsizliginden

pr+1_

487

©)



488 Genellestirilmis Euler Sabiti ile Ardisik Asallar Arasindaki liski

pr+l ° ln(p r+1)

" sonucu bulunur. (10)

—c>1In(p,,,) -

r+l
Busonug y,,,>y,. ve y,.,<y,, esitsizliklerinin ayn: anda saglandig1 durumdur.

(4) sonucundan,

esitsizligini saglayan sonsuz sayida r degeri vardir. (11)

1
—c>In(p,,) - P n(p,.)

r+l

Teorem 2: p ., ve p . ardisik asallar olmak lizere,
A = liminf(Zr2—Pray <1 g,
r—o0 n pr+1

ispat:

(11) sonucunu ele alalm. 4, =1In(p,,)—c olmak lizere (c>0)

pr+1'ln(pr+1)
pr+l -

> In(p,,) +c esitsizligini saglayan sonsuz sayida r degeri vardir.

p,., =x diyelim.

X

x;>pr+2'ec

1
X.Xx-1> P, e

1
e . P, P,y <X(xx1—1) esitsizligini saglayan sonsuz sayida r degeri vardir. (12)

(c>0) oldugu i¢in,
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1
D= Doy < X(xx1—1) esitsizligini saglayan sonsuz sayida r degeri vardir.

1 1 1

xﬁ_l . x;_l . )Cx—l_l ..
= lim 1 s hml—=1 ve P, =X i¢in
X—>00 - x%mi.lnx
x—1 x—1 &)

lim

X—>0

1

X
l . . . .

Driy— Py < X(xx1—1) esitsizligi kullanilirsa,

A =1lim inf(M) <1 sonucu bulunur.
r—0 ln(prﬂ)

A,=In(p,.,)—coldugu i¢in (c>0),

489

A degeri , (12) esitsizligi ve 4,—In(p,)=Q= (L Inlnln(p,))[1] sonucu kullanilarak

p,

gelistirilebilir.
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