Erciyes Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi 25 (1-2) 331 - 345 (2009)
http://fbe.erciyes.edu.tr/
ISSN 1012-2354

PARABOLIK KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCiN IKi ZAMAN ADIMLI
YAKLASIMLAR UZERINE BiR CALISMA

Gamze YUKSEL', Mustafa GULSU"*
IMugla Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Béliimii, MUGLA

OZET

Bu ¢alismada standart olmayan baglangi¢ kosuluna sahip bir boyutlu parabolik kismi diferansiyel denklemlerin niimerik
¢ozlimleri igin sonlu fark yaklasimlart incelenmistir. Bu amagla Taylor polinom yaklagimlari temelinde birgok sonlu fark
yaklagimlart gelistirilmistir. Bu sonlu fark yaklagim teknikleri kullanilarak elde edilen niimerik sonuglar daha 6nceki
arastirmacilarin sonuglari ile karsilastirilmistir. Problemin ¢6ziim algoritmasinda son yillarda sik¢a kullanilan Maple9
programi kullanilmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Sonlu farklar, Taylor yaklagimlari, Standart olmayan baslangi¢ kosullari.

A STUDY ON A TWO TIME STEP METHOD FOR PARABOLIC PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATION

ABSTRACT

In this study, finite difference approximations to the solution of one dimensional parabolic partial differential equations
with non-standard initial condition are studied. Several finite difference schemes based on Taylor polynomial
aproximations are presented for solving a parabolic partial differential equation. The numerical results obtained by
present method and compared with the earlier authors. Illustrative examples are included, performed on the computer
using a program written in maple9.
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1.GIRiS

Son yillarda, parabolik kismi diferansiyel denklemler konusundaki arastirmalar &zellikle standart
olmayan baslangi¢ kosullu problemler {lizerinde yogunlagmistir. Bu tip problemler miihendislik ve
temel bilimlerin birgok dalinda karsimiza ¢ikmaktadir. Ornegin bu tiir problemler atomik reaktdr
calismalarinda ve bazi ters problemlerde 1s1 iletiminde bilinmeyen parametrelerin bulunmasi gibi
fizik problemlerinin modellenmesinde kullanilmaktadir [1-4]. Bu ¢alismada literatiirden yola
cikilarak non-standart baslangi¢ kosulu ile verilen zaman adimli parabolik kismi diferansiyel
denklemlerin niimerik ¢oziimleri i¢in parametreye bagli sonlu fark yontemleri gelistirilecek ve

uygulamalar goriilecektir.

Bu amacla;
ou 0u
—=——+p(x,t), 0<x<1,0<t<T 1
ot ox’ P 1) .

denkleminin sinir kosullar;
u(0,0) = g, (1), 0<t<T @)
u(lt) = g,(t), 0<i<T 3)

ve standart olmayan baslangi¢ kosullart;

u(x,0)=> B, xu(x,T)+y(x) » 0<x<l, 0<T<T,<..<T =T 4)
j=1

seklinde verilmistir. Burada f,g,,g,,¢,%,T, ve f, bilinen fonksiyonlar, u ise bilinmeyen

fonksiyondur. i =1,2,...N olmak iizere . ler 0 < x <1 iken
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38, ol ™ <1
j=1

kosulunu gerceklerler. Burada ||

Ozel halde (5) esitsizliginde N =3, g, =1,8,=-1,8,=1ve T, =03, T, =0.6, T, =1 igin;

le™ % 11e™% 41" =0.051773268 + 0.002680471 + 0.000051723
—0.04914452 < 1

oldugu goriiliir.

Benzer sekilde (%) esitsizligi N=4, g =1p6,=-1p06,=1p,=-1

T7,=0251T,=05,T, =0.75, T, =1 igin;

2 2 2 2
-7°0.25 -770.5 -7-0.75 -°1
le +1.e

+1le +1le
0.084804972 + 0.007191883 + 0.000609907 + 0.000051723 =0.078171273 <1

, L(0,1) iizerindeki maksimum normu gostermektedir [1].

333

()

Ve

dir. Bu degerler kullanilarak standart olmayan baslangic kosullar1 ile verilen yaklagimlar igin

coziimler gelistirilen sonlu fark yontemleri ile hesaplanmistir(Tablo1-2).

2. SONLU FARK FORMULLERI

[0,1]1x[0,T] ile gosterilen bolge M x N tane grid noktasindan olusan bir bolge olmak iizere sirasiyla

x dogrultusundaki adimlar 4 =1/M ve ¢ dogrultusunda adimlar k =7/N olarak alimstir. M,N

tamsay1 ve grid noktalar1 # = u(x,#) olmak lizere u (x,.,t j) seklinde gosterilmistir.Ayrica

X, =ih, i=0L2,...M

t = jk, i=012,..N
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olmak tizere u(ih, jk) =u, , grid noktalari i¢in molekiiler gosterim asagidaki sekilde verilmistir.

r A
. ul',j+l
Uy ; u(ih, jk) Ui
Jk @ o
i
.ul’,jfl
kI
o > x
«—> ih

Sekil 1. Grid noktalarin gdsterilmesi.

Bir U =U(x,t) fonksiyonu ve bu fonksiyonun tiirevleri sonlu ve siirekli iken Taylor teoremi
uyarinca

ou 1 ,0°U 1, ,0U

Ux+ht)=U(x,t)+h—+—h +—h +... 6
(x ) (x.1) ox 2 o’ 6 ox’ ©
Ve
ou 1 ,0°U 1,,0°U
U(x—ht)=U(x,t)—h—+—h* T +... 7
(x ) (1) ox 2 ' 6  ox’ 2

ifadeleri elde edilir. Burada (6) ve (7) taraf tarafa toplanilirsa;

% :hiz(U(x+h,t)—2U(x,t)+U(x—haf))+0(h2)
X
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hata derecesi O(h%) olan 2.dereceden bir yaklasim elde edilir. Burada yaklagimin hatasi ihmal
edilirse;

52U_(f=f)=Lz(u(xm,z)—2U(x,t)+U(x—hJ))
ox h

Veya

o’U 1
[axz ] = =20+ 0) ®
LJ

elde edilir.(8) esitligi ile verilen yaklagima 2.dereceden merkezi fark yaklagimi denir.

Benzer sekilde (6) ve (7) taraf tarafa ¢ikarilirsa;

oU 1
(%), 3t mva) v

hata derecesi O(h?) olan merkezi fark yaklasimi elde edilir. Bu yaklasima da merkezi fark yaklasimi

denir.
A
u(x)
B
) P u(x+h)
u(x)
(x—h)
0 x—h x x+h > x

Sekil 2. Sonlu farklarin geometrik gosterimi.

Taylor serisi yardimi ile benzer sekilde kismi tiirevler i¢in sirast ile,
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oU 1

(ij’ :Z(UHl,j - Ui,j ) (10)
U Ly

(8_)6ji,j - I (Ui,j Ui—l,j) (1 1)

yaklagimlari elde edilir[5].

3. KISITLANMIS TAYLOR YAKLASIMLARI

u =u(x), fonksiyonunun bir a noktasi civarinda (n+1). mertebeye kadar kismi tlirevlerinin mevcut
oldugu varsayilmistir. Bu tiirevler yardimiyla olusturulan

RT, u(x)(x,a) = u(a)+w(x—a)+L(a)(x—a)2 +...+M(x—a)” (12)
’ 1! 2! n!

fonksiyonuna u(x) fonksiyonunun a noktasindaki kisitlanmig Taylor yaklasimi adi verilir [6-7].
RT, o (x,) =u(x,) esitliginden belirlenen ¢  degerinde yaklagik ¢ozim tam ¢oziime esit

olacagindan, yaklasimin hatasi da sifira esitlenmistir.

4. BIR BOYUTLU STANDART OLMAYAN BASLANGIC KOSULLARI iLE VERILEN
PARABOLIK DENKLEMLER ICIN TAYLOR SERILERi ILE TURETILEN
YAKLASIMLAR

(1) denklemi standart olmayan baslangi¢ kosullariyla verilen problemler i¢in sonlu farklarla

tiiretilen yaklasimlar yardimiyla ¢6ziilebilir.



G. Yiiksel, M. Giilsu / Erciyes Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi 25 (1-2) 332 - 345 (2009) 337

4.1. FTCS (Forward Time Centered Space) Yontem

(1) denkleminde tiirevlere sonlu farklar ile yaklasilirsa;

— 2 —
ou _ Ui jo1 — U, o’u _ Ui, 2”1’,; +ui—1,j
= , =
ot k ox’ h?
Uijn Ui Uiy _2”‘1‘,] TU +¢
k hZ ij

esitligi elde edilir. Bu esitlik 1<i <M —1, 0<n < N -1 i¢in diizenlenirse;

u

i =1 (=20, g, vk T=0t/o =K/’ (13)

bir acik yontem olan FTCS yontemi elde edilir.

(4) deki baglangic sartlarnt 1<i<M -1, N, =

J

~ |

N
U, =z,6’j’iul.’,v/ +y, ve 0<j<N olmak tzere (2) ve (3) den smr sartlart da u,, =0 ve
j=1

u,, ; =0 seklinde verilmis olsun.

Problemi, bilinen yontemler ile ¢ozebilmek i¢in lineer olmayan sistemlere ihtiya¢ duyulmaktadir.
Ancak parabolik problemlerin dogasi geregi bu sorun kiigiik iterasyonlarla ¢oziilebilmektedir.

Dolayisiyla,

(I+1

(ul.’o )(0) = 0 baslangi¢ degeri olarak alinirsa, (ul.’o) ' asagidaki sekilde tanimlanabilir.

N
()™ =D B, )+, =002, ve i=12,. .M ~1 (14)
J=1
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(14) esitliginde (u )(l), baslangi¢c degeri (“,-,o )U) ile verilen ileri Euler denkleminin sonlu fark

ij
¢Oziimiidiir [1]. Bu yontemin 0<r <1/2 i¢in Von-Neumann anlaminda kararli oldugu kolayca
goriilir. FTCS yonteminde j. zaman adiminda bilinen ii¢ deger i¢in, (j+1). zaman adiminda

bilinmeyen bir deger hesaplandigi i¢in yontem (3) yontemi olarak da adlandirilir. Yontemin

molekiiler gosterimi asagidaki gibi verilir.

i,j+1

i+l,j

Sekil 3. FTCS yontemin molekiiler gosterimi.
4.2. Kisitlanmis FTCS (Forward Time Centered Space) Yontem

(1)-(4) ile verilen problemi Kisitlanmigs FTCS yontemi ile ¢6zmek amaciyla (i,j) noktasinda x ve ¢ ye
gore tiirevler;

ou(x,t) Kk 0%u(x,i) ko ko
gk =u(x )+ hk—= 4 ST =l —— 4 ———+ . )u(x,t
B i T E A TR YE AT AT
Uijn = Exp 5 u; (15)
. Ou Ui U 62u| Uiy =20, T 2
olmak tizere @~ —| =—2"—"L+0(k) ve e > L+ 0(h?)
o, k ox” | h

i,j
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seklinde verilmis olsun.(15) esitligi (1) denkleminde yerine konursa

1 .
u, = Exp[k(D*)u,; , D} :h—z(ui,l,_, —2u, +u,, ;) , 1<iSM-1, 0<n<N-1
. =reu ., +(1=2re)u, , +reu, ; +keg, r=ot/&* =k/h’ (16)

ifadesi elde edilir [5]. Bu yonteme Von-Neumann anlaminda kararlilik analizi uygulanirsa

O<reg, < % icin kararli oldugu goriiliir.

4.3. Crank-Nicolson Yontemi

(1) denklemine {ih,(j+% )k} noktasinda sonlu farklar uygulanirsa;

() (Z4)
ot i,j+l axz i,_j% i’j%

2

Uij —U ;1 {ui+l,j+1 =20 g F Uy Uy 20 U

1
2 + hzy }+5(¢i,_j + ¢i,j+1)

r=0t/&*=k/h* igin ;

=10 (2420 )u,

i,j+1 i+1,j+1 =

k
ru;,_,; + (2- 2r)ui,j trug,;t E((I),, + ¢i,j+1) (17)

denklemi ile verilen Crank-Nicolson yOntemi elde edilir. Standart olmayan baslangic sartlariyla (1)-

(4) problemi Crank-Nicolson yontemiyle ¢oziilebilir.
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4.4. Crank -Nicolson yontemi icin Von-Neumann kararhhk analizi

(1) denkleminde (ph, gk) noktasinda Crank-Nicolson yontemi i¢in sonlu fark denklemi;

B h? h?2

Yparn “Ypq _ l Ypign ~ 2up,q+1 T Uy g " Upiig ~ 2up,q TUpig
k 2

seklindedir. Bu denklemde u, , = ¢"" &7 denirse;

einhaq-%—l _ einhaq
k
1 eiB(pH)hqu _ zeiﬁphgqﬂ + eiB(p—l)h aqﬂ eiB(pH)thq _ 2einhEJq + eiB(p—l)hEJq
— +
2 h? h?

ifadesi elde edilir. Gerekli islemler ve basit sadelestirmelerde yapildiginda kararlilik tanimi

uyarinca,

2 —4rsin? ﬂzh
¢ =———2-<1
2 +4rsin’ ﬂzh

oldugundan;
0<8rsin? 2

2

elde edilir. Bu ise yontemin V » >0 i¢in kararl oldugunu gosterir.
4.5. Kisitlanmis Crank-Nicolson Yontemi

Benzer sekilde (1) denklemine asagidaki sekilde {ih,(j+% )k} noktasinda kisitlanmig Taylor

yaklagimlar1 yardimi ile sonlu farklar uygulanirsa;
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a_u = ﬂ +¢
or) v \oxr) 1 ik
LIt l,j+5 2

+(2+2re)u,

—réy, i,j+1

i1, j+l —reu

i+1,j+1 =
ke =0t/ & =k/h* (18)
reu,, ; + (2 _2r5)ui,_/ trau,, ; +?(¢1/ + ¢i,j+1)

denklemi elde edilir. Bu yontem V r& > 0 i¢in Von-Neumann anlaminda kosulsuz kararlidir.

5. SAYISAL BIiR ORNEK

ou 0’u
—=—+0¢(x,t) ,0<x<1,0<t<T
ot o’ Px.0)

denkleminin sinir kosullari,

u(0,t) =g,(t)=0, 0<t<T

u(l,n)=g,(t)=0, 0<t<T

ve standart olmayan baslangi¢ kosullari,

u(x,O)=i,6f,(x)u(x,ff)+z//(x) , 0<T, <7, <..<T, =T
=

seklinde verilmistir. Burada

P(x,t) = (=1+z*)sin(z x)exp(—t) , w(x)=sin(rx)(1—e" +e™)

ve denklemin analitik ¢oziimii

u(x,t) =sin(rx)e” seklindedir.
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Problemin ¢Ozimi N=3,8=LB,=-1,4,=1,T,=03,T7,=06, T, =1

N=4, B =1,8,=-1,8,=1,8, =-1,T,=025T,=05,T, =0.75, T, =1 degerleri

icin farkli yontemler kullanilarak asagidaki gibi karsilagtirmali olarak verilmistir (Sekil4-5).

Tablo 1. t =0.5 i¢in FTCS yontemine ait sonuglar (h=0.1)

AC.

FTCS (N=3 )

FTCS Hata
N=3

FTCS (N=4)

FTCS Hata
(N=4)

0

0

0

0

0

0.1

0.187428282

0.191354586

0.003926305

0.190503862

0.003075581

0.2

0.356509777

0.363978052

0.007468276

0.362359879

0.005850102

0.3

0.490693611

0.500972811

0.010279199

0.498745586

0.008051975

0.4

0.576844936

0.588928860

0.012083923

0.586310600

0.009465664

0.5

0.606530660

0.619236449

0.012705789

0.616483447

0.009952788

0.6

0.576844936

0.588928860

0.012083923

0.586310600

0.009465664

0.7

0.490693611

0.500972811

0.010279199

0.498745586

0.008051975

0.8

0.356509777

0.363978052

0.007468275

0.362359879

0.005850102

0.9

0.187428281

0.191354586

0.003926305

0.190503862

0.003075581

0

0

0

0

0

Ve
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0,7

0,5 -
04 -
0,3 -
0,2

0,1 A

0 0,1

02 03

04 05 06

0,7 08

Sekil 4. t=0.5 i¢in FTCS yonteme ait grafik (h=0.1).

Tablo 2. t=1 i¢in K.C-N yontemine ait sonuglar (h =0.1)

A C.

K.C-N (N=3)

K.C-N Hata
(N=3)

K.C-N (N=4)

K.C-N Hata
(N=4)

0

0

0

0

0

0,1

0,113680999

0,152938051

0,039257052

0,133538918

0,019857919

0,2

0,216234110

0,295302067

0,079067957

0,258402723

0,042168613

0,3

0,297620719

0,412277666

0,114656946

0,361490075

0,063869356

0,4

0,349874139

0,491349764

0,141475624

0,431645370

0,081771230

0,5

0,367879441

0,523584637

0,155705196

0,460807723

0,092928282

0,6

0,349874139

0,504567397

0,154693257

0,444863004

0,094988864

0,7

0,297620719

0,434900068

0,137279348

0,384112478

0,086491758

0,8

0,216234110

0,320208584

0,103974474

0,283309240

0,067075129

0,9

0,113680999

0,170655047

0,056974048

0,151255914

0,037574915

0

0

0

0

0
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0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1 4

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 2 t =1 icin K.C-N yontemine ait arafik (h =0.1)
Sekil 5. t=1 i¢in K.C-N yonteme ait grafik (h=0.1).

7. SONUC ve TARTISMA

Bu ¢alismada bir boyutlu 1s1 denklemine standart olmayan baslangi¢ kosullar ile iki farkli baslangic
sart1 i¢in sonlu fark denklemleri ile tiiretilen iki zaman adimli yontemler uygulanmistir. Bu
yontemler kisitlama parametresine bagl olarak ve kisitlama parametresine bagli olmadan ¢oziilmiis

ve farklar1 karsilastirilmistir.

Yontemler yapilan hata bakimindan ele alindiginda bu calismada gelistirilen yontemlerin hata
orantyla diger bilinen klasik yontemlerin hata oranlarinin benzer oldugu gozlenmistir. Ayrica islem
stiresinin birbirine yakin oldugu saptanmistir. Bu ise kiigiik adiml1 problemlerin kisisel bilgisayarda

¢Ozlimiinii sagladigindan bir avantaj olarak goriilmektedir.

fleride yapilacak galigmalarla standart olmayan baslangic kosullu problemlerin yaklasik ¢oziimleri

icin daha hassas ve daha kolay hesaplama teknikleri gelistirilecegi diisiiniilmektedir.
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