Erciyes Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi 22(1-2) 184-193(2006)
http.//fbe.ercives.edu.tr/
ISSN 1012-2354

KURESEL SIMPLEKSLER VE POLAR SIMPLEKSLERIN TEPE ACILARI
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OZET

Bu calisma da, kiiresel simplexlerin, polar simplexlerin tepe agilarinin siniisii’ nii ; Gramian ve determinantin
Ozelliklerini kullanarak hesapladik ve bunlarin arasindaki bagintilar1 verdik.
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VERTEX ANGLES OF SPHERICAL AND POLAR SiIMPLICES

ABSTRACT

In this study, by using the properties of Gramian and determiant, we calculated sine of vertex angles of spherical
and polar simplices and to gave its relations among.
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1. GiRiS

n- boyutlu kiiresel geometride siniis kurali ilk kez 1877 de Italyan matematik¢i Enrico d’Ovidio tarafindan
kesfedilmistir[1]. Bu kesifle birlikte n-boyutlu siniis’e dual kavram olan n-boyutlu polar siniis {in varlig1 ortaya
cikmustir. Isvegli matematik¢i Folke Erikson 1978 de “The law of sines for tedrahedra and n-simplices” isimli
makalesinde genis bir sekilde ele almistir[2]. Simpleksler ile Polar simpleksler ve polar simplekslerin tepe agilar1 ile
esas simpleksin tepe agilari arasindaki bagintilar ilk olarak bu ¢aligmada ele alinmustir.

2. KURESEL SIMPLEXLER VE n-BOYUTLU SiNUS

S"cR"™ ve §" = {x e R"“|< X, x >= l} ile tanimlanan uzaya n-boyutlu kiiresel uzay denir[3]. FR =P,

i=1,2,..n+1 olmak iizere B, P,,.., P, €S" < R" icin OP. =P, vektorleri lineer bagimsiz ve genel durumlu
ise Q, =<P,P,...,
kiiresel simpleks denir. Q¢ =< P, P, ,...,

> bir konvekslik bolgesidir. Bu afin bagimsiz (n+1) noktanin konvekslik bolgesine

n+l

> ile gosterilir[4].

n+l

Teorem 2.1 P, P,,..,P  €S" — R™ icin Q,=<P,P,...,

hedral a¢inin siniisii ;

1 > kiiresel simpleksinin P; tepesindeki n-

n-1
"sin(P,P,P,...P..P )= [P.P..... Py ]

seklindedir.

n+l

I1

k=1
k#i

[P.P,...B...P

“o% n+l

ispat: Vli =P—-<P,P,>P , ij =1,2,..,n+1 vektorleri P; tepesinde ki P; dogrultusundaki teget vektorler

olsun[4]. N: =(—1)’”1”'(V;;I X...X I};, x.xV, )ve N, = (—1)"+1""(V1fI X...X I}Iﬁk X..XBx..xV, )

_—

vektorleri, P, ve V;k (1, k=1,2,...,n+1) teget vektoriine sahip ayritlara zit (n-1)-yiizlerin normalleri olmak {izere,

- i i i -
- N — XXV, x. .. xXP x...xV N
-k "R P, i P,
Pi=ei :?l ve ek :(_1)n+ l /\.k ,H = —»k b k:1’2>-'-9n+1
1 1 1
HNi HVPIXWXV&X-“XB ><...><VP”+1 HN"

vektorleri de birim normallerdir[5,6]. Sekil 1 de P; noktasindaki tepe agis1 goriilmektedir.

Buradan,
e AN
det :e[ [VliI .. P V;M] :”Nl”"'Ni "‘||Nn+l|| det P, ...def P,
en+l Vlé,l Vlim
L L
N
n-garpim

oldugundan
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"1

e i VI;'Z
: 1 :
= 1Y)
i ¢ det P (
IV [V V | :
en+1 V;)M
bulunur.
Sekil 1. Kiiresel 2-simpleksin P; tepesindeki tepe agist.
Diger taraftan,
N, »
det EPZ
F [Nl R Nn+l] T\ det| P
Nn+l V;;"*'
oldugundan ,
. n—1
N, Vi
det : (2)
P |=|det| P
Nn+l V}i;"r'
elde edilir. O halde
e N,
det| éi = Al )
T I T I
] Nn+l
_detfN, ... P Nl 3)
IN [N IV
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(2), (3) ifadeleri ile [7] den,
o ety povi 1)

e IV |-

e

n+l

elde edilir. Yani;

e n-1
det| - [A.5.....P.]
e |= ntl .
K | I
k=1
€1 k=i

bulunur. Buradan; P tepesindeki tepe agisinin siniisii ve yahut kiiresel simpleksler i¢in n-boyutlu siniis;

n-1
"sin(P,PPy. PP, )= |RPo Bl olur,

n+l A
E[R:Pz’---ﬂ»--,f’m]

k#i

Teorem 2.2 P ,P,,..,.P, €S§" C R™! icin Q¢ =<PB,P,...,P,,, >kiresel simpleks olsun. P; tepesine zit

n+l
yiiz F; ile gosterilirse;
Gram( P, Py,.... B Py )= [P BB

n+l

Ispat: P; tepesine zit yiiz F; ile gosterilirse, P (=1 P xP, ><...><13,. x..x P, vektorii F; yiiziiniin birim
' “PIXPZX...xéx...xP

n+l

normali olmak iizere;

B <P,P,> .. <B,e> .. <PB,P,>
det| | ¢ [Pl~~-e,~-~Pn+,] =|<e, B> ... <e,e> ... <e,P,
P, <P, B> .. <P,e> .. <P,F, 2 sl

<B,B> .. <P,P,>
<Rl+1’[)1> <R'+1’R'+1>n><n

:Gram(P,...,]si,...,PnH)
=ldet{< P,,P, >, ki=ziveki=12,. n+I

olur ki buradan;
A
| . )
det| | e, = Gram(P,,...,.P,...P_,)"*

i

n+l1
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bulunur. Yani; Gram(P,...,If’,.,...,P,Hl ) :‘[E,...,}%,...,P,,H]
3. Kiiresel Polar Simpleksler icin n-Boyutlu Siniis

Q,=<AB,P,...,

> kiiresel simpleks olsun. )¢ simpleksinin polar duali ,

n+l
e = (-1 Axe X X B 2+l
"P1 X...Px...xP_,

ler P; tepelerine zit yiizlerin birim normalleri olmak iizere Qi =<e,,e,,...,e, > simpleksidir.

Ve1 =€,—<¢€,,6; >¢;, 1 =1,2,...,n+1 vektorleri e; tepesinde ki e; dogrultusundaki teget vektorlerdir.
J

Teorem 3.1 Q¢ =<PF,P,,...,

iizere, ¢, tepesindeki tepe agisinin n-boyutlu siniis ii;

w1 > kiiresel simpleksinin polari Qi =<e,,e,,...,e,,, > simplexi olmak

n-1
N A _ e,e,,...,e ]
sin(e;,ee,...e ...e, )= |[1 2 ntl
n+l
H|[e1,ez,...,ek,...,em]
k=1
k=i
. d _ n+l—i i i i d _ n+l—k i i i
Ispat: N/ = (=1)""(V, x..xV,; x..xV, )ve Nl =(=1)""(V, x..xV, x..xe;x..xV, )
vektorleri, e; ve Vel (i,k=1,2,...,n+1) teget vektoriine sahip ayritlara zit (n-1)-ylizlerin normalleri olmak iizere,
k
— — N/ — L Voxo o xV) xxe x..xV, N/
el =e = ve e =(=])"iF ¢ L = , k=12, n+l
d i i i d
N, Vo xooxV, x..xex..xV, N{

vektorleri de birim normallerdir.

- Ch
Sekil 2. Polar 2-simpleksin e, tepesindeki tepe agisi.

Buradan;
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ef v v,
4 : 1 : :
et| | ,d [ i i 1=
e V! ... e ..V ] - det| e. |...det| e,
e )RR o
d
_en+l_ L 6’In+| n L elnn B
oldugundan \ /
n-c%lm
. n-1
ef 1 e
det| : |= y — y :
e | NN N e e
e:’ﬂ Vef’ .
bulunur. Diger taraftan,
i\ 2
det :
€ [Nld € Nnd»,l ] det| e,
N:-H V: !
ifadesinden ;
Vi n-1
Nld :e2
det| e |= det e,i
N, Veus
elde edilir. O halde ,
S
e,d N
: 1
det| e, |= y — ” det| e,
S T BTN
d
en+l —N:+11
d d
_ a’et[N1 o€ ... N
d \rd d
[ v

(6), (7) ifadeleri ile [7] den,
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(6]

(6)

(7
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e} i i -1
detlV, ...e, ...V,
1 n+l
det| ¢, |= N N N¢
. PO PO | VA s VAT
d
en+1
elde edilir.Yani;
d
el n—1
: |[e €,,...,e ]
: 10€25000 56,4
det € = n+l
: I ||[el,ez,...,ek,...,e,m]
d k=1
€, ki

bulunur. Buradan kiiresel polar simpleksler i¢in n-boyutlu siniis;

n-1

. . le,.e,,....e,,]
"sin(e;,ee,...¢;...e,, ) =— e, ol

H‘[el,ez,...,ék,. e ]
k=1

*t2 ¥ n+l

olur.

k#i

Teorem3.2 P, P,,...P,,, €S" < R"' i¢in Qg =<P,P,,...,P,,, > kiiresel simpleks olsun. ¢ ’nin polar’
Q'j =<e,,e,,...,e,, > simpleksi olmak iizere e; tepesine zit yiiz F; ile gosterilirse;

A %7“: A ]
Gram(ese,...e,..e . )= |e.,...€,...e. |

~d e Xe, X..xe xX..xe
. . . . . oy 1- v e e e
ispat: e; tepesine zit yiiz F; ile gosterilirse; e; =(—1)""" ” =2 - ml_ vektdrii F; yiiziiniin
e xe,x. ||
1 2 n+l

xXe X..xe

birim normali olmak iizere;

d
e, <e,e,> ... <ee> <e e, >
u M d d d d
det| el |le,-el e, ]| |<ele> ... <elel> <ele, >
d
e, <ee > . <euel > o<e e

= Gram(e,,...,¢e,,...,€,.,)

=|def{< e,,e, >1|, kl=ivekl=12,..,n+I olur. Buradan;

o
i | |=Gram(e,....e,....e.. )" (8)
det e,‘ 12009€;5000,€, 14
_en+l_

bulunur.



Kiiresel Simpleksler ve Polar Simplekslerin Tepe A¢ilart

4. TARTISMA VE SONUC

P;ve Vé vektorleri O, P, P; tarafindan belirlenen diizlemde olduklarindan Teorem 2.1 de ki

Ni= (=1)" (Vi x.x Vg xox Vi ) ve Ne= (=1)""(V; x.xV} .. x Bx..xV}, ) ifadelerinde;

A

. — Px..xP x..xPx..xP N
+1—k 1 oo coe cee 1 .
Pi=e,=—=vee, =(-1)" k . il =k i k=12, n+lalmirsa;
||Ni|| HB X..XP x..xPx.. xP ||Nk
i n+l
e <e,e > ... <e,e > ... <e,e.,>
det| | e, [el...e[...ew] <e.,e,> ... <e.,e > .. <e,e, >
e, <6 > ... <e.,,6 > .o <e.e, >
esitliginden;
- -\ 2
€
. <e,e > ... <e,e,. >
det| e, -
: <e,.e > ... <e..e. >
_en+1_

elde edilir. Buradan da;
el B %
= Gram(el,...,ei,...,enﬂ)
det| e,

e

n+l

191

olur. Bu esitligin sag tarafina n-boyutlu polar simplexin e; tepesine zit F; yiiziiniin n-boyutlu polar siniisii denir ve

n . A _ A
polsin(ee, ...el....e,m)—|[el,...,el.,..,en+l]
seklinde gosterilir.

Benzer sekilde ¢; ve Ve’k vektorleri O, e;, ¢, tarafindan belirlenen diizlemde olduklarindan Teorem 3.1 de;

N = (=) (V) s x V] xx V) ve N = (1) (Vi % x V! x..xex..xV] )

€ n+1 1 €k €ni1

vektorleri, e, ve V;A teget vektoriine sahip ayrita zit (n-1)-yiizlerin normalleri olmak iizere
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nilk € X € X... X X...X€,,,

N,
el=P=—""1_ve ek =(-1) =P,, k=1, 2,..., n+1 alimirsa;

l "IN 0
. e, Xe, X...xe, X...xe, .,
d d d 4 d
ol <e',el > .. <el,e,> .. <e,e, >
1 . . .
det|| e [ed e e"]: <e.,e! > <e,,e > <e; el >
ioqler e ey i€ i€ il
e.d d d
el <en+1’61 > ... <e,.e > .. <e”+l,en+l (ntpx(nsl)
d : d d d d
e
1 <e ,e > ... <e,e >
det| e,
: <e’, el > <el el >
.d n+l ,€ M n+l’ “n+l nxn
en+l
<P,B> .. <A P,m
< Pn+1 ’P > ... < RHI > 7 n+l > nxn
olur. Sonug olarak,
d

A

det e:i =Gmm(P,...,Pi,...,P”+1)A

elde edilir. Bu esitligin sol tarafina n-boyutlu simplexin P; tepesine zit F; yiiziiniin n-boyutlu polar siniisii denir ve
"polsin(PP,..P..P, )= ‘[le-Pw---:Pm]

seklinde gosterilir.

P.P,,....P "
‘en+1)= n+1|[ 12520 20 n+1]

| ([

k=1
k=i

Sonu¢ 4.1 "sin(P,PP,...P..P )= "polsin(e,e,..&,.

1 n

ispat: Teorem 2.1 ve Teorem 3.2 den agiktir.
Sonug 4.2 "sin(e,,ee,...e,...e, ., )="polsin(PP,..P..P. )= ‘[R,...,E,...,P,Hl]

Ispat: Teorem 2.2 ve Teorem 3.1 den agiktir.

Bu sonuglara dayanilarak [2] de verilen asagidaki teoremin yeni bir ispat1 kolayca goriilebilir.
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Teorem 4.1 Q. =<PA,P,....P

n+l

> kiiresel simpleksinin (P,,P,,, ... P

n+l

P ...P_,) tepesini P, ile P,
tepesine zit (n-1)-ylizi F; ile gosterilirse;

"polsinF, "polsinF,  "polsin Fn+1
"sin P, "sinP,  "sinP,,

Ispat:

POlSlnF_ pOZSln(PP 1 n+1) ‘[ "Pi"' n+l] =12..n (9)
olur. Diger taraftan Teorem 2.1 den;

n-1
n_ - P_n . P PP P |[P’P""’Pn+l] .
sinP, ="sin(P,PP,...P,...P ) =— i=1,2,...,n+1 (10)
[e.2. 5.2
k¢1

ifadesi goz oniine alinarak, (9) ifadesi (10) ifadesine taraf tarafa boliiniirse

n+l
[[R2e B

"polsinF,
"sin P |[P1 P

,i=12..,n+l

bulunur. Bu esitligin sag tarafi i-den bagimsiz oldugundan;

n+l .
[lr.2 B

n+l

"polsinF, "polsinF, _ "polsinF

n+l _ k=1

n_ n_: n-1
sin P, sin P, "sinP,, |[PpP n+1]

oldugu goriiliir. Bu ise teoremin ispatidir..
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