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Ozet: Bu calismada Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve Caputo kesirsel tiirevleri iizerinde duruldu. Ayrica Griinwald-
Letnikov, Riemann-Liouville ve Caputo kesirsel tiirevlerinin birbiriyle olan iliskilerini gosteren bazi 6zel rnekler bulundu.

Anahtar kelimeler: Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve Caputo kesirsel tiirevleri

ON GRUNWALD-LETNIKOV, RIEMANN-LIOUVILLE AND CAPUTO
FRACTIONAL ERIVATIVES

Abstract: In this study, Grilnwald-Letnikov, Riemann-Liouville and Caputo fractional derivatives were emphasized. In addition,
for relationships between Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville and Caputo fractional derivatives some special examples
were investigated.
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1. Giris

Keyfi mertebeli diferensiyel ve integrasyon kavramlari, tamsay1 mertebeli tiirev ve n-katli integralleri birlestiren ve
genellestiren kavramlardir. Bu kavramlar 17. yiizyildan itibaren Leibniz, Euler, Lagrange, Abel, Liouville ve diger
bir ¢ok matematik¢inin, kesirsel mertebe icin diferensiyel ve integrasyonun genellestirilmesine dayanan Oncii
caligmalariyla gelismeye baglamistir [1,2,3].

Kesirsel diferensiyel teorisi ¢esitli madde ve islemlerin kalitsal 6zelliklerinin tanimlanmasinda kullanilabilecek
¢ok iyi bir aragtir. Bu ise tamsayir mertebeli tiirevlerle karsilastirildigi zaman, kesirsel tiirevler i¢in 6énemli bir
avantajdir. Kesirsel tiirevlerin bu avantaji nesnelerin mekanik ve elektriksel 6zelliklerinin matematiksel
modellemelerinde, akigkanlar teorisi, elektrik devreleri, elektro-analitik kimya gibi diger bir ¢ok alanda
kullanilmaktadir [4,5,6,7,8].

Bu calismada Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve Caputo kesirsel tiirevleri iizerinde duracagiz. Oncelikle
Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve Caputo kesirsel tiirevlerini tanimlayip bu yaklasimlar arasinda nasil bir
iligki bulundugunu gostermeye calisacagiz.
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Kesirsel diferensiyel operatorii igin a ve t sirasiyla alt ve iist limit, p de pozitif bir reel say1 olmak iizere p.

mertebeden Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve Caputo kesirsel diferensiyel operatdrleri igin sirasiyla
DP(t), “DPf(t), SDf(t) notasyonlarmi kullanacagiz.

2. Temel Tanimlar

n. mertebeden tiirevlerin

df(t) d’f(t)

d*f(t)
dt dt’ ’

f(t),
® dt’

E

sonsuz dizisini goz oniine alalim. Keyfi mertebeli diferensiyel diisiincesi aslinda tekrarlanan diferensiyelin bir

n

genellestirilmesidir. Burada temel amag

sembolii ile gosterilen operatdriin n tamsay:r degerli parametresini,
tamsay1 olmayan bir p parametresi ile yer degistirmektir. Simdi bazi temel tanimlar verelim.

Tamm 2.1. m, m<p<m+1 gartin1 saglayan bir tamsay1, f siirekli bir  fonksiyon, £*(t), (k=12,..,m+1)

tirevleri de [a,t] kapali araliginda siirekli olsun. Bu takdirde f fonksiyonunun p. mertebeden Griinwald-

Letnikov kesirsel tirevi

fPa-a™ 1 j(t _D)" P (r)de (1)

a

CDI(t) = )
DA kz(; I'(-p+k+1) T(-p+m+1)

dir.
Tammm 2.2. f fonksiyonu her sonlu (a,t) araliginda siirekli ve integrallenebilir olsun. meN, m-1<p<m

olmak tizere t>a iginreel bir f fonksiyonunun p. mertebeden Riemann-Liouville kesirsel tiirevi

RL 1 p _ 1 ﬂt oy m-p-l
ﬂuﬂwqﬂ:gmmytw f(r)de 2)

seklinde tanimlanir.

Tanmm 2.3. m, m-1<p<m olacak sekilde pozitif bir tamsay1, p herhangi bir pozitif say1 ve f fonksiyonu da

m defa siirekli diferensiyellenebilir olsun. Bu takdirde f fonksiyonunun p. mertebeden Caputo kesirsel tiirevi

comern 1 ¢ f™(1)dt
“Df“*EXm—m!a—nM“ ©

ile tanimlanir.

t>0 i¢in m+l siirekli tireve sahip £(®) fonksiyonlariin bir sinifi ele almirsa bu takdirde (1) ile verilen
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Griinwald-Letnikov kesirsel tiirevi, (2) ile verilen Riemann-Liouville kesirsel tiirevine esittir. Bununla birlikte ayni
sartlar altinda Caputo kesirsel tiirevi ile diger iki yaklasim arasinda boyle bir esitlik s6z konusu degildir. Simdi
Griinwald-Letnikov ve Riemann-Liouville yaklagimlarinin hangi sartlar altinda esit olduklarimi gosteren bir teoremi

ifade ve ispat edelim.

Teorem 2.1. f(t) fonksiyonu [a,t] araliginda (n—1) defa siirekli diferensiyellenebilir ve £™(t) tiirevleri de

[a,7] aralifinda integrallenebilir olsun. Bu takdirde her p (0<p<n) i¢in " D’f(t) Riemann-Liouville tirevi

GL
a

mevcuttur ve . D'f(t) Griinwald-Letnikov tiirevine esittir. Eer 0<m-1<p<m=<n ise bu takdirde a <t<=t

igin
m-1 f(j) (a)(t _ a)J—P

"D ()="Df(t) = )

L ‘ _ \m-p-lp(m)
2 T(+i-p)  T(m-p) !(t )" (1)de @

esitligi saglanir.

Ispat: Tanim 2.1 de m yerine m—1 alnirsa

oL 1 B m-1 f(j) (a)(t—a)j"’ 1 ! e et
ath(t)—jZ:O: TR — !(t )" ™ (r)dt

esitligi elde edilir. Diger taraftan

m  m-1 £(j) _ m+j—p t
oy T L[ (g )
dt" ' T'l+m+j-p) TI'Cm-p)

a

ifadesini g6z oniine alalim.

j(t -7 (D)dr

integraline m defa kismi integrasyon uygulanirsa
j (t—=1)" " £ (t)dt = —(t—a)>" " £ (@) + (2m—p—1) j (t=1)" P £ (t)de
=—(t—-a)™ "' f" " (@)-2m-p-1)(t—a)" " f " (a)

+(m-p-1)2m-p- 2)j (t—1)>" " £ (1)dr

=—(t-a)™ "' f""(@)-C2m-p-1)(t-a)" " f "V (a) -
-Cm-p-D2m-p-2)---(m—-p+2)(t—a)""f(a)
+2m-p-D2m-p-2)---(m—-p+ l)j(t —1)""'f(1)dt (6)

__§ fY(@)t-a)""T(2m—p)  T(2m-p)
C(m—p+1+j) ['(m —p)

j (t—o)" "' f(r)dr
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elde edilir. (5) ve (6) birlikte degerlendirilirse
d" O @) a)“*”"p
dt" ‘= T(1+m+j—p) l'(2m -
d" V@)t -a)"” 1 f’@¢-a)" "T2m-p) T2m-pr ..
+ o I {
df"[;:r(Hmﬂ o e % 2 T(l+m+j—p) oy |7 @

d“‘ ot
T j (t=7)" f(ud]

j (t—0" ™ £ (k]

bulunur.

Ayrica (2) esitliginde 0<a <1 olmak tizere p=m—oa alinirsa

1 m

DI = g -0 )

elde edilir. (8) esitliginin her iki tarafinin n. mertebeden tiirevini alalim. Buradan

d" RL m-o l d““‘"‘ ‘ a-1 RL n+m-o
DI f(t)) = t— f(t)dt=""D fi(t
D) = )dtmI( 1) f()d="-D"" f (1)

bulunur. Son esitlikte tekrar p=m—a alinirsa

d“ RL 1 lem ( m—-p-1 RL n+
—(C.DMf(t)=——| (t— " (t)dt=",D""f(t 9
DI = — dtm[( )" f(x)dt=" D] " (1) ©)

oldugu goriiliir.

Diger taraftan p >0 i¢in Riemann-Liouville integrali

RL 1N -P _ 1 ( p-1
‘D f(t)—@.!.(t—r) f(1)dt (10)
dir [1,9]. (7), (9) ve (10) dikkate alinirsa

d" 1 ( d”
- [— | (t- m—p-1 f(1)dr] = RL
a g | (70 0] = L

(=D ()

elde edilir. Boylece verilen sartlar altinda Griinwald-Letnikov kesirsel tiirevinin Riemann-Liouville kesirsel tiirevine

esit oldugu goriiliir.

.. ) 1 . .
Ornek 2.1. f(t)=t*> fonksiyonunu gdz oniine alahm. p :5 ve p :% alirsak fonksiyonun Teorem 2.1 in
sartlarini sagladigimi goriiriiz. Oncelikle bu fonksiyonun Griinwald-Letnikov kesirsel tiirevlerini hesaplayalim.

1 .. . .
a) p= 7 icin Tanim 2.1 dikkate alinirsa m =0 dir. Ciinkii m, m<p<m+1 sartin1 saglayan bir tamsay1

olmalidir. Ayrica F(%) =Jn oldugundan
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m (k) __q) Ptk
-

GL TP _ m-p £ (m+l)
DI = 2 S ey e p+m+l)j(t R
_ fm)(a)(lt‘a) - 1 j(t—r)’%f'(r)dr: az(t_la) - 11 j(t—r)’%zrdr
FE g+ T+’ rG)  rR°
az(t—a)% 2 L a’(t- a) 2 12 2
_atma) 2 S mnydu =2 T 2 by a) =3 (t-a)’]
ol N
1 L L4 2 a’ 4 :
=—1J[a’(t—a) > +4t(t—-a)’ ——(t—-a)’ |=— 4t(t— 2——t
ﬁ[a( a) * +4t(t-a) 3( a)’ ] J_ +4t(t—a) (t-a)?]
_ 3a’ +12t(t—a)—4(t—a)’ _ 8t* —a’ —4at
3(t—a)%«/; 3(t—a)%«/;
bulunur.

b) p =% olsun. m, m<p<m+1 sartim1 saglayacagindan m=1 dir. F(%) = x/; ve F(—%) = —2\/; oldugu
dikkate alinirsa

) m f(k) __ o) Ptk !
aprp=y @D, | [t=rmr o (myde
= TI'(-p+k+1) TI(-p+m+1)-

(k —}+k
- fY(a)t-a) ? . 1

t 3
. j(t —1) 2f"(1)de
k=0 F(—5+k+1) F(—E+1+1)“

Pee-a)t faxt-a) 11 j(t—r)%zdr

1 1
l“(—5) F(E) F(5)
aZ(t—a)’% 2a(t—a) ? 1. a’
= At = t 2a(t— 4
RN J—[(a)]\/— () 4 2a(t-) * +4(t-a)°]
:L[_ a’ . 2a 1 +4(t—a)5]=_a +4a(t—a3+8(t—a) :8t +3a’ 3—12at
Vn 2t-a)’ (t-a)’ 2t-a)’r 2t-a)’n

elde edilir.

.. . 1 3 .. . .
Ornek 2.2. f(t)=t* fonksiyonunu géz éniine alinirsa p = 7 ve p= 7 icin fonksiyonun Teorem 2.1 in sartlarin

sagladigi aciktir. Simdi bu fonksiyonun Riemann-Liouville kesirsel tiirevlerini hesaplayalim.

I .. . . .
a) p= 7 icin Tanim 2.2 dikkate alinirsa m, m—1<p<m sartin1 saglayan bir tamsay1 olacagindan m =1dir.

1
Boylece F(E) = «/; oldugu goz oniine alinarak
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RL 1P _ 1 m-p-1 _ “ _ 21
DO =F )dtmjn o) f(r)de = m_i)d J(t )
1 Lo d'¢ d 3
(l)d j(t—) fd j (t u)’du=—— d—! 2t 4u’ )du
Uod oo s At 5 20 3
—Td—2t (t-a)* =T (t-)* + S (t-a)°]
:%[4t(t—a);+t2(t—a);—%(t—a)z—2t(t—a);+(t—a)i]
L Dttma)? 4 (t—a) T — Lt (t—a) = 2t(t—a)? 4 — Lty
:6t(t—a)+3t2—(t—a)2 _8t’—a’ —4at
3(t—a)%\/; 3(t—a)%\/;
bulunur.

3 . 3 L
b) p :E alinirsa Tanim 2.2 den m =2 oldugu goriliir. Buradan fonksiyonun p= P mertebeli Riemann-
Liouville kesirsel tiirevi

ml

— molf d——
|79 8= 5

t)212

DD =

2 t-a

j(t—r) thd‘C—T:: j T(t—u)du
)

F(

1 a5, L I NS & L4t 22 :

@ j( u’?-2tu’ +u )du—\/;dtz -5 () L (t-a)]

1 d ., N Lo S S 2 | !
=——[t’(t—a) > +2t(t-a)’> ——(t—-a)’ ] =—=[-—(t—a) > +3t(t—a) > +=(t—a)’
\/_dt[ (t—a) (t—a) 3,( a)’] \/;[ 2( a) (t—a) 2( a)’]
B t? N 3t +3(t a)%] 3(t—a)’ +6t(t—a)—t> 8t* +3a’—12at
=—=I- 3 TN - 3 - 3

*/_ 2t-a)’ (t—a)’ 2(t-a)’n 2(t-a)’n

olarak hesaplanir.

Ornek 2.3. f(t)=t> fonksiyonunu géz 6niine alalim. p =% ve p =% alalim ve fonksiyonun Caputo kesirsel

tirevlerini hesaplayalim.

a) Tanim 2.3 dikkate alinirsa m=1 dir. Ciinki m, m-1<p<m sartin1 saglayan bir tamsay1 olmaldir. O

halde T" (%) =r oldugu dikkate almarak
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Crper | (f"mde 1 e R N P
aD‘f(t)—F(m_p)!(t_r)p+1.n_F(l_l)!(t 7 f(r)dt——r(l)!(t 7 2tde
2 2
2 Lo ) L s (t—a)
N ) —a)2—Z(t—2a)l=—202 _a)2 (a1 )
\/;[ t(t—a) 3(t a)’] \/;[ t(t—a) 3(t a)](t_a)%
2 6t(t—a)—2(t—a)’, 8t’—4dat—4a’
:T[ T ]: T
T 3(t-a)’ 3(t-a)’n
elde edilir.

b) p= % icin Tanim 2.3 den m =2 oldugu goriilebilir. Burada F(%) =n oldugu goz oniine alinirsa

Crp 3 1 ¢ £™(t)de B 1 h B 221, 1 i B -
D)= I'(m-p) '!‘ (t—t)™™ re- é) !(t R r(l) '!(t R
2
2 - 4 s 4 3 (t—a)g 4(t—a)’®  4t°—8at+4a’
= [(t-1) dr = (t—a)t = (t—ayr LMD ,
Vr I Vr Vr (t-a) (t-ay'Vn  (t-a)n
olarak bulunur.

Ornek 2.1 ve Ornek 2.2 den hareketle Griinwald-Letnikov ve Riemann-Liouville kesirsel tiirevlerinin belirli
sartlarda ayni sonuglar1 verdigini sdyleyebiliriz. Ornek 2.1 ve Ornek 2.2, Teorem 2.1 in bir uygulamasi olarak
karsimiza ¢ikar. Ornek 2.1, Ornek 2.2 ve Ornek 2.3 birlikte degerlendirilirse Caputo kesirsel tiirevinin
Griinwald-Letnikov ve Riemann-Liouville kesirsel tiirevlerinden farkli oldugunu gorebiliriz.

Simdi de Riemann-Liouville ve Caputo kesirsel tiirevlerinin hangi sartlarda esit olduguna bakalim.

Teorem 2.2 : f fonksiyonu her sonlu (a,t) araliginda siirekli ve integrallenebilir, m, m-1<p<m olacak
sekilde pozitif bir tamsay1 ve p herhangi bir pozitif say1 olmak tizere £®(t), (k=0,1,2,.,m—1) tiirevleri de
[a,t] kapali araliginda siirekli ve integrallenebilir olsun. Bu takdirde eger k=0,1,2,...m—1 i¢in " (a)=0

sartlar1 saglanirsa

DI (H)=,Df(1)

dir.

Ispat :

1 n o
F(m—_p)ﬁj(t—r) f()dt (11)

a

DM(t) =

ile verilen Riemann-Liouville kesirsel tiirevini ele alalim.
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j (t—1)" " f(t)dt

a

integraline m defa kismi integrasyon uygulanirsa

t t

[0 tmde= (t=a)""f(@) , 1 [0 e

1 m-p m-p
B Gl O B Gl 1) NN 1 [- o e

m-p (m-p)m-p+1) (m-p)(m-p+1)9
_(t-a)"f@) (- a)" "' f(a) N (t-a)""f(a)

m-p (m-p)m-p+1) (m-p)(m-p+1)(m-p+2)

1 ( gz pm

ooy (T
_ (=)@ —a)"""f'(a) N (t—a)""f"(a)

m-p (m-p)(m-p+1) (m-p)(m-p+1)(m-p+2)

(t _ a)mprrm*l f(m*”(a) + 1 j‘(t _ T)mfwmflf(m)(T)d’t
(m-p)(m-p+1)..(m-p+m-1) (m-p)(m-p+1).(m-p+m-1)7

m-1 _ m-p+k (k) _ _ t
_ (t a) f (a)r(m p) + r(m p) j(t _ _C)mfp+mfl f(m)(‘c)d‘l?
= I'm-p+k+1) I'm—-p+m)?

bulunur. (11) ve (12) birlikte degerlendirilirse

1 dm
EDrf(t)=———— | (t—1)" "' f(1)d
DO =g | 0T IO
momol o g \moprk £(K) _ _ P
_ 1 d _ (t a) f (a)r(m p) + F(m p) J.(t_,t)mfwmflf(m) (T)d‘t ]
[(m-p) dt" 4 Im-p+k+1) [(m-p+m);

m  m-1 _ m-p+k (k)
" - @

:dt_‘“[kZ:0 m-p+k+1) TI'(m-p+m)

j (t—=7)" "' ™ (t)dr ]

_ ‘"Z‘ F(m-p+k+(t-2)"f"@)  [(m-p+m) j-(t T (0de
= T(m-p+k+DI'k-p+1) I'm-p+m)'(m—-p)

~

m-1 (t—a)k—Pf(k)(a) 1 t e _m—l (t_a)k—pf(k)(a) s
2 T pr) +F(m—p)~!(t " (T)dr_;—r(k—pﬂ) +SD’f(t)

elde edilir, yani

m-1 _ k-p (k)
RLDPE(t) = ZMJFEDH(U
k=0 F(k -pt 1)

73

(12)

dir. Yukaridaki esitlikte k=0,1,...,m—1 igin f*(a)=0 sartlar1 saglanirsa Riemann-Liouville kesirsel tiirevi ile

Caputo kesirsel tiirevinin birbirine esit oldugu goriiliir.

Ornek 2.4 f(t)=(t—a)’ fonksiyonunu ele alalim. p =% ve p =% alirsak fonksiyonun Teorem 2.1 ve Teorem

2.2 nin sartlarmi sagladig1 goriiliir. Oncelikle bu fonksiyonun Griinwald-Letnikov kesirsel tiirevlerini hesaplayalim.
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.. .
a) p= 7 icin Tanim 1.1 dikkate alinirsa m, m<p<m+1 sartini saglayacagindan m = 0 dir. O halde

m (k) _q) Ptk !
aprp =3 WD L g (e
= T'(-p+k+1) I'(-p+m+1)"

:f‘“(a)(lt‘a)z+ 11 I(t r)zf(r)dr——.[(t 9 7 2z-ayde
Feg+) T+ F()

:%j(t—ﬂ;(T—a)dr:ﬁ‘[[(t—a)u;_u;]du—T 2(t—a) _g(t_a);]:%(t—a)i

3
2
elde edilir.

b) p= % alinirsa m =1 oldugu agiktir. Buradan p :% mertebeli Griinwald-Letnikov kesirsel tiirevi

m (k) _ —p+k t
LDt =) -’ , ! [t=nm " ()de
’ = T(p+k+1) I'-p+m+1)"

J'(t 7) Zf"(r)drz—j(t 7) 22dr——(t—a)2

s £ (a)(t—a) 2" L]
k=0 F(—%+k+1) (—§+1+l) ( )@ Jr

olarak bulunur.

Ornek 2.5 f(t)=(t—a)* fonksiyonunu ele alalim. p = % ve p= % almirsa fonksiyon Teorem 2.1 ve Teorem 2.2

nin sartlarmi saglar. Simdi bu fonksiyonun Riemann-Liouville kesirsel tiirevlerini hesaplayalim.

1 . 1 . S
a) p= 2 alinirsa Tanim 2.2 den m =1 oldugu goriiliir. Buradan fonksiyonun p = 7 mertebeli Riemann-Liouville

kesirsel tiirevi

RL P 1 "o m-p-1 1
aD[f(t)——)dt j(t )™ f(t)dt =

— (t—r) z (1: a)’dr
F(l—l)d I

I [GERGRRE I [ (t-a)° ~2(t-ayu® +u’Jdu

j Z(t—a—u)zdu——
r() fd Jr d

CL|Q_

o'—,‘\g

5 5 5 3
;4 B B B

[Z(t a)? ——(t—-a)? +—(t—a)?’|=——=(t—a)?

fd 3 5 3Jn

olarak hesaplanir.

b) p :% icin Tamim 2.2 dikkate alinirsa m, m—1<p<m sartin1 saglayacagindan m=2 dir. Boylece p = 3
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mertebeli Riemann-Liouville kesirsel tiirevi

. ~ 1 m ot . ~ 1 dz t ~ .
lef(t)——r( - )dtmj(t 7)™ f(t)dt = —r(z—é) - j (t-1) (r a)’dr
T) 2 (r a)’dt=— ' E(t—a—u)zdu
r(l)dt fd
:%%f[u ;(t a)’ —2(t—a)ul +u? ]du—}dz[z(t_ )2 _%(t—a)%-;-%(t—a)%]
14 4 .

\/_dtz 15(_)]_\/; a)2

dir.

.. ) 1 . .
Ornek 2.6 f(t)=(t—a)’ fonksiyonunu gdz oniine alalim.p = 2 ve p= 3 icin fonksiyonun Teorem 2.1 ve

Teorem 2.2 nin sartlarini sagladigini biliyoruz. Fonksiyonun Caputo kesirsel tiirevlerini hesaplayalim.

a) Tanim 2.3 dikkate almirsa m =1 dir. O halde fonksiyonun p :% mertebeli Caputo kesirsel tlirevi

1t f™@de 1 ¢ fde 1 b
= = t— 22(1—a)d
r(m—p)!(t—w-)"”*"“ ] i A Gl

“DI(1) = 1 d
r{a- *) @ (t—1)° F(E)

®

t-a 1 1

j(t—r) (t— a)dr—\/_J‘ Z(t—a u)du_j;j[uza—a)—uqdu

0

1o i

[2(t—a)2——(t—a) 1= \/;(t—a)i

dir.

b) Tanim 2.3 den p= 3 1(;1n m =2 oldugu dikkate alinirsa

c 1 ¢ £ (t)de 1 ¢ f'(v)dr 1 -
D) = e —= (t-1) *2dt
(m-p) '!‘ (t-1) re- é) " (t— T)E”’z r(l) '!‘
2 2
=%[2<t—a);] =%(t —ay’
bulunur.

Ormek 2.4 ve Ornek 2.5 birlikte degerlendirilirse Teorem 2.1 in sartlar1 saglandigindan Griinwald-Letnikov ve

Riemann-Liouville kesirsel tiirevlerinin esit oldugu goriiliir. Ayrica Ornek 2.5 ve Ornek 2.6  dikkate almirsa

k=0,L...m—-1 igin f*(a)=0 sartlar1 altinda Riemann-Liouville ve Caputo kesirsel tiirevlerinin ayni sonuglari
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verdigini sdyleyebiliriz. Ornek 2.4, Ornek 2.5 ve Ornek 2.6 dan hareketle, Teorem 2.1 in sartlarma ilave olarak
k=0,1,...m—-1 i¢in f*(a)=0 sartlar1 da saglanirsa Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville ve Caputo kesirsel

tiirevlerinin esit oldugu goriiliir.
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