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SONSUZ TOPOLOJIiK PERMUTASYON GRUPLAR

Hac1 AKTAS
GOU Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii Tokat

Ozet: Bu ¢alismada S iizerinde T ve K gibi iki topoloji tammlanmustir. 7 ve K min bazi 6zellikleri verildikten sonra S de
bir elemann sirastyla B ve B' komsuluklari tanimlanmis ve bu komsuluklardan yararlanarak 7 ve K topolojileri ile S nin
grup yapisimn uyusmadigi gosterilmistir. Bununla birlikte S nin yari-topolojik, quasi topolojik ve para-topolojik grup olmalar
ile ilgili baz1 sonuglar verilmistir.

INFINITY TOPOLOGICAL PERMUTATION GROUPS

Abstract: In this study, on S two topologies, such as 7 and K, are defined. Having given some properties of 7 and K,
there is defined respectfully B and B' neighbourhoods of an element within S, and with the help of these neighbourhoods it

is shown that 7 and K topologies are not compatible with the group structure of .S . However, S provides some results
related to the semi-topological, quasi topological and para-topological groups.

1. Giris
Bu ¢alisma Topolojik Permiitasyon Gruplar lizerinde yapilmistir. Her grup {izerinde tanimlanan diskre ve indiskre
topolojilere gore birer topolojik grupturlar. Fakat bir grup iizerinde tanimlanan herhangi bir topolojiye gére grubun

topolojik olmasi gerekmez. Burada S flizerinde verilen topoloji ile S nin grup yapismin uyusup uyusmadigi

gosterilecektir.

2. Tanim ve Teoremler

Bu ¢alisma boyunca €2 sonsuz bir ciimleyi, S, €2 iizerinde simetrik grubu gosterecektir[1]. A, Q nm c¢ift
permiitasyonlarinin ciimlesi XA da tek permiitasyonlarin ciimlesi olacaktir.

G, € nin permiitasyonlarmin bir grubu olmak {izere herbir a € €2 i¢in a G = {a o.0€ G} ciimlesine G nin
O elemant ile @ ni orbiti denir. 0 € G i¢in @ ¢ =a oluyorsa bdyle o larmn ciimlesine @ nin stabilizeri denir.
G, ile gosterilir. Eger S < Q) ise bir alt ciimlenin stabilizeri G4 = {O‘ eG:VselS, so= S} dir[1]. Bir
G ciimlesi iizerinde, bir topoloji ve bir grup yapis1 var ve asagidaki sartlar saglaniyor ise G ye bir topolojik grup

denir.
Gl G x G den G igine (x,y) — xy doniisiimii siireklidir.
G2 G den G icine déniisiimii siireklidir.

Eger G ciimlesi iizerinde (G1) ve (G2) sartlar1 saglamyorsa G iizerindeki grup yapist ile topoloji uyusur denir[2].
G topolojik grubunda birim elemanin komsuluklar siizgeci Bve a da G de herhangi bir nokta olsun.
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X —>axve X —> xa doniisiimleri homeomorfizim olduklarindan, J ler B nin elemanlart olmak iizere
aB = {aV :VeB } ve Ba= {Va :VeB } dir. Boylece grubun birim elemanimin komsuluk siizgecini
tanimladigimizda topolojik grubun herhangi bir @ elemaninin komsuluk siizgeci elde edilebilir. Eger 6zel olarak
X=e=Yyise Xy ve x " siirekli olmak iizere e nin komsuluklar siizgeci B iizerinde asagidaki aksiyomlar elde
edilir. 1) Her U € Bigin VV c U olacak sekilde ¥ € B vardir. 1) Her U € Bicin U™ € B dir. IIT) Her
acGveV eBignaVa' eB

G , iizerinde bir topoloji tanimlanmis grup olsun. Eger her bir @ € Gigin X — ax, X — Xa ve X —> x!

doniigiimleri G iizerinde siirekli ise G ye yari-topolojik grup denir. G iizerinde G1 aksiyomu saglaniyor ise G
ye paratopolojik grup denir. G bir yari-topolojik grup olsun. Eger her bir a € Gicin G den G igine
x — xax”' déniisiimii siirekli ise G ye quasi topolojik grup denir[2].

Teorem2.1: B(x) komsuluklar sinifi komsuluklar aksiyomu denilen asagidaki ozellikleri saglar. V1) B(x)
smnifina ait her ciimle X noktasmi bulundurur. V2) B(X) e ait herhangi bir ciimlenin her iist ciimlesi de B(x) e
icindedir. V3) B(X) e ait sonlu sayida ciimlenin kesisimi yine B(x) dedir. V4) V', B(x) in bir eleman1 ise
B(x) de dyle bir W ciimlesi vardir ki her bir y € W igin V', B(y) ye aittir[3].

Teorem2.2: G bir grup ve B, G iizerinde I, II ve III sartlarin1 saglayan bir siizgeg olsun. Bu takdirde G' nin grup

yapist ile uyusan G iizerinde tekbir topoloji vardir ve B, e nin G iizerindeki komsuluklar siizgeci olmak iizere
herhangi bir @ € G noktasmin komsuluklar siizgeci aB veya Ba seklindedir[2].

Teorem2.3: B, G iizerinde ¢ nin komsuluklar siizgeci olsun. G nin yari- topolojik grup olmasi igin gerek ve
yeter sart II ve III nin saglanmasi ve B(x) = xB = Bx komsuluklar ailesinin V4 aksiyomunu saglamasidir[2].

Teorem2.4: B, G iizerinde e nin komsuluklar siizgeci olsun. G' nin paratopolojik grup olmasi i¢in gerek ve

yeter sart B nin I, III nin saglanmasi ve her V' € B igin e € V' olmasidir[2].

3. Sonsuz Topolojik Permiitasyon Gruplar

S lizerinde bir topoloji olarak 7 = {U < S:U° sonlu }U {CD} topolojisi olsun. Gergekten 7 bir topolojidir. (i)
®er, S°=® sonlu oldugundan S € 7 dur. (ii) U,,U, € rolsun. (U, "U,)  =U," WU," sonlu iki
kiimenin birlesimi sonlu olacagindan U, N"U, €t dur. (iii) U; € 7 olsun. (U U) = ﬂUl.c cUS, USf

iel iel
sonlu oldugundan sonlu ciimlenin her alt climlesi de sonludur. O halde U U, € 7 elde edilir.
iel

Lemma3.1 (i) (S, 7) topolojik uzayr Hausdorff degildir. (ii) (S, 7) uzayr 7} dir. (iii) (S,7) kompakttir.

Ispat:(i) Eger S topolojik uzay1 7, ise bu takdirde her x,y € S i¢in x in bir U, y nin bir ' komsulugu
vardir ki UNV =® dur. U, V € roldugundan U ve V sonludur. U LUV =UNV) =0 =S
olurki sonlu iki ciimlenin birlesimi sonsuz olan S ciimlesine esit olur. Bu geliskidir. O halde (S,7) uzayi
Hausdorff degildir. (i) S nin 7] oldugunu gdstermek i¢in her x €S olmak iizere {x} kapali oldugunu
gostermek yeterlidir. U = {x}c olsun. U“ = ({x}c)c = {x} sonludur. U = {x}c € 7 oldugundan {x}c acik, o
halde {x} kapalidir. (iii) {U A }1.51 ailesi S nin acik bir ortiisii olsun, yani S = Uie[ U, ve U, €7dur

1
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I

U, etise U, sonludur. Yani U :{avaza---aan} dir. O halde a;yi iginde bulunduracak en az bir

U, ervardi. S=U, WU =U, Ula,,a,,...a,}cU, UU, U..0U, =Un U, olur. O halde
i 0 [ K [ 1 n i=0

1,

(S,7) kompakttir.

Lemma3.2: S iizerinde e € S nin komsulugu B(e) = {U c S:U,e nin komsulugu e€V c U olacak

sekilde V' €7 vardir. }olarak tanimlansin. B(e), e nin komsuluklar siizgecidir.

Ispat: B(e) nin komsuluklar siizgeci oldugunu gostermek i¢in komsuluklar ailesi oldugunu gostermek yeterlidir.
Teorem2.1 i sagladigii gostermek yeterlidir. V1) U € B(e) ve U < U, olsun. Bu takdirde e €V c U c U,
olacak sekilde en az bir V et vardi. eV cU, ise U, €B(e) dir. V2) U,,U, € B(e) olsun.
U eBle)=>eelV,cU, (velU,eB(e)y=eecV,cU, (**) olacak sekilde V},V, € t vardir. (*) ve
(**) ifadelerinin taraf tarafa arakesiti almsa eel NV, cU NU, V,NV, et oldugundan
U, NU, € B(e) dir. V3) Her U € B(e) i¢in e€V < U oldugundan e, B(e) nin her elemaninda vardur.
V4) U e B(e) olsun. eeV cU olacak sekilde en az bir V' €7 vardir. B(e) nin bir W elemanm
W =V olarak alahm. W =V € B(e) dir. Gergekten, e €V V' ve V € r oldugundan igindeki her noktanin

bir komsulugudur.

Lemma3.3: e nin S iizerinde komsuluklar siizgeci olan B(e), II ve III aksiyomlarini saglar. Fakat I aksiyomunu

saglamaz.

Ispat: U € B(e) olsun. Bu takdirde vardir. Sbir grup ve grupta her elemanin tek bir tersi oldugundan
o(V)=o((V ")) dir. O halde (V") sonludurve e V™' €7 dur. Her x €V ' icin x ' €V < U ise
xeU™ olur. Buradan V' c U™ ve U™ € B(e) elde edilir. Simdi de Il aksiyomunun saglandigimi
gosterelim. Her @ € § ve her U € B(e) igin e € V — U olacak sekilde 7 nun en az bir V' elemani vardir. V',
T nun bir agig oldugundan herhangi bir @ € S igin aV, Va carpim agiktir. O halde aVa™ aciktr.
aVa erdur. VcU oldugundan aVa™' caUa™" dir. aVa™ € B(e) olur. B(e), 1 yi saglamaz,
gergekten; U =S — {(12)} alalm., U‘ = {(12)} sonlu oldugundan U € 7 dur. V.V c U olacak sekilde
tiimleyeni sonlu olan hi¢bir V' € B(e) bulunamaz. Ciinkii her V € B(e) igerisinde c¢arpimlart (12)
permiitasyonunu ~ veren  permiitasyonlar  olacaktir. Mesela <V =S8 — {(12), (13)...., (ln)} olsun.
Ve = {(12),(13),...,(1”)} olur ki V' €7 dur. V' igerisinde (12)(34) ve (34) permiitasyonlari vardir ve
((12)(34))(34)= (12)eVV ¢ U dur.

Teorem3.1: S sonsuz permiitasyon grubu 7 da agiklart @ ve tiimleyeni sonlu olan S nin alt ciimlelerinden
olusan bir topoloji olsun. Bu takdirde (i) S yari-topolojik grupdur. (ii) S quasi-topolojiktir. (iii) S para-topolojik
grup degildir.

Ispat: (i) S nin yari-topolojik oldugunu gostermek igin e nin komsuluklar siizgeci olan B(e) nin II ve III
aksiyomlarini sagladigim ve B(x) = xB = Bx in Teorem2.1 in V4 sartim gergekledigini gdstermek yeterli
olacaktir. Lemma3.2 de B(e) nin e komsuluklar siizgeci oldugu ve Lemma3.3 de de B(e) nin 1I ve III
aksiyomlarin1  sagladigi  gosterilmiti. Simdi  B(x) =xB = Bx= {xU cS:xU,x in komsulugu
x € xV < xU olacak sekilde xV € 7 vardr. } komsuluklar siizgecinin V4 aksiyomunu sagladigini gosterelim.
U € B(x) olsun. Bu takdirde x € ¥V < U olacak sekilde en az bir V' € 7 vardir. U, x in komsulugu ve agik
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oldugundan U,V deki her noktanm bir komsulugudur. O halde bir W € B(x) igin 6zel olarak W =V alinirsa
VyeV in U € B(y) olur. O halde S yan-topolojik gruptur. (i) S yari-topolojik oldugundan
X —> Xxa, x —ax, ve X —> x! doniisiimleri S {izerinde siireklidir. Dolayisiyla bu déniisiimler S iizerinde
homeomorfizimdirler. @ ve b,S yi taramak {izere x —> axb déniisimleri S nin homeomorfizimlerinin bir
grubunu teskil ederler.Yine a,S yi taramak iizere x —> axa™ doniisiimlere dontisiimleride bu homeomorfizim

grubunun alt grubunu olustururlar. x — axa™' homeomorfizm oldugundan siireklidir.O halde S quasi-topolojiktir.
(iii) B(e) , e *nin komsuluklar ailesi I aksiyomunu saglamadigindan dolay1 S para-topolojik grup degildir.#

S iizerinde e’nin bir baska komsuluklar ailesi olarak B'(x) ile gdsterilecek olan

B'(e)=1{S, : Ac Q sonlu S, noktasal stabilizer } [4] ciimlesi verilsin. B'(e), S iizerinde bir topoloji iiretir.
Simdi bununla ilgili lemmalar1 verelim.

Lemma3.4: B'(e),S igin bir bazdir.

Ispat: ¢ < Q ve bos ciimlenin stabilizeri S *nin kendisi oldugundan B; € B'(e) olmak iizere

S = UBi dir. Her U,V € B'(e) ve x €U NV olsun. U NV bir grup ve {2 nm bir sonlu alt ciimlesinin
B;eB'(e)

stabilizeri oldugundan B'(e) nin bir elemanidir. O halde x eU NV < U NV oldugundan B'(e), S igin bir

bazdir.

Lemma3.5: B'(e) ciimlesi e nin komsuluklar ailesidir.

Ispat: Ispat igin Teorem?2.1 deki aksiyomlarin saglandigim géstermek yeterlidir. V1) U € B'(e) ve U CV
olsun. Bu takdirde

S, =U olacak sekilde en az bir A < €2 vardir. A herhangi bir A" alt ciimlesi i¢in S, < .§,, =V dir. O halde
V € B'(e) elde edilir. V2) U,V € B'(e) olsun. U NV <U ve UNV <V oldugundan U NV € B'(e)
dir. V3) U € B'(e) lerin hepsi grup oldugundan e € U dur. V4) U € B'(e) olsun. W c U olacak sekilde
B'(e) nin bir W elemam bulunabili. W c U ise yW < yU dolayisiyla yU € yB'(e) = B'(y) dir. O
halde U € B'(y) elde edilir.#

B'(e), e nin komsuluklar ailesi oldugundan Teorem2.2 ye gore S iizerinde tek bir topoloji tammlanir. S

lizerindeki topoloji v ile gosterilirse K={U cS:VxeU iin xeV cU olacak sekilde IV € B'(e)
vardir }: UcS:U-= UBl. dir.

B;eB'(e)
Lemma3.6: B'(e) I ve Il aksiyomlarmi saglar. Fakat 111 y1 saglamaz.
Ispat: I) Herhangi U € B'(e) igin en azindan V = {e} e B'(e) vardirve V.V =V c U dur. 1) U € B'(e)
olsun. U < S oldugundan U =U™" € B'(e) dir. III) 11l saglanmaz giinkii her a € S ve V € B'(e) igin

aVa™ € B'(e) olmasi ¥ nin S nin normal alt grubu olmasi ile miimkiindiir. Halbuki her ¥ € B'(e), S nin

alt grubu degildir.
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