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Ozet:
tft{og]fs)

denkleminin ¢ozUmlerinin salmumsizigr igin yeter sartlar verildi . Sonuglar , Parhi tarafindan verilen bazi kriterier
genellegtirilerek elde edildi .

ON THE NONOSCILLATION OF SOLUTIONS FOR A CLASS OF THIRD ORDER NON-LINEAR
DIFFERENTIAL EQUATION

Abstract: Sufficient conditions for the solutions of

o) L{H)2 )|+ £ + )= 16

to be nonoscillatory are presented. The results obtained generalize some criteria given by Parhi

Giris

Bu ¢aligmada

AT L) )| alef ) + pleIts)= 76) o)
ds|: ds[ dSH {ds]

seklinde ki denklemler tizerinde duracaiz. Burada ¢ , r , q , p ve f, O'(S)>0 , r(s) >0 ve

f(s)20 olacak sekilde [0,00) arahipy zerinde reel degerli strekli fonksiyonlardir , /> 0 sabiti tek
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tamsayilarin oramidir ve h(x}, x # Q0 igin h(x) x> 0 olacak sekilde (— 00,00) aralify iizerinde siireklidir .

( 1) denkleminin g¢esitli &zel durumlar [5] , [15] cofu araghrmaci tarafindan cahsaldr . (1)
denkleminde , #=1 , ofs)=r(s)=1 , £(5)=0 ve h(x(s)) =x (s) oldupu durum Birkhoff [1] |
Gregus [4] , Hanan [6] ve Philos [14] tarafindan incelendi . Daha sonra Parhi [13] , (1) denkleminde
=1 ve h(x(s))=x(s) oldugu durumu ele alarak inceledi. Son zamanlarda =1 ,q(s)=0 ve h(x(s))
=x (s} iken , bu denklem Cecchi [2] tarafindan gozdniine atind:. Ayrica lineer olmayan durumda f =1
, M(s)=1, £()=0 ve @ >0 tek tamsaylan igin A(x)=x® olmak tizere (1) denklemi (izerinde Erbe
[3] ve Heidel [7] galist1 . Daha sonra Parhi [8—12] , { 1) denkleminin, r(s)=l ve h(x)=xa

durumlanim incetedi .
Bu caligmada (1) denkleminin salimmsiz ¢bzimleri ile ilgili baz1 yeterli sartlar verecegiz . Sonuglar,

[8—-13] de ifade edilen baz:i kriterleri genellestirmektedir. Bunun igin uygun bir doniisiim yardmiyla ( 1)

denklemini daha dnce bilinen formlara indirgemek gerekir. Eger

?;% =0 (2)

0

ise, bu durumda R :[0,00)—>[O,oo) sitrekli fonksiyon R(S): I% seklinde tammit (2 ) den ,
g riu

§ —» 00 igin R(s)——) o0 olacak gekilde artan bir fonksiyondur . Dolayisiyla R 7 tersi meveuttur . t= R (s)

yani §=R" (t ) dir. (1) denkleminde y(t) = x(R —l(t))= x(s) dondsiimit yapilirsa |

UL ], IO EL - rop)- 16 6

dr I‘(.S‘) dr? +(r(s) A1 dr

denkiemi elde edilir. Incelememizi O0<T olmak fizere [T ,00) araligmda meveut ( 1) denkleminin
belirgin olmayan gercel ¢tzilmlerine kisitlayacagiz .

Simdi amaca ydnelik bazi kavramlara yer verelim . Eger Se[t,oo) ve her §25 igin x(s):tO
olacak gekilde bir 5, 27 mevcut ise, (1) denkleminin bir x ¢bziimiine salimmsizdir denir . Eger herhangi
bir 527 igin x(s,)>0 ve x(s,)<0 olacak sekilde s, <5, <&, esitsizligini saglayan s, ve s,

sayilan mevcut ise, (1) denkleminin bir x ¢dzim0 sahmmhdir denir. Efer (1) denkleminin bir x

coziimiine keyfi yeterince biiyiik sifira sahip, ancak belli bir yerden sonra negatif” degil veya pozitif degil
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ise, z—tipi ¢bzimdir denir. (1) denkleminin bir x ¢dzimi salmmb ya da z - tipi ise, zayif
salinimh olarak adlandirihr . EZer (1) denkleminin tiim c¢6ziimleri salmimsizsa, denkleme sahmimsiz
denklem denir .

Ayrica ileride gerekli olan ve ispat: Parhi [1 1] dekine benzer gekilde yapilabilecek bir lemma ifade

edelim .

Lemma 1. o ,r ve q, O'(S)>0 olacak sekilde [0,00) arahigi lizerinde reel degerli fonksiyonlar

olmak lizere

d [c(s)%]+g—(s)w=0 )

ds

denklemini gdzoniine alalim . Eger w(s), a > 0 olmak fizere § &€ [a,co) igin w(s)>0 veya <0 olacak
sekilde (4 ) denkleminin salmimsiz bir ¢bziimii ve u da a<b<c i¢in u{b)=0=u(c) ve [57,6‘] aralig

tizerinde u(s)#- 0 olacak sekilde [a,oo) aralify Ozerinde bir kez siirekli tiirevlenebilen bir fonsiyon ise,

;j{o-(s)(u’(s))2 - %uz(s) s >0 (5)

dir.
5

du
Uyar11. t ve s deiskenleri arasinda R(s)= I—(—) olmak iizere t=R(s) donlistimd altinda w(s)
0

=z (t} oldugundan (4 ) denklemi ve (5) esitsizligi sirasiyla

d| ols)dz
ol b =0
dr l: r(s) dt } i q(s)z ®

ve

RT)[E@@'@»Z —alh >0 -

LT (S)
olarak ifade edilir.

Bu kesimde (1) denklemi ile ilgili teoremleri ifade ve ispat edelim .
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Teorem 1. (1) denklemi ile ilgili genel kabullere ilaveten p(s)?_ 0 ve q(S)S 0 olsun. Eger

i) x>0 igin A(x)<x
it ) Yeterince bliyltkk s degerleri igin p(s) + q(s) >0

fii ) hm—L) =00

== pls)

ve

ise, bu durumda (1) denkleminin smurlt gdziimleri salinimsizdir

Ispat : Teoremin ispatini doniistiiritlmils ( 3 ) denklemi igin yapacagiz. y(t)=x(R_[ (z‘))=x(s) den
dolayr (1) denklemi igin sonuglarin dofrudan gegerli oldugu agiktir.

y, t 20 olmak tzere t 27 igin Iy(t ] < K olacak gekilde [T,oo) arabig) dzerinde (3) denkleminin

st bir ¢8ziimi olsun. Verilen garttan f27, igin f (t)Z Kp(t) olacak sekilde bir £, 2T
mevcuttur. Teoremi ispatlamak i¢in z- tipi ve sahmiml tdrde ¢ozimlerinin olmadifimi gostermek yeterlidir.

Kabul edelim ki y , (3) denkleminin a ve b (to Sa(b) ardigik kath sifith z- tipinde negatif
olmayan bir ¢6zimil olsun. Buna gbre y'(c)=0 ve te(a,c) igin y'(t))O olacak sekilde bir

ce (a,b) meveuttur, (3 ) denklemi y'(t) ile garpilirsa,

["(( o) )y (r)} %(f}@'(r))f—ﬁ%w) RO DY) ®

dir .Elde edilen bu esitligin a dan ¢ ye integrali alinirsa,
_| als)
0-| 7 0)]
> [I6)- PO}y

> JU6)- K6}y )i >0

bulunur . Bu kabule c¢eligkidir .
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y,aveb (to <a <b) ardigik kath sifirls z- tipinde pozitif olmayan bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda
y(c)=0 ve tele,b) igin y'(t)>0 olacak sekilde bir ¢ € (a,b) meveuttur. Buna gore y"(c})=0 ve

y"(b)s 0 dir. (3) denkleminin ¢ den b ye integrali aliirsa,

>0'R"‘b . _ch"(cyc
) H R

2L (DY [oeX oM >0
olup geliskidir.
$imdi de kabul edelim ki y, f{a,6) igin y(t)<0 , te&(b,a’) igin y(t)>0 ve y'(a)<0,
y()20 , y'(a’)<0 olacak sekilde a,b ve @' (f, Sa<b<a') ardigk sificls sahmml bir goziim
olsun . Boylece y'(c)=3'(c')=0 ve te(c,b) vede te(b,c) igin Y()>0 olacak sekilde
ce(a,b) ve ¢’ €(b,a’) nokialart mevcuttur . Bu durumda ya  3"(0)>0 ya da »p"(h)<0 dir.

y"(b)SO olsun. (8) in ¢ den b ye integrali ahnirsa,

02 ZEON )00)

&)’

- J{:i(f))(y”(t))z (q!)Sﬂ! : ) = pls)r (sl Yy )+ r(s)f ()y'(e) ke >0

celigkisi elde edilir.

Bu kez de y"(b)> 0 olsun.(8) in b den ¢’ ne integrali alinirsa,

- 2B ) )

)"
2 [17(6)- Kplo)6)y e > 0

¢eliskisi elde edilir. Bu da teoremin ispatini tamamlar .
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Ornek 1.
9 &£ -3 3. ! 57 7 st st
LA EMpr g j"’_[sdib‘_J ~s5"%e 2(&1"_} +-S—x(1—x)=is“+£-—e O TR
ds|| 64 7 ds ds ds 2 16 2 2

.!“

Denkleminin tim simrh ¢6ztimleri salimmsizdir . Ozel olarak x(s)= e % denklemin smurh ~salimmsiz  bir

coziimidiir .
Teorem 2. (1) denklemine iliskin genel varsayimlara ilaveten p(S)S, 0, q(S)S 0 v¢e #=1 olsun

. Eger

i) y<0 igin h(y)zy
ve

ii) q, yeterince blyik s degerleri igin p(s)+q(s) <0 ve p(s)r(s)—q'(s)z 0 olacak
sekilde siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon ise, bu durumda (1 )denkleminin tim ¢6ziimleri salimimsizdir .

ispat: y, 1,20 olmak izere [to,co) aralify (zerinde ( 1) denklemine denk olan (3)
denkleminin bir ¢éziimil olsun . Kabul edelim ki y(t), (3 ) denkleminin a ve b (IG <a <b) ardigtk katl
sifirh z- tipinde negatif olmayan bir ¢bziimii olsun. Buna gore y’(c)=0 ve te(a,c) igin y'(r)>0

olacak sekilde bir c € (a,b) mevcuttur. =1 igin (8) ifadesinina dan ¢ ye integrali alinirsa,

0= I{‘rﬂ(f)) OO - alsXy' O - plolr(sIly)y'e)+ rls)r(s)y(0) e > 0

celiskisi elde edilir .

y .(3) denkleminin a ve b (1‘0 fac< b) ardigik kathi sifirlh z - tipinde pozitif olmayan bir ¢dzimii

olsun. Béylece y'(c)=0 ve Ie(c,b) igin y'(t)>0 olacak sekilde bir ce(a,b) mevcuttur, ( 3 )

denkleminin ¢ den b ye integrali alinirsa,

>o~R‘1b iy OlR(c)) ,
R"(b)y b rR"I(c)y(c)
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j' y'(t Yt - Ip (s)n(y )it
— g(R W)+ [t~ [plH W

>~ [lps)(5)-a 6ok >0

celiskisine varilir .

Simdi de kabul edelim ki y, ¢ (a,b) icin y(r)<0, € (b,a") igin y(£)>0 ve y'(a)<0

. y'(b)Z 0, y'(a')S 0 olacak sekilde a,b ve a' (to <a<b< a') ardigtk sifirli sahmmli bir ¢dziim

olsun . Bbylece y'(c)=y'(c')=0 ve te(c,b) ve de tG(b,C’) igin y'(l‘)> 0 olacak gekilde

ce (a,b) ve ¢'€ (b,a') noktalart mevcuttur . Bu durumda ya y"(b)?_ 0 yada p"(b)<0 dir. (8)

ifadesinin b den ¢’ ne integrali ahnirsa,

alR'(b

02 61y

_ “j{gg))w(r»z ~ g6 Xy OF - PO O+ £G6WE) ) >0

geliskisi elde edilir. Bu kez de y'(b)< 0 olsun.(3) denkleminin ¢ den b ye integrali alinirsa,

olR7(p)) , alRc)) ,
2 B R—l(b) Yy (b)—q(ﬁc_))))y (C)
> (R Oe)- [Iple)(s)- g6k >0

¢eliskisi bulunur . Bu da teoremin ispatin1 tamamlar .
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Teorem 3. ( 1) denklemine iligkin genel varsayimlara ilaveten p(s)2 0 ve (4)

. s . hlxts _
denklemi salimmsiz olsun . Eger llmIL) =0 ve lim =@, 0<f <o ise, bu durumda
] p(s x—0 X

P =1 olmak uzere (1) denkleminin tim smirh ¢Oziimleri salinimsizdir.

Ispat: y, 12T igin |y(t] < K olacak sekilde [T,oo) aralif1 tizerinde (1) denklemine denk olan (

h!x!sn

3) denkleminin smirh bir ¢bziimil olsun. Hipotezden dolayr ¢ 217, igin ( ) <K ve t2t, igin
X\s

f (S)>K : p(s) olacak gekilde #, 2#, >7 noktasi vardir. Ispatm geri kalan kismi Teorem 2’ ye

benzer sekilde yapilabilir .
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