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DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN COZUMUNDE GALERKIN YONTEMI

Ali OZDES
insnlt Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Matematik B&liimil, Malatya

Ozet: Elastisitinin Young Modeli olarak bilinen dérdiincil mertebeden diferensiyel denklemin Varyasyonel Galerkin
" ybntemi ile nitmerik ¢oziimleri elde edildi. Sonuglarin Ritz ¢dziimi ile uyum iginde oldugu goriildii.

GALERKIN METHOD ON THE SOLUTION OF THE DIFFERENTIAL EQUATIONS

Abstract: The numerical solutions of the forth order differential equation so-called the Young modulus of eiasticity have
been obtained by using the Variational Galerkin method. It is shown that results are reasonably in good agreement with Ritz
solution.

Giris

Genel olarak A bir operatdr olmak iizere
AU = f 4))]
seklinde ifade edilebilen denklemlerin yaklagik ¢6ziimiinde Varyasyonel yontemler genis bir uygulama alanina
sahiptir. Ozellikle A’ mn diferansiyel operatdr olmasi durumunda Galerkin ve Ritz ydntemlerinin ¢ok sayida
uygulamasmna rastlamak miimkiindfir [1-3]. Varyasyonel ybntemlerle ilgili oldukc¢a genig bilgiler Mihklin{4],
Rektorys[5] ve Reddy[3] tarafindan verilmistir.

(1) esitligi seklinde ifade edilebilen denklemlerin yaklagik ¢oziimilnde kullamilabilen Galerkin yontemi
asafidaki teorem fizerine temellenmigtir:

Teorem 1: H bir Hilbert uzay, N ise bu uzayda yopun bir kitme olsun. Eger bir # € H her ve N ye
ortogonal ise # =0 dur.

Ispat: Her v & Nigin (#,v) =0 ise u € N* demektir (N* = {ueH:u_Lx,‘V'xeN}). ue N*

olsun. N = H oldugundan H < ﬁ ,yani H nin her eleman1 N nin degme noktasidir. Dolayisiyla # € ﬁ dir.
Degme noktas: ézelliginden N debir (x,) dizisi vardir 8yleki x, — w dir. 4N oldugundan (x,,u) = 0 du.

Carpmun dzelliginden [x, = x,y, 2> y=(x,,¥,) > (1] (x,,u) > (u,u)= ”u”2 = 0 oldugundan

u =0 dir.
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Boylece H  Hilbert uzaymdan @ ,@P,,@; - sekiinde bir baz segilise teoreme gore

(u,$,)=0 (k=123,---) otmast u =0 olmasim gerektirir. Eger H da yogun bir N kiimesi, a, keyfi

n
sabitler oimak lizere Z a.d, seklinde elemanlardan olugturulursa Vk igin
k=1

(u,4,)=0 (k=123,--)oldugunda (u,Zakgék) =0 olur.
=

Buna gore (1) H Hilbert uzayinda bir denklem olmak iizere V£ i¢in (Au, — f,$,) = 0 olacak sekilde bir
u, € D, bulunabilirse %, (1) denkleminin ¢6ziimil olacaktir.

Galerkin ydnteminde bu %, elemanmin bir yaklagtm olarak

un . Zak¢k (2)
k=1

alinir. a, sabitleri (Au, — f,¢,) =0 kosulundan tammlanacaktir. Bu kosul &, sabitieri i¢in n-bilinmeyenli n-

denklemden olusan bir sistem verir, Bu sistem a¢ik olarak yazilirsa

(Ad,.d))a, +(4¢,.8)a, +-+(48,.8)a, =(f.¢)

(A¢y.8,)a, +(Ady,8))a, +--+(A49,.8,)a, =(f.4,) -~

(A¢y.0,)a, +(Ag,.8,)a, +--+(44,.4,)a, = (f.4,)

elde edilir. ¢1 ,¢2 .o+ ler lineer bagimsiz olduklarindan bu sistem tek olarak ¢dzilebilir. Boylece (1)-

denkleminin ¢zilmil olan %, elemamnin (2) ile verilen bir yaklagik seri ¢dziimi elde edilmis olur. (2)-serisinin
yakinsaklig1 igin asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2: Eger H Hilbert uzayinda yogun bir D, kiimesinde tammli 4 operatorii pozitif tanimls ise
katsayilar1 (3)-sistemiyle tamimlanan (2)-Galerkin dizisi (1)-denkleminin ¢zlimiine yakinsar{5].

Genel olarak Galerkin yéntemi A4 operatdril izerine bir kisitlama getirmez. Ancak bu durumda (3)-sisteminin

goziilebilirligi ve (2)-serisinin yakinsakligindan bahsetmek cldukea zordur.

Test Problem

(4 + x)U")"+600U = 5000(x—x*)  (0<x<1)
Uy=0 ,U1)=0
Un0)=0 ,U"(1)=0
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baglangic defer problemi gtz Sniine alinsin. Problem elastik bir maddeden olugan bir gubugun burulmasinin

modetlemesi olarak yorumlanabilir. Daha genel anlamda ise Elastisinin Young modeli olarak ifade edilebilir.

Burada AU =((4+x)U")"+600U seklinde tanimianan A operatérii; [0,1] arahiginda dérdiincii
mertebeye kadar siirekli tiirevlenebilen ve verilen yan kogullari saglayan fonksiyonlarn D, lineer kiimesi lizerinde

pozitif tamimhdir.

Verilen kosullara uygun olarak baz fonksiyonlar: @, (x) =sin jmx ,j=12,---,n seklinde segilebilir.

Bu durumda (2) vaklagik ¢éztimil

u, =y a,,(x)=>Y a,sinjm
J=1

Jj=1
olacaktir. Béylece (3)-sisteminin katsayilari agagidaki gibi elde edilebilir:
i 0 k=jJ
Jsin Jrxsin kmedx = 4 1
0

=~ k=i
5 J

_1\Jk =1 j+k_1
, 1[(_l)k2 L_en 2} oy
Ixsinjmcsinkmcdx: 210U~ )171' (J+k)'n

0

P

fex—x?)sin jmedx = 21— (1] olup
; i’
(Ady.8,) = 9”;"4 +300

B ?T4j2k2 (_l)j—k _'_1 _ (“—l)'“k __1
(A¢_;5¢k)"' 2 [(j—k)2ﬂ2 (j+k)27l'2
(9= 5l- ]

olur.

Ongelikle n=3 igin Rektors[5] in Ritz ¢dziimii ile karsiastirmak amaciyla sistem Gauss-Eleme yontemi
kullanilarak ¢bziilmusttir. Elde edilen sonuglar tablo1 de degerlendirilmigtir. Daha sonra yontemin teorisine uygun
olarak daha dogru ¢dziimler bulmak igin baz fonksiyonlarmin sayisi artirtlarak n=5 ve n=10 ahnip ¢oziimler elde

edilmistir. Bu sonuglar tablo2 de degerlendirilmistir.
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Hata Tahmini

M__IIAE‘;:C; f“ seklinde

2
U, genellestirilmis ¢dz0m, u,yaklagik ¢ozim olmak (zere hata ”uo -u, " <

1
tammlanir. Burada C? =87% = 78.9568 dir(5]. "Aun - f ”2 = J‘(Au,l — f)*dx seklinde hesaplanabilir.
0

"uo —u, "

n

L
Aynica ”un "2 =(Au,,u,) = J’u” Au,dx olup bagil hata; seklinde hesaplanir.

0

Buna gore n=3 igin elde edilen goziimlerde yapilan bagil hata 4.7815 x 107, n=5 igin 3.4198x107 ve

n=10 igin 2.2169 x 107" olarak hesaplanmistr.

Cizelge 1. n=3 ig¢in Galerkin ve Ritz yontemleri ile hesaplanmig Au, degerlerinin karsilagtinlmasi,

x Galerkin Y éntemi Ritz yéntemi[5] f(x)
1/6 678.5036 678.33 694.4445
2/6 1141.2297 1138.44 1111.1111
3/6 1240.9370 1240.82 1250.0000
4/6 1095.1678 1094.92 11111111
5/6 707.5659 707.38 694.4444

Cizelge 2. n=5 ve n=10 igin Galerkin ySntemi ile elde edilen Au degerlerinin kargilastinlmasi.

x A, Ay, ()
1/6 713.2254 687.0083 694.4445
2/6 1102.1666 1109.9425 1111.1111
3/6 1253.6437 1251.7874 1250.0000
4/6 1112.0912 1114.8921 1111.1111
5/6 686.1001 701.3978 694.4444
Sonug

Goz 6niine alman problem bir gubugun burulmasinin modellemesi olarak elastisiti teorisinde ortaya ¢ikmistir.

Analitik olarak, diferensiyel denklem bir doniigiim yardimiyla Bessel tipi denkleme doniistiirtiliip ¢oziilebilir{6].
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Ancak bu tiir ¢8ziimiln sayisal olarak degerlendirilmesi olduk¢a zordur. Bu nedenle denklemin ¢dziimil igin
degerlendirmenin daha pratik oldugu ve istenilen dogrulukta bulunabilmesi agisindan Galerkin yontemi tercih edildi.
Sonuglar n ‘nin ¢esitli degerleri i¢in hesaplandi. n=3 igin ¢oziim Rektory[5] de elde edilmig Ritz ¢dozlimi ile
kargilagtiriidh. Cizelge 1’ de goruldugil gibi her iki ¢dzim cok iyi bir uyum sergilemektedir. Yontemin teorisine
uygun olarak ¢8zlim serisinden fazla sayida terim almdifinda daha iyi sonuglarin bulunacagi Cizelge 2 ve hata
analizlerinden gtzlendi.
Sonug olarak analitik ¢ozlimi{l oldukga karmasik olan boyle problemler igin varyasyonel tekniklerle elde edilen

coziimlerin analitik ¢6zlim yerine kullanilabilecegi stylenebilir.
Tesekkiir
Bu ¢alisma, Inonii Universitesi Arastirma Fon Saymanlig: tarafindan 2001/17 nolu proje ile desteklenmistir.
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