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Ozet
Bu ¢alismanin amaci, Covid-19 viriisiiniin yayilimi hakkinda tahminde bulunabilmek igin tanimlanmis

Anahtar kelimeler
Covid-19; Conformable
Kesirli Mertebeden

olan bir matematiksel modelin Conformable kesirli mertebeli halinin kompleks davraniglarini
incelemektir. Bunu yaparken model tam deger sabitlerinin kullaniimasina dayali bir siregten gegirilerek

P . fark denklem sistemine donustlriilmistiir. Daha sonra bu yeni sistemin dinamik davraniglar
Turev;Kararhlik;

Catallanma:Kaos incelenmis, sistemde Neimark-Sacker ¢atallanmasi olustugu gosterilmistir. Ayrica sistemde ortaya ¢ikan

kaosun ve gatallanmanin kontroli igin sisteme iki farkl kaos kontrol stratejisi uygulanmistir. Son olarak
bulunan bitiin bu analitik sonuglarin dogrulugu parametre degerleri reel verilerden alinarak niimerik

Kontrol.

similasyonlar ile gosterilmistir.

Chaotic Behaviours and Chaos Control of a Conformable Fractional
Order COVID-19 Model with Reel Data

Abstract
The aim of this study is to examine the complex behavior of the Conformable fractional order of a

Keywords
Covid-19; Conformable
Fractional Derivative;
Stability; Bifurcation;
Chaos Control.

mathematical model that has been defined to make predictions about the spread of the Covid-19 virus.
For this purpose, the model is transformed into a difference equation system. Then, the dynamic
behavior of this new system is examined and it is shown that Neimark-Sacker bifurcation occurred in
the system. In addition, two different chaos control strategies have been applied to the system to
control the chaos and bifurcation that occur in the system. Finally, the accuracy of all these analytical
results are shown with numerical simulations by taking the parameter values from real data.
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1. Giris

ik Covid-19 vakasi Aralik 2019'da Cin'in Hubei Son zamanlarda Covid-19 salgininin sehirlerde ve

eyaletine bagli Wuhan kentinden bildirildi. insani bir popilasyonlar arasinda yayilimini tahmin etmek icin

pek cok matematiksel model ortaya atimistir
(Apergis 2021, Omame 2021, Inc 2021, Ayris et al.
2022, Lee 2022).
sistem hafiza etkisi ve kalitsal 6zelliklerinin kesirli

deneysel hata sonucu ortaya ¢ikan bu virlsler, canh

organizmaya girene kadar polimerleserek ylizeylere

Bircok biyolojik olayda var olan

yapisabilmelerine ragmen hayvan veya bitki

hicrelerinin disinda yasayamayan o i L
mikroorganizmalardir. ilk ortaya ciktigi giinden beri mertebeli diferansiyel denklemler araciligi ile daha

viriisiin yayilimi pek cok arastirmaci tarafindan iyi tanimlanabiliyor olmasindan dolayi reel diinya

olaylari modellenirken kesirli mertebeli denklemler

yogun bir sekilde arastirilmaktadir. Bu

arastirmalarin bazilarinda, Andraus et al. (2021)
Covid-19 virlistinlin epilepsi gibi kronik hastaliklar
Gzerindeki etkisi, Mogensen et al. (2022) geng
eriskinlerde akciger fonksiyonu lzerinde olumsuz
bir etkisi olup olmadigl, incelenmistir.

ile olusturulmus matematiksel modellerin klasik

tamsayl mertebeli  denklemlerle olusturulan
modellere gore daha basarili sonuglar verdigi
gosterilmistir. Bu modellerden birisi de Mohammed

et al. (2021) tarafindan ortaya atilan
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{D“x(t) =ax(t) — bx(t)y(t) + ey(t)
D%y(t) = bx()y(t) + (c —d — e)y(t)

kesirli mertebeli modeldir. Burada x(t) ile t anindaki
saglikh birey populasyonu, y(t) ile t anindaki
enfekte birey popllasyonu gosterilmektedir. Ayrica
b > 0 hasta orani, a > 0 saglikh bireylerin dolasim
orani, ¢ > 0 enfekte bireylerin dolasim orani,d > 0
olim e>0 da tedavi

oranl ve oranini

gostermektedir.

Kesirli mertebeden tlrevin pek ¢ok tanimi vardir.
Bunlardan birisi de Khalil et al. (2014) tarafindan
ortaya atillan ve “Conformable Kesirli Tirev” adi
verilen tlrevdir. Daha sonra Abdeljawad (2015)
kesirli turevi literatlire

sol/sag conformable

eklemistir.  Bu tanima gore a € (0,1] igin sol

conformable kesirli tirev

a . f(t+et-a)T )£ (0)
ETH® = lim - :

ve sag conformable kesirli tiirev ise

_ f+ed - - f()
QGTHE) = - g_(g -

seklinde tanimlanir. Dikkat edelim ki eger f

diferansiyellenebilir ise bu durumda

GTH() = (t—a)' ~*f' (1),

ve

(GTH® = (b - Of'(®),

dir. Bu tilirevin literatirde pek ¢ok alana
uygulamalasi bulunmaktadir (Perez 2018, Balci
2019, Kartal and Giircan 2019, Kaya et al. 2020, Kaya

ve Kartal 2020).

Bu calismada Sistem (1) in conformable kesirli

mertebeli

d

|

modifiye edilmis halinin  dinamik

avranislari incelenecektir.
Tox(t) = ax(t) — bx(t)y (t [% h) +ey ([% h)

2
Toy(®) = bx ([SH] h) y(©) + (c —d = )y (®) o

burada h > 0 kesiklilestirme parametresini ve [t], t €

(0, ) igin t nin tam degerini temsil etmektedir.

Bu calismanin ilerleyen boélimlerinde: Bolim 2’de fark
denklemine gecis, Bolim 3’te denge noktalarinin
kararhlik analizi, B6lim 4’te Neimark-Sacker catatllanma
analizi, Bolim 5’te Kaos kontrol ve Bolim 6’da sonug

kismi verilmistir.

2. Fark Denklem Sistemine Gegis

Bu bolimde Kartal ve Glircan (2019) tarafindan ortaya
atilan kesiklilestirme prosedirinden yararlanilacaktir.

Sol conformable tiirev tanimindan Sistem (1) in birinci
denklemit € [nh, (n + 1)h), n = 0,1,2, ... araliginda ele
alindiginda

(¢ —n) O 4 by () — e)x(0) = ey(n), )
olur. Bu denklem diizenlendiginde
, by(nh) —a ey(nh)
)+ ————x(t) = ————
X ( ) + (t _ nh)a’—l x( ) (t _ nh)a—l’ (4)
seklinde bir Bernoullie diferansiyel denklem elde

edilebilir. (4) denklemi [nh,t) araliginda t ye gore
¢ozulir, elde edilen denklemde ¢ — (n + 1)h alinir ve
x(nh) ile y(nh) sirasiyla x(n) ve y(n) seklinde
degistirilir ise,

ey(n)
by(n) —a
ey(n)
by(n) —a’

x(n+1) = <x(n) - )e(a—by(n))"7

(5)

elde edilir. Benzer yontemler Sistem (1) in ikinci
denklemine uygulandiginda
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ispat: Sistem (7) nin E, denge noktasi civarinda

_d-eyl 6
y(n+1) = }’(n)e(bx(n)+c ST lineerlestirilmesiyle elde edilen Jakobiyen matris
bulunur. Denklem (5) ve (6) birlikte distndldiuginde ah®
ah® (=1+e a)e
a e e« -
_ (x(n) — 2@ la-bym)s | eyt Jey = a
x(n + 1) - (x(n) by(n)—a) € + by(n)a EW
hzx
y(n+1) = y(e M e
(7) dir ve bu denklemin kékleride A, = e « >1vec <d +

h%(c—d—e)
eigin A, =e «a > 1. Bu durumda denge noktasi

seklinde bir fark denklem sistemi elde edilir. .
eyer noktasi (saddle point) dir. Ote yandan egerc > d +

3. Kararlilik Analizi eise A, < 1 olup kararsiz digiim (node) noktasidir.

davraniglar sergilemesinden dolayi, bu ve bundanasimptotik kararlidir ancak ve ancak e > % dir.
a—dh%+ch®
sonraki bolimlerde Sistem (7) ele alinacaktir. .
Ispat: Sistem (7) nin E; denge noktasindaki Jakobiyen
Kolayca elde edilebilecegi gibi Sistem (7) nin d # c igin

e+d—c a(e+d—c)
%:mmwa=(b,7E;

matrisi

) olmak uzere iki

ah%e

denge noktasi vardir. Olim orani enfekte bireylerin ec‘;’i";ea (c— d)z(—l + eca—da)
dolagim oranindan daha biiylk olur ise (yani d > c) E; Jeg, = ae

@l _d —
in pozitif bir denge noktasi olacagi agiktir. \ah (c—d—e) 1 /

(c—d)a
Simdi Sistem (7) nin dinamik davranisini incelemede
kullanacagimiz Schur-Chon Kriterini verelim. ve bu matrise karsilik gelen karakteristik denklem ise
Teorem 1: };, x(n+1)=Ax(n) fark denklem ) an%e an%e
sistemindeki 2x2 boyutlu A matrisinin biitiin 6z deéerleri’1 — (1 + ecamda)d + ecada +

ah%e

ve (c=a)(~1+ecad@n®(~ctd+e) _

ea -

Az+pll+p0:0 (8)

seklindedir. Bu denklemin Schur-Chon Kriteri katsayilari
karakteristik polinomu olsun. O halde denklem (8) in

a
koklerinin birim dairenin icinde olmasi igin (|A;| < 1° ah%e (¢ —d)(1— e—c?xridea)h“(c —d—e)
gerek ve yeter sart po = eca—da + ” ,
(@ 14+p1+p>0, ve
ah%e
(b) 1—p;+po>0, p1 = —1— eca—da,
() 1=po>0. dir.

Teorem 2: Eger enfekte bireylerin dolasim orani &liin Pozitiflik kosulu d > ¢ dikkate alindiginda Schur-Chon
orani ve tedavi oranlarinin toplamindan kiiciik ise (yan Kriterinin (a) kosulundan
¢ < d + e), o halde Sistem (7) nin E; denge noktasi eye!

ah%e
noktasi (saddle point) dir. Aksi taktirde, yanic > d + e (c —d)(1 —eca-da)h®(c —d —e) >0
ea

)

kararsiz digiim (node) noktasidir.

ve (b) kosulundan da
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ha

ah%e (c—d)(l—e%)h“(c—d—e) halde Neimark-Sacker catallanmasi olusabilir. Oyle ise E;
2 + zeca_da + qa > 0, d k d _ . (C+d)2ha
engenoktasid > cvee = e’ = —— 2

oldugu kolayca gérulebilir. Son olarak (c) kosulundan da o|dugunda Neimark-Sacker catallanmasina gider.

(c + d)2he o S B
a — dh@ + ch®’ : '

o
o

olmak Uzere

Enfekte Birey

o

Saglikli Birey, Enfekte Birey

pa_dctd)?n?e )

2pay g2pa
9(0 h%®+d*h%+c(2d+e) hT—dnra

>0,

(c+d)%a

10 0 100 200 300 400
Saglikli Birey t-zaman

elde edilir. Burada
Sekil 2. e = 0.003078 ve diger parametreler Sekil 1 ile ayni

olmak Ulzere Sistem (7) igin (a) Neimark-Sacker

a(c+d)2h2®
— _ hE_dh& —d - a __ a
o 1-etC roca=da) |h=%(ch dh® + a). Catallanma, (b) Timeseries grafigi.

14 20
12 - \l
0 15 ; 0.004 —Im |1
“E 2 f; A B
2 g | —=
o [ JUVV | B et
5 ./ , U\I\/\/\/vw——- ] -004 _\_\_»\
0 200 400 600 0 200 400 600 -0.006 2L
t-zaman t-zaman NG
—0.008 ! ! 2
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008
Sekil 1. a = 0.012, b= 0.01, c= 0.0001, d= 0.02, e= 0.008, & (Tadavi Orany)
h =0.95, a = 0.15 ve baslangic kosulu (xo, y,) =Sekil 3. Sistem (7) icin Sekil 2'ye karsilik gelen Maximum
(0.15,0.3) igin Sistem (7) nin kararlilik grafigi. Lyapunov dstelleri.

4. Neimark-Sacker Catallanma Analizi 5. Kaos Kontrol

Kaosun ve ¢atallanmanin kontroli tirlerin biyolojik
Neimark-Sacker catallanmasi, fark denklem sistemleri ilelarak Gremesi ile ilgili poplilasyon modelleri igin
olusturulan biyolojik modellerin kaotik davranislarinignemli bir 6zellik olarak kabul edilmektedir. Bu
arastirilmasinda oldukca 6nemli bir konudur. Buradgémmde, Sistem (7) de ortaya cikan Neimark-Sacker

o1

tTdaV' k‘zran' e” catallanma parametresi olarak eIgatallanmasml kontrol etmek igin sisteme iki farkl
alinacaktir.

kontrol stratejisi uygulayacagiz.

Teorem 4: Kabul edelim ki Covid-19 viristinden kaynaklfi,njardan birincisi Ott et al. (1990) da ortaya atilan
olim orani enfekte bireylerin dolasim oranindan bUyUdbGy) kontrol metodudur. Sistem (7) ye OGY

vee =¢" = Molsun Bu durumda Sistem (7) igimetodu uygulandiginda
a—dh%+ch@ ’
E; denge noktasi civarinda Neimark-Sacker ¢atallanmasi
ortaya cikar. _ Yy | (a-bym)’s | py(m)
‘ { x(n+1)=(xMn)— W)e a + by(m—a (9)
Ispat: Elaydi (2007) den, eger Jg in modilu 1 olan Jn+1) = y(n)e(bx(n)ﬂ_d_w%

(yani|A;,(e™)| = 1) iki kompleks eslenik koki var ise o
seklinde bir kontrol sistemi elde edilir. Burada p; ve
p, kontrol parametresi olmak Uzere
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Yp=e—p(x(n) —x") —p,(y(n) —y7),

dir. Sistem (9) un (x*,y*) denge noktasindaki
Jakobiyen matrisine karsilik gelen karakteristik
polinom

22— MA+K=0 (10)

burada

aeh%
M= b(c —d)e(1 + eca—da)a + ae(c —d — e)h“p,

b(c —d)ea
aeh?®
(c—d)(c—d—e)(1—eca-da)ap,
+
b(c —d)ea
ve
aeh® aeh®

K = b(c—d)eeca—daa—(c—d)(c—d—e)(—1+eca—da)((c—d)h%+a)p,

- b(c-d)ea !

aeh® aeh®
(c—d-e)h?| b(c-d)?| —1+eca—da |+a| c—d—e+(—c+d)eca—da |p,

b(c—d)ea

A, ve A, denklem (10) un kokleri olsun, o halde

ve

/1112 =K (12)

dir. Simdi, Sistem (9) un kararhlik dogrularini elde
etmek igin 44 = +1 ve 434, =1 alalim. Kabul
edelim ki 4;4, = 1 olsun. Bu durumda

ha
(c—d)(—1+ecaaida)h‘“(—bea— (—c+d+e)apq+(c—d)(c—d-e)h¥(b+p1))
@ .

Lyipy =

aeh
a(c—d-e)(—c+d+e+(c—d)eca-da)

Ote yandan, 1; = 1 ise denklem (11) ve (12) den

(c—d)(b+p1)
a

Lyipy, =

Son olarak 1; = —1 ise denklem (11) ve (12) den

2beh™%
2 —a—+(c—d)(b+p1)

(—c+d+e)(—1+eca—da)
a

L3:py =

200

Oyle ise kararli 6z degerler, p, p,-diizleminde cizilen

L4, L, ve L3 dogrulari arasinda kalan liggensel bolge

icerisindedirler. Bu durum bazi parametre degerleri

icin Sekil 4 te gosterilmistir.

Sekil 4. Sistem (9) icin Ly, L, ve Ly ile sinirlanan Uggensel
bolge.

ikinci olarak Sistem (7) ye Din (2018) de dnerilen
Ustel tip kararhlik metodunu uygulayalim. Bu

ybnteme gore s; ve s, kontrol parametresi olmak
Uzere Sistem (7)

_ _ ey (a-b, (n))’%: ey(n)
x(n+1) —X((x(n) ) ele +—by(n)_a> (13

y(n + 1) -y (y(n)e(bx(n)Jrc—d—e)%)

olur. Burada

X = 5101 yo y = o(-520(M)-¥")

dir. Sistem (13) in (x*,y*) denge noktasinda

lineerlestirilmesi sonucunda elde edilen
karakteristik polinom
22— MA+K =0 (14)

burada
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eh®

M. = /l(b(c—d)(1+ec((11—da)+(c—d—e)((c—d)sl—asz))
1= b(c—d) ’
ve
_a(c—d—e)es;(b(c—d) +a(—c+d+e)s,)
re ab?(c —d)e
aeh?®
n b(b(c—-d)3+eca—da(—b(c—d)3+ab(c—d)e+a?e(—c+d+e)sy))

ab?(c-d)e

Elde edilen bu ifadeler dikkate alindiginda asagidaki
Teoreme ulagilabilir.

Teorem 4: Sistem (13) Uin (x*, y*) denge noktasi

IM;| <1+K, <2

esitsizligi saglanmasi durumunda sinktir.

BaziI parametre degerleri icin bu durum Sekil (5) te
gosterilmistir.

|
(=]
&
(=]
[+}
wl
&
[~}
e
b

Sekil 5. e = 0.003078 ve diger parametreler Sekil 1 deki
gibi olmak Uzere Sistem (13) icin kontrol
edilebilir bolge.

Ayrica, kesirli mertebe a nin ve kesiklilestirme

parametresi h nin Sistem (7) Uzerindeki etkisi

sirasiyla Sekil 6 ve Sekil 7 de gosterilmistir.

Enfekte Birey
Enfekte Birey

Enfekte Birey
Enfekte Birey

Saglikli Birey
10 -
> 8 " -
o "u o
) N @
2 ., 2
g4 j g
€ =
w o, w
0
0 5 10
Saglikli Birey Saglikli Birey

Sekil 6. e = 0.005 ve diger parametreler Sekil 1 ile ayni

olmak Gzere kesirli mertebe a nin farkh degerleri
icin Sistem (7) nin faz diagramlari.

h=0.5

Enfekte Birey
Enfekte Birey

o o
-
=

IS

Enfekte Birey
Enfekte Birey
»

[N

=)

Saglikh Birey

Saglikh Birey

Sekil 7. e = 0.005, « = 0.5 ve diger parametreler Sekil
olmak (lizere kesiklilestirme

h nin Sistem (7) Uzerindeki

1 ile ayni
parametresi
etkisini gosteren faz diagramlari.
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0 15
- n " =
. ] ¢=0.0001 A . ¢ =0.005
n "
151 4 "
5 |- . 310/ & "
o L o "
010 = 9] .
X ] k] [ (]
& | . e | &
c . < "
w u w 5t =
5/ % 2
L]
L
L]
OL;IIIIIIIIIII. 0 cagnn®”
0 5 10 0 5 10
Saglikl Birey Sagliki Birey
14 12

)
L]
L]
-
o
L]
a

@
SLLLLLLE T
-

Enfekte Birey
-
Enfekte Birey
(o>}

N IS
r-llilllll-..
-
N} ES

0 P 1 Lk 0 .---ll".
0 5 10 0 2 4 6 8
Saglikl Birey Saglikh Birey

Sekil 8. Diger parametreler Sekil 1 ile ayni olmak lzere
enfekte bireylerin dolasim orani ¢ nin Sistem (7)
Uzerindeki etkisini gosteren faz diagramlari.

6. Sonu¢

Bu calismada Conformable kesirli mertebeden bir
Covid-19
arastirilmistir. Bunu yapmaya baslamadan once, ele

modelinin dinamik davranislari

alinan sistem tam deger sabitlerinden yararlanmaya
dayal bir kesiklilestirme sirecinden gecirilerek iki
boyutlu bir fark denklem sistemi elde edilmistir.
Daha sonra bu yeni sistemin pozitif denge noktasi

civarinda kararli olmasi icin gerek ve yeter sart
(c+d)?h®
a—dh%+ch®*
bulunmustur. Ayrica, tedavi orani e c¢atallanma
(c+d)?h®
a—dh%+ch®
kritik c¢atallanma noktasi olmak Uzere sistemin

Schur-Chon Kriteri yardimi e > olarak

parametresiolarak secildigindee = e* =

pozitif denge noktasi civarinda Neimark-Sacker
catallanmasina ugradigi gosterilmistir. Daha sonra
sistemde ortaya ¢ikan Neimark-Sacker
catallanmasini kontrol etmek icin sisteme iki farkli
kaos kontrol ydontemi uygulanmis ve bunlar arasinda
Ustel tip kararlihk metodunun sistem igin daha

uygun oldugu gosterilmistir.

Bulunan biitiin bu analitik sonuglarin dogrulugunu
gostermek icin nimerik similasyonlar kullanilmistir.
Bunu vyaparken bitlin parametre degerleri
Mohammed et al. (2021) de kullanilan 18 Mart 2020
den 18 Kasim 2020 ye kadar olan Suudi Arabistan
verileri kullanilmistir. Bu verilere goére; saghkl
bireylerin dolasim orani a = 0.012, hasta orani b=
0.01, enfekte bireylerin dolasim orani c= 0.0001 ve

6lim orani d= 0.02 dir. Parametrelerin bu degerleri

.. . c+d Zha
icin catallanma parametresi e* = (cAdh”

" a—dh%+ch®
0.003078 olmaktadir. Bu deger dikkate alindiginda
e paremetresinin  degeri  kritik c¢atallanma

degerinden biiylik oldugunda kararh (Sekil 1), esit
oldugunda Neimark-Sacker catallanmasi (Sekil 2 ve
Sekil 3) ve kiguk oldugunda da kararsiz (Sekil 1 ve
Sekil 3) (kaos) oldugu gosterilmistir. Ayrica bu
verilere ek olarak Suudi Arabistan verilerine gore
e = 0.98 degeri
oldugumuz kararlihk kosulu dikkate alindiginda e =
0.98 > e* =0.003078 olup bolgede
kalmaktadir (Sekil 1). Yani dikkate alinan veriler
Isiginda Suudi Arabistan bahsi gecen tarih araliginda

bizim modelimizde bulmus

kararli

salgini yenme yoniinde basariyla ilerlemistir.

IICII nln

Son olarak enfekte bireylerin dolasim orani
degisiminin sistem Uzerindeki etkisi incelenmis ve
enfekte bireylerin dolasimi arttikca kaos ortaya
ciktig Sekil (8) de gosterilmistir. Bu sonug salgin
doéneminde karantina uygulamasinin (enfektelerin
salginla olan

dolasiminin kisitlanmasinin)

miicadeledeki 6Gnemini gostermistir.
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