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Oz: Berezin doniisiimii, diizgiin fonksiyonlar: analitik fonksiyonlarin Hilbert uzaylari iizerindeki operatorlerle

iligkilendirir. Hilbert fonksiyonel uzay # (Q) tizerinde bir A operatdriiniin Berezin sembolii ve Berezin sayisi
AQu) = (A2, 72), 1 € Q ve ber(A) = sup|A(u)|

Ky Ku UEQ

seklinde tanimlanir. Bu A sirl fonksiyonu kullamlarak Hilbert fonksiyonel uzay operatdrlerinin bazi yeni

Berezin say1 esitsizliklerini sunulmustur. Specht orani yardimiyla bazi esitsizlikler genellestirilmis ve

iyilestirilmistir. Aym1 zamanda bu iyilestirmeler kullanilarak Berezin yarigap ve Berezin norm igin ¢esitli yeni

esitsizlikler gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Berezin sayisi, Hilbert fonksiyonel uzay, Specht orani, pozitif operator.

Berezin number inequalities in terms of Specht's ratio

Abstract: Smooth functions are associated with operators on Hilbert spaces of analytic functions through the
Berezin transform. The Berezin symbol and the Berezin number of an operator A on the Hilbert functional space
H(Q) over some set Q with the reproducing kernel are defined, respectively, by

A(p) = (Aﬂ,ﬁ),u € Qand ber(A4) = sup|A(w)|-
Kyu" Ky UEQ
By using this bounded function 4, we present some new Berezin number inequalities of Hilbert functional space
operators. Some inequalities with respect to Specht's ratio are improved and generalized. Using these
modifications, we also establish various new inequalities for the Berezin radius and Berezin norm of operators.

Keywords: Berezin number, Hilbert functional space, Specht's ratio, positive operator.

1. Giris

Matematik analizde, operatorlerin 6zelliklerini iist ve alt limitler seklinde analiz etmek igin
esitsizlikler kullanilir. Bilim ve miihendisligin hemen hemen tiim alanlarinda, matematiksel
esitsizlikler, gercek diinyadaki sorunlari tanimlamanin ve bunlara ¢oziimler dnermenin en biiylik
yoludur. Matematiksel ve fonksiyonel analiz dahil olmak {izere analiz derslerinde incelenen birgok
operatdr tiiriiniin smirlilik dzelligi, teori ve uygulama olusturmada kritik bir unsurdur. Ornegin {ist
ve alt limitler, ilgili konularin ele alinmasinda onemli olan operatér normunu olusturmak i¢in
kullanilir. Matematik ve matematiksel fizikteki bir¢ok arastirmaci, ¢ekirdek iireten Hilbert uzayinda
tanimlanan bir operatoriin Berezin doniisiimii ile ilgilenmektedir. Bu baglamda, birkag matematikei
(1)'de verilen Berezin yarigap esitsizligi hakkinda onemli arastirmalar yiriitmiistir (bkz. [1-3]).
Aslinda, bu esitsizligin iyilestirilmesi ve genisletilmesi akademisyenlerin ilgisini ¢ekmektedir [4-7].
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Bu arastirmanin amaci, c¢ekirdek iireten Hilbert uzayindaki operatorler i¢in Berezin doniigiimiini
kullanarak Specht oranina gore bazi esitsizlikleri iyilestirmek ve genellestirmektir. Ayrica, Berezin
normu ve operatdrlerin Berezin yarigapi i¢in birkag ek esitsizlik gostermek i¢in daha 6nce agiklanan
iyilestirmeler kullanilmustir. ilgili sonuclar [8] numarali kaynakta yer almaktadir. Simdi bu
arastirmanin bulgularina devam etmek i¢in gereken 6n kavramlar1 ana hatlariyla belirtecegiz.

Bir ¢ekirdek iireten Hilbert uzay1 (kisaca, CUHU) veya fonksiyonel Hilbert uzay1 ¢, (f) = f(u),
u € 0 fonksiyonelleri  iizerinde siirekli olacak sekilde bazi 2 kiimesi tizerinde karmasik degerli
fonksiyonlarin H = H () Hilbert uzay1 oldugunu hatirlatalim. Buradan fonksiyonel analizdeki
Riesz teoreminden her u € 2 ve feH igin f(u) = (f, k#) olacak sekilde bir tek k, € H
fonksiyonu vardir. Ayni zamanda {ku: UE .(2} kiimesi H uzaymin c¢ekirdegi iiretenidir.
Literatiirdeki iyi bilinen CUHU’lar birim disk iizerinde Hardy uzay1, Fock uzay1, Bergman uzayi ve
Dirichlet uzayidir. Aronzajn [9] ¢ekirdek iiretenler ve CUHU’larin teorisine katki saglamistir.

Tanim 1.  bir Q kiimesinde bir CUHU olsun. Eger T,  uzayinda sinirli lineer bir operatdr ise, 0
Zaman

a. u € Qi¢in p de T nin Berezin doniisiimii (veya T nin Berezin sembolii)
T = (Tky ky) 5,
b. T nin Berezin araligi (veya T nin Berezin kiimesi)
Ber(T) := Range(T) = {T(w:p € },
C. T nin Berezin yarigap1 (veya T nin Berezin sayisi)

ber(T) = sup|T(w)|
LEQ

ile verilir.

Ayrica T € L(H) operatorlerinin sézde Berezin normunu

”T”Ber: = Sup”Tk\u”
UEQ

bigiminde tanimliyoruz. Burada ||T|| g, ifadesi T € L(H) uzayinda bir yeni operatoér norm belirler
ve ber(T) < ||T|lger < lIT|| oldugu kolayca goriilebilir. Cekirdek iireten Hilbert uzaylar hakkinda
daha fazla bilgi i¢in Aronzajn [9] calismasSina bakiniz. Diger taraftan Berezin doniisiimiiniin kendisi
F. Berezin tarafindan [10]'da tanitilmig ve Onemli operatorlerin bircok temel ozelligi Berezin
dontisimlerinde kodlandigindan operator teorisinde kritik bir arag oldugu ispatlanmistir.
Operatorlerin Berezin araligi ve Berezin yarigapi, Karaev tarafindan [11]'de tamitilan CUHU
iizerindeki operatorlerin yeni sayisal 6zellikleridir.

H iizerinde her sinirh T operatérii icin Berezin doniisiimii T, Q iizerinde sinirh bir gergel-analitik
fonksiyondur. T operatdriiniin 6zellikleri genellikle T Berezin déniisiimiiniin dzelliklerine yansitilir.
Sirastyla Ber(T) ve ber(T) ile de gosterilen Berezin kiimesi ve sayisi iddiaya gore ilk olarak
Karaev tarafindan [11]’de resmen tanitilmigtir.

Bir ¢ekirdek iireten Hilbert uzayida T operatdriiniin Berezin aralig1 (veya kiimesi)

W(T) := {{Tx,x): x € H ve ||x|| = 1}
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seklinde taniml1 T nin sayisal araliginin bir altkiimesidir. Bu sebeple
ber(T) < w(T) := sup{|(Tx, x)|: x € H(Q) ve ||x|| = 1}

(T operatdriiniin sayisal yarigap1) olur. Bir operatoriin sayisal araliginin bazi ilging Ozellikleri
vardir. Ornegin, bir operatoriin spektrumunun, sayisal araliinin kapanisinda yer aldigi iyi
bilinmektedir. Bu teori ile ilgili temel 6zellikler i¢in [12-15]'e bagvururuz.

Diger taraftan herhangi T € L(H) igin
1
STl = w(T) < |ITl (1)

ve
ber(T) < w(T) < ||T|| 2)

iyi bilinen esitsizliklerdir.

(H,(.,.))’nin karmasik bir Hilbert uzay: oldugunu L(H)’nin H fizerindeki tiim smirh lineer
opeartorlerin - C*-cebirini  gosterdigini varsayalim. [16]’dan bazi tanimlari ve kavramlari
hatirliyoruz.

Eger T operatorii kendine es (T = T*) ve (Tx,x) = 0 ise 0 zaman bir T € L(H) operatorii pozitiftir
ve T > 0 ile tanimlidir. Denk olarak T pozitif olmasi igin gerekli ve yeterli kosul bazi R € L(H)
operatorii icin T = R*R olmasidir. Bazi skaler d ve D ve her x € H i¢cin d < (Tx,x) < D ise dI <
T < DI yazabiliriz. Burada I operatorii L(#) nin birim operatorii olarak tanimlanir. T’nin mutlak
degeri |T| = (T*T)/? ile tanimlidir. Kendine es T operatérii igin dI < T < DI olmasi igin gerekli
ve yeterli kosul sp(T) c [d, D]. Ayrica tiim pozitif tersinebilir operatérlerin kiimesi L*(H) ile
tanimlanir.

T € L(H) ve R bir pozitif operator olsun. S € [0,1] i¢in T ve R operatorlerinin B-agirlikli
geometrik ortalamasi

T :I:[s’ R = Tl/Z(T—l/ZRT—l/Z)BTl/Z

ile tanimhidir. Eger pozitifligi korursa bir ¢: L(H) — L(F) lineer doniisiimiin pozitif oldugunu
hatirlayimz. Eger @ (I3) = I ise doniisiim normallestirilmistir adini1 alir. Specht orani bir h pozitif
gercel sayilar i¢in

1

1
eloghh-1

bigiminde tanimlanir (bkz. [17, 18]). Bu kavram asagidaki 6zellikleri saglar:

a S =1veh>0iginS(h) =S(3)> 1.
b. S(h), (1, ) tlizerinde monoton artan bir fonksiyondur.
C. S(h), (0,1) tizerinde monoton azalan bir fonksiyondur.

Simdi Specht orani ile ilgili olarak asagida bazi sonuglar verilmistir:
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Yardimer Teorem 1 ([19]). x,y >0 ve B €[0,1] icin (1 —B)x+ Py =S ((%)r) x1=ByB dir.
Burada r = min{, 1 — B} ve S(.) ise Specht oranidir.

Makale boyunca B € [0,1], r = min{B, 1 — B} ve S(.) ise Specht orani olsun.

Teorem 1 ([19]). T ve R iki pozitif operator olsun ve d,d’, D, D’ pozitif gergel sayilari ise h = gve

h’=%olmak1’izere(i)0Sd’ISTSdISDISRSD’Iveya(ii)OSd’ISRSdISDISTS

DI kosullarindan en az birini saglasin. O zaman
(1-BT+BR=SMHT+3 R=THg R=SH{(1-BT + BRI}

>{(1-B)T 1+ BRI}

Uyarn 1. Eger Teorem 1’de T = x,LR =yl, = %ve r= % alinirsa o zaman

S(VR)yxy < 2 3)
dir.

[20] numarali referansta Huban vd.

1 i 1 1/2
ber(T) < = 1T]+ T llper < 5 (ITlver + IT2lber ) < ITllner @
ve
1
ber'(T) <> [ITIP + [RZFO-9]_r=10<{<1 (5)

sonuglarini ispatlamigtir. Basaran ve Giirdal ise [4]’te iyilestirilmis Holder-McCarthy esitligi
yardimiyla (5) esitliginin sol tarafin1 genellestirmislerdir. Huban vd. [7]’de iki operat6riin garpimi
ile

1
ber"(R'T) < S |lITI" + [RIllper, v = 1 (6)
esitsizligini gdstermiglerdir.
2. Bilinen Yardime1 Teoremler

Bu boliimde, bazi esitsizlikleri iyilestirmek ve genellestirmek i¢in ihtiyag duydugumuz bazi yararh
Yardimci teoremler sunuyoruz.

Yardimci Teorem 2 ([21]). T € L(H) olsun. Her x,y € H igin

0] Eger 0 < a < 1ise 0 zaman
[(Tx, y)| < (IT|2%, x)1/2(| T* |2~ Dy, y)1/2, (7)
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(i) Eger f ve g fonksiyonlari [0,00) iizerinde negatif olmayan siirekli fonksiyonlar
f(t)g(t) = t kosulunu sagliyorsa o zaman
(Tx, )| < VIEATDxg(T* Dyl (8)
dir.

Bir konveks f: ] — R fonksiyonu ve herhangi u, v € J i¢in iyi bilinen Hermite-Hadamard esitsizligi
f(w) + f(v)
2

f(u;“') < flf(tu+ (1 - Ov)dt < ©)
0

esitsizliginden elde edilir.

Yardimei Teorem 3 ([22]). T € L(H) operatorii sp(T) c | 6zelligine sahip kendine es bir operator
ve x € H, ||x|| = 1, olsun. O halde f, ] izerinde bir konveks fonksiyon ise

f({Tx,x)) < (f(T)x,x) (10)
dir. Eger f i¢biikey ise, yukaridaki esitsizlik tersine gevrilir.

Bu boliimdeki dordiincii Yardimer Teorem, [23]'tin dogrudan bir sonucudur.

Yardimar Teorem 4. Eger f fonksiyonu [0,c0) iizerinde negatif olmayan siirekli fonksiyon ve
T,R € L(H) pozitif operatorler olsun. O zaman her 0 < < 1 igin

[6((1 = BT + BR)|| < lI(1 — BYECT) + BER)| (11)

olur.
Simdi, {igiincii boliimde ihtiyacimiz olan asagidaki tanim1 verelim.

Tanim 2. T € L¥(3{), R bir kendine es operatdr ve f, ] gergel aralig1 iizerinde sp(T~/2RT~1/2) de
bulunan siirekli bir fonksiyon olsun. O zaman siirekli fonksiyonel hesap kullanarak f-bagintisi oy ile
gosterilir ve

ToR = TYV2f(T~Y/2RT~1/2)TY/2

bigiminde tanimlanir. Burada 0 < B <1 olmak iizere tP ve (1 —B) + Bt fonksiyonlar1 igin
yukaridaki tanimin, sirastyla operator agirlikli geometrik ortalamaya ve operator agirlikli aritmetik
ortalamaya yol actigina dikkat ediniz.

Yardimei Teorem 5 ([24]). T,R € L(H) bir pozitif operatorler olsun. O zaman

1
T+ RIl < 5 (I + IR+ VAT -+ IRID + 41 T72R172]2)

ve ||TY/2RY/2|| < ||ITRI|*/? dir.
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Eger X € L(H) bir pozitif operatorse 0 zaman (z,y)x = (Xz,y) degeri H Hilbert uzayinda bir i¢
carpim tanimladigini ve ayrica [8]’den her bir x,y,z € # ve (x,x)x = ||x||% i¢in

1
5 Uxllxlizllx + 16 2)x DIyl < 14 y)x(y, 2)x] (12)

sonucunu ¢ikardigini hatirlayiniz.
3. Temel Sonuclar

Simdi ilk teoremi ispatlayalim.

Teorem 2. H = H(Q) bir CUHU olsun. Eger T € L(H) ve d,d’, D, D’ pozitif gercel sayilar1 ise
h == ve h’ = = olmak iizere (i) 0 < d'I < |T| < dI < DI < |T*| < D'I veya (i) 0 < d'I < |T*| <
dIl < DI < |T| < D'I kosullarindan en az birini saglasin. O zaman

ber(T) < ——— (I Tllper + IT2[12/2) (13)

(V_ )
dir.
Ispat. Eu normallestirilmis cekirdek iireten olsun. o =% icin (7) esitsizligini ve (3) esitsizligini

kullanarak

~ « ~ 1 ~ ~ 1 ~ «
[(Tky, k)| < (ITlky, k)2(T [k, k)2 < ((ITIky, k) + (1T IRy, k)

(\/—)

=TI+ 1T DR RY)
= 25(4h) w

elde edilir. p € Q lizerinden supremum alinirsa

Rk <
sup|(Tky k)| < (\/_)

olur. Bu sebeple

sup(<(ITI + T Dk, ky)) (14)

ber(T) < T] + [T [[Iper

1
25(vh)
elde edilir. (4) esitliginden

ber(T) < ——— (I[Tllper + IT2[17/2)

(V_)

bulunur. Bu ise teoremin ispatin1 tamamlar.
Asagidaki teoremi ispatlamak i¢in Yardimci Teorem 4'li kullantyoruz.

Teorem 3. T,R, X € L(H), f ve g fonksiyonlar1 her t € [0, ) i¢in f(t)g(t) = t kosulunu saglayan
[0, 0) iizerinde negatif olmayan siirekli fonksiyonlar ve T, ise [0, o) iizerinde negatif olmayan

artan konveks fonksiyon olsun. Ayrica d, d’, D, D" pozitif gergel sayilari ise h = g veh' = % olmak
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iizere (1) 0<d < ®RF2(XDR)(W) <d <D < (T*g2(IXNDT)(W) <D’ veya (i) 0<d <
(T*f2(IXPDT)(n) < d <D < (R*g2(|X*]DR) () < D’ kosullarindan en az birini saglasin. O zaman

t(ber(T*XR)) <

1 *£2 * *
5y TR FORDR) + < g (X DD e

elde edilir.

Ispat. p € Q keyfi say1 olsun. (8) esitligi kullanilarak

|(T*XRk,, k)| < |(XRk,, Tk,)| < \/(R*fz(lXI)Rf(u,Ru)(T*gz(lx*I)Tf{wEu) (15)

elde edilir. Simdi (3) esitsizliginden

\/<R*f2(|X|)Rf<u,RuxT*gzux*DTRwﬁu)

1 x£2 L I * 52 * k k&
< 500 ((R'E2(|X[)RK,, k) + (T*g2(IX" TRy, k,))

1 *£2 * Nk k
= 50 (((RF2(XDR + T*g2(IX" DTk, k)

olur. Son elde edilen esitsizlik ve (15) esitsizligi

[(T*XRk,, k)| £ ——= ((R*F2(IXDR + T*g*(IX* DDk, k)

(\/—)

oldugunu verir. p € () lizerinden supremum alinirsa

ber(T*XR) < IRE2(IXDR + T*g?(IX* D Tllper

1
25(vh)

elde edilir. Ayrica (10) esitsizligi ve Yardimer Teorem 4 kullanilarak

. 2 ||[RF2(XDR + T g2 (X" )T
(ber(T*XR)) < T(zs ) > ber)
o1 T( R F2(IXDR + T*g?(IX*)T ) (16)
S(\/_) 2 ber
R*f?(IXDR + T*g (IX*I)T>
s(\/_ )H ( 2 ber )
zs(\/_) ItR*F2(IXDR + T*g?(IX* DT llper

T'nun negatif olmayan artan konveks fonskiyon olmasindan kaynaklanan (16) ve (17)

esitsizliklerinden —= < 1 olduguna dikkat ediniz. Ayrica Jensen esitsizliginden her bir pozitif Y €

(\/_ )~
L(H) operator igin

T(Yllper) = T <SUP<Yl?u, l%)) = sup(t(Yky, k) < sup(t(Nky, k) = 1T lper
HEQ LEQ HEQ

ifadesine ulasilir. Istedigimiz sonuca sahibiz.

Uyant 2. Her T,R, X € L(H) icin Bakherad ve Garayev [26, Teorem 3.5] ve f(t) =t"
fonksiyonundan
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1
ber"(T"XR) < S I(T"IX"IT)" + (R7IXIR) llper, 121 (18)

genel Berezin yarigap esitsizligi ispatlanmustir.
Esitsizlik (18) ve Teorem 3’ten asagidaki esitsizlikler verilebilir.

Sonu¢ 1. f(t) =t", r =1 fonksiyonu [0, ) iizerinde artan konveks fonksiyon olsun. Ayrica
d,d’,D,D’ pozitif gergel sayilar1 ise h = g ve h' = % olmak tizere (i) 0 < d'I < R*[X*IR<dI <
DI < T*|X*|T < D'I veya (ii) 0 < d'I < T*|X|T < dI < DI < R*|X*|R < D'I kosullarindan en az
birini saglasin. O zaman

- * 1 * * *
() ber’(T"XR) < Zorms I(TTXTITT + (RUXIR) llper, T2 1,

1
25(vh)

(i)  Eger X = I ise 0 zaman ber"(T*R) < T + R[> |lper

1

2S(vh)

(iii)  Eger T = R =T ise 0 zaman ber"(X) < X"+ 1X] | per

dir.

Simdi, operatorlerin f-baglantisi ile ilgili Berezin yarigap esitsizligine gore asagidaki teoremi
sunuyoruz.

Teorem 4. H = H(Q) bir CUHU, T € L(H), R kendine es, X € L(H), ve f fonksiyonu ] gercel
aralig1 tizerinde siirekli bir fonksiyon olsun. Ayrica d,d’, D, D’ pozitif gercel sayilar1 ise h = g ve
h' = = olmak iizere (i) 0 < d'I < X*TY/2f2(T~%/2RT~/2)T2 < dI < DI < T < D' veya (i) 0 <

d'I < T <dl <DI < XTY2f2(T~/2RT~Y/2)T¥/2 < D'l kosullarindan en az birini saglasin. O
Zaman

ber((TGfR)X) <

ol

1 1 1 1
X*TZf? (T‘ERT‘E) T2X + T
25(vh)

(19)

ber

Ispat. Her pu € Q icin
o~ 1 1 1 1 .
[((TorROXR,, k)| = |(12(T72RT™Z) T2XR,, K, )|
TN INE AU
= |(f(T 2RT 2)T2Xk Tzku)|

1

SR O W N 1
< [|e(r-zrrz) axk, | |12%, |

1 IN 1. 1 IN 1 . 1. 1.
= (f(T‘ZRT‘Z)T2Xku,f(T‘2RT‘2>T2Xku)(T2ku,T2ku)

1 1 1 1 ~ ~ ~
= J (X“TZf2 (T‘ERT‘E) TZxk,, k) (Tk,, k,)
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<

1 1 1 1\ 1 A
<(X*Tif2 (T‘ERT‘E) T2X + T) kR
25(vh) o

dir. p € Q iizerinden supremum alinirsa

~ o~ 1 1 1 1\ 1 SR
su ToR)Xk,, k)| < ———su (X*Tff2 (T_fRT_?) T2X + T) k, k
upl(CToRxk, Kl = oy supe k)
ve
b (( ) ) 1 1f2 1 1\ 1
er((TofR)X) < X*T2 (T_ERT_E) T2X+T
f ZS(\/H) ber

elde edilir ki bu ise istenilen (19) esitsizligini {iretir.
Eger f(t) = v/t alinirsa, asagidaki sonug Teorem 4'iin kolay bir sonucudur.

Sonu¢ 2. T € L* () ve R pozitif olacak sekilde T,R,X € L(H) olsun. Eger Teorem 4’iin (i) veya
(i1) kosullarindan birisi saglaniyorsa, o zaman

1

ber((T + R)X) < 2S00

”X*RX + T”ber

elde edilir.

Asagidaki teoremlerde, ¢arpim operatorleriyle ilgili Berezin yarigap esitsizligi i¢in bazi esitsizlikler
Specht orani ile iyilestirilmistir.

Teorem 5. H = H(Q) bir CUHU olsun. X bir pozitif operatdr olmak iizere T,R,P,X € L(H)
oldugunu varsayalim. Eger d,d’, D, D’ pozitif gercel sayilari ise h = % ve h' = % olmak {izere (i)
0<dI<TXT<dI<DI<RXR<DT veya (i) 0<dI<RXR<dAI<DI<TXT <D'I
kosullarindan en az birini saglasin. O zaman

IT*XP||ger [IR*XP||ger
(20)

1 1/2p||%
<zl |

Ber

(et + [perr]? ) + IIR*XTIIberl

ber

25(vh)
ve

ber(P*XTR*XP)

(21)

1 2 1 2 2 %
< S 1X72P [l lm(”XUZT”ber +[Ix2/2R]; )+ IR XT||berl

Ispat. f(u normallestirilmis ¢ekirdek {iireten olsun. O zaman X pozitif oldugundan ve (12)
esitsizliginden x,y,z € H olmak lizere

1
5 Ulzllxllyllx + Kz y)x DIl < Kz y)x( y)xl

dir. Bu sebeple
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1
5 (X2, 2)V2 Xy, y)/2 + |(Xz, ] (X%, x) < (X2, x)(Xx )|
olur. Yukaridaki esitsizlikte z = TK;, y = Rlzg Ve x = PEH alinirsa
1 IO PP | PN oo
> ((XTk;\, ka)2(XRkg, Rke)2 + [(XTk;, ng)|> (P*XPk,, k)
< |(ky, T*XPk, )(k,, P*XRk )|

elde edilir. A = & ile A, § € Q lizerinden supremum alinirsa her p € Q igin
k,|[||R*XPk,|| = sup|(ky, T*XPk,)| sup|(ke, R"XPk,,)|
AEQ e

ilelglﬂz;\, T*XPk,)| s{gg|(R*XPf(u, ko)

sup|(lA<;\, T*XPEH)| sup|(lA<u, P*XREE)|

sup {[ky T*XPky||(ky, PXRKks)|}

A=E€

1
< > (PXPR,, K, sup ((T XTky, ky)2(R*XREg, Re)2 + |(R*XTk;\,k§)|>

1 o A PN PR o~ A
< —{ Pk, k,) (T*XTkj, ky) + (R*XRKkg, ki) ) + [(R*XTk;, k ))

: M(ZM)< o)+ (RXR ) + ROXTR o)
<1<p*xpf< )( ! (T*XTk,, ky ) + (R*XRkg, kg)
< — Su , Su )

2P )y (KT gy

+ sup |(R*XTR;\,RE)|>
A=E€Q

< 2 (PXPRy, k) [—— (IT*XTllper + IR XRllper) + [IR°XT]
=9 w Bp ZS(\/E) ber ber ber

elde edilir. Diger taraftan

T*XT = [X/2T|", R*XR = |XY/2R[, P*XP = |x1/2P|
oldugundan ve (23) den yararlanarak (20) esitsizligi elde edilir. Simdi
|(P*XRT*XPk,, k)| = |[(T*XPk,, R"XPk,)| < k, ||||R*XPk,||

dir. (20) esitsizligi sayesinde
|(P*XRT*XPk,, k)|

1 1/2pi;
s2||x Pk

(lIxv/2r|; +||X1/2R||§er)+||R*XT||ber]

ber

1
25(vh)

dir. (25) esitsizliginde p € Q iizerinden supremum alinirsa

ber(P*XRT*XP)
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ber

1
< [Ix¥/2p| (I + IX2R])7 ) + ||R*XT||berl

- lzs(\/ﬁ)

olur. (26) esitsizligi ile ber(P*XRT*XP) = ber(P*XTR*XP) oldugundan, arzulanan (21) esitsizligi
elde edilir.

Teorem 6. H = F(Q) bir CUHU olsun. R*XP = P*XT olacak sekilde X bir pozitif operatdr olmak
tizere T,R,P,X € L(H) oldugunu varsayalim. Eger d,d’, D, D’ pozitif gergel sayilar1 ise h = g ve

h' = % olmak iizere (i) 0 < dT<T*XT<dI<DI<R*XR<D'l veya (ii) 0 <dI<R'XR<
ml < DI < T*XT < D'I kosullarindan en az birini saglasin. O zaman

) [/" “INT

| + ber(R*XT)
/|

112 1
X2T| + |X2R

25(vh)

1 1
ber?(P*XT) < §| X2P

olur.
Ispat. p € Q keyfi say1 olsun. (22) esitsizligini kullanarak her p € Q icin
1 i i 1 * i i l * i i * i i
E((T XTk,, k,)z(R"XRk, k,)z + [(R XTku,ku)D (P*XPk,, k) n
> |(k,, T*XPk,)(k,, R"XPk,)|
elde edilir. Ayrica R*XP = P*XT = (T*XP)* oldugu iyi bilinen bir gergektir. O halde her p € Q igin
|(k,, T*XPk,)(k,, R*XPk,)| = |(k,, T*XPk, )k, (T*XP)"k,)|

o o (28)
= [(T*XPk,, k,)|” = [(P"XTk,, k)|
olur. Bu sebeple (27) ve (28) esitsizlikleri her p € Q igin
|(P*XTR,, K|
1 O NP - o (29)
< E((T*XTku,ku)Z(R*XRku,ku)Z + |(R*XTkwku)|> (P*XPk,, k)
oldugunu verir. Simdi (3) esitsizligi kullanilarak her p € Q igin
~ 1 ~ ~ 1 1 PN ~ o~
(T*XTk,, k,)2(R*XRK,, k)2 < (T*XTk,, k,) + (R*XRk, k)
w Kp wRu ZS(\/F)( w Ru w Ru )
_ IXTHRXR o
2s(vh) M
dir. Dolayisiyla (29) esitsizligi iyilestirebiliriz ve buda
e o2 1 TXT+RXR. e o o
|(P*XTk,, k,)|” < > <Wku, k) + |[(R*XTk,, k)| | (P*XPk,, k) (30)

ima ederiz. Esdeger olarak, (24) kullanarak her p € € igin

1211



ECJSE 2022 (4) 1201-1214 Specht Oranina Gére Berezin Sayi Esitsizlikleri

2 2

XZT XZR
2 + |X2
|(P*xTk,, k )|2 sl ( ky k) + |(RXTk,, k)| (|X1/2P|2f< k)
p Bp 2 ZS(\/H) p Bp p Bu p Bp
1 |2 1 |2
1 / /XET + |XZR
— 1/2pli, 1/2pli, o i * T 1
_2(|x P|ky, |XY/2P|k,) | ¢ 25 ky k) + |(RXTK,, k)|

1 C o [ XVRT) 4 XV2RT L I
= — 1/2 *
2||x Pk, || (( D) ky k) + |(R*XTk,, k)|

yazabiliriz. Boylece her p € ( igin

. x1/27|* 4 [xV2R)* o
x12pg, |12 kK, + [(R'XTK,, k 31
port | (ELE B g 4 ot k)

N[ =

(P*XTR,, k)| <

olur. Simdi (31) esitsizliginde p € () lizerinden supremum alinirsa istenilen

(

Operatorler i¢in Berezin yarigap esitsizlikleri ve diger ilgili sonuglarla ilgili daha yeni sonuglar i¢in
[2, 3, 27-30] kaynaklarini 6neriyoruz.

|x1/21* 4 |x2/2R|”
25(vh)

2

ber?(P*XT) < %”XUZP”

) + ber(R*XT)

Ber

esitsizlik elde edilir.

4. Sonug

Bu calismada Hilbert fonksiyonel uzay operatorlerinin bazi yeni Berezin say1 esitsizlikleri
arastirllmaktadir.  Specht oran1  yardimiyla bazi esitsizlikler — genellestirilmektedir  ve
iyilestirilmektedir. Ayn1 zamanda bu iyilestirmeler kullanilarak Berezin yarigap ve Berezin norm
icin cesitli yeni esitsizlikler gosterilmektedir. Ozel durumda T,R pozitif ve X smirl olacak sekilde
T,R, X € L(H) i¢in

1

ber((T + R)X) < 25 ()

IX*RX + Tllper

elde edilmektedir.
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