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Öz: Berezin dönüşümü, düzgün fonksiyonları analitik fonksiyonların Hilbert uzayları üzerindeki operatörlerle 

ilişkilendirir. Hilbert fonksiyonel uzay ℋ(Ω) üzerinde bir 𝐴 operatörünün Berezin sembolü ve Berezin sayısı  

�̃�(𝜇) = 〈𝐴
𝐾𝜇

𝐾𝜇
,
𝐾𝜇

𝐾𝜇
〉 , 𝜇 ∈ Ω ve 𝑏𝑒𝑟(𝐴) = sup

𝜇∈Ω
|�̃�(𝜇)|  

şeklinde tanımlanır. Bu �̃� sınırlı fonksiyonu kullanılarak Hilbert fonksiyonel uzay operatörlerinin bazı yeni 

Berezin sayı eşitsizliklerini sunulmuştur. Specht oranı yardımıyla bazı eşitsizlikler genelleştirilmiş ve 

iyileştirilmiştir. Aynı zamanda bu iyileştirmeler kullanılarak Berezin yarıçap ve Berezin norm için çeşitli yeni 

eşitsizlikler gösterilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Berezin sayısı, Hilbert fonksiyonel uzay, Specht oranı, pozitif operatör. 

 
Berezin number inequalities in terms of Specht's ratio  

 
Abstract: Smooth functions are associated with operators on Hilbert spaces of analytic functions through the 

Berezin transform. The Berezin symbol and the Berezin number of an operator 𝐴 on the Hilbert functional space 

ℋ(Ω) over some set Ω with the reproducing kernel are defined, respectively, by  

�̃�(𝜇) = 〈𝐴
𝐾𝜇

𝐾𝜇
,
𝐾𝜇

𝐾𝜇
〉 , 𝜇 ∈ Ω and 𝑏𝑒𝑟(𝐴) = sup

𝜇∈Ω
|�̃�(𝜇)|.  

By using this bounded function �̃�, we present some new Berezin number inequalities of Hilbert functional space 

operators. Some inequalities with respect to Specht's ratio are improved and generalized. Using these 

modifications, we also establish various new inequalities for the Berezin radius and Berezin norm of operators.  

 

Keywords: Berezin number, Hilbert functional space, Specht's ratio, positive operator. 

 

1. Giriş 

 

Matematik analizde, operatörlerin özelliklerini üst ve alt limitler şeklinde analiz etmek için 

eşitsizlikler kullanılır. Bilim ve mühendisliğin hemen hemen tüm alanlarında, matematiksel 

eşitsizlikler, gerçek dünyadaki sorunları tanımlamanın ve bunlara çözümler önermenin en büyük 

yoludur. Matematiksel ve fonksiyonel analiz dahil olmak üzere analiz derslerinde incelenen birçok 

operatör türünün sınırlılık özelliği, teori ve uygulama oluşturmada kritik bir unsurdur. Örneğin üst 

ve alt limitler, ilgili konuların ele alınmasında önemli olan operatör normunu oluşturmak için 

kullanılır. Matematik ve matematiksel fizikteki birçok araştırmacı, çekirdek üreten Hilbert uzayında 

tanımlanan bir operatörün Berezin dönüşümü ile ilgilenmektedir. Bu bağlamda, birkaç matematikçi 

(1)'de verilen Berezin yarıçap eşitsizliği hakkında önemli araştırmalar yürütmüştür (bkz. [1-3]). 

Aslında, bu eşitsizliğin iyileştirilmesi ve genişletilmesi akademisyenlerin ilgisini çekmektedir [4-7]. 

http://www.google.com.tr/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&frm=1&source=images&cd=&cad=rja&docid=xz5s9XSyulZkLM&tbnid=oCAfilol35s7FM:&ved=0CAUQjRw&url=http%3A%2F%2Fahmetatangrafiktasarim.blogspot.com%2F2011%2F06%2Ftubiad-kuruldu.html&ei=23GwUZS3GoGbtAaknYHQAQ&bvm=bv.47534661,d.Yms&psig=AFQjCNE6WroNwBybnesv1SG0F_JPplJUQQ&ust=1370604374041622
http://www.teknolojikarastirmalar./
mailto:07hamdullahbasaran@gmail.com
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Bu araştırmanın amacı, çekirdek üreten Hilbert uzayındaki operatörler için Berezin dönüşümünü 

kullanarak Specht oranına göre bazı eşitsizlikleri iyileştirmek ve genelleştirmektir. Ayrıca, Berezin 

normu ve operatörlerin Berezin yarıçapı için birkaç ek eşitsizlik göstermek için daha önce açıklanan 

iyileştirmeler kullanılmıştır. İlgili sonuçlar [8] numaralı kaynakta yer almaktadır. Şimdi bu 

araştırmanın bulgularına devam etmek için gereken ön kavramları ana hatlarıyla belirteceğiz. 

Bir çekirdek üreten Hilbert uzayı (kısaca, ÇÜHU) veya fonksiyonel Hilbert uzayı 𝜑𝜇(𝑓) = 𝑓(𝜇),

𝜇 ∈ 𝛺 fonksiyonelleri ℋ üzerinde sürekli olacak şekilde bazı 𝛺 kümesi üzerinde karmaşık değerli 

fonksiyonların ℋ = ℋ(𝛺) Hilbert uzayı olduğunu hatırlatalım. Buradan fonksiyonel analizdeki 

Riesz teoreminden her 𝜇 ∈ 𝛺 ve 𝑓 ∈ ℋ için 𝑓(𝜇) = ⟨𝑓, 𝑘𝜇⟩ olacak şekilde bir tek 𝑘𝜇 ∈ 𝐻 

fonksiyonu vardır. Aynı zamanda { 𝑘𝜇: 𝜇 ∈ 𝛺} kümesi ℋ uzayının çekirdeği üretenidir. 

Literatürdeki iyi bilinen ÇÜHU’lar birim disk üzerinde Hardy uzayı, Fock uzayı, Bergman uzayı ve 

Dirichlet uzayıdır. Aronzajn [9] çekirdek üretenler ve ÇÜHU’ların teorisine katkı sağlamıştır. 

 

Tanım 1. ℋ bir Ω kümesinde bir ÇÜHU olsun. Eğer T, ℋ uzayında sınırlı lineer bir operatör ise, o 

zaman 

a. μ ∈ Ω için μ de T nin Berezin dönüşümü (veya T nin Berezin sembolü)  

T̃(μ) ≔ 〈Tk̂μ, k̂μ〉 ℋ, 

b. T nin Berezin aralığı (veya T nin Berezin kümesi)  

Ber(T) ≔ Range(T̃) = {T̃(μ): μ ∈ Ω}, 

c. T nin Berezin yarıçapı (veya T nin Berezin sayısı)  

ber(T) ≔ sup
μ∈Ω

|T̃(μ)| 

ile verilir. 

Ayrıca 𝑇 ∈ ℒ(ℋ) operatörlerinin sözde Berezin normunu  

‖𝑇‖𝐵𝑒𝑟: = sup
𝜇∈Ω

‖𝑇�̂�𝜇‖  

biçiminde tanımlıyoruz. Burada ‖𝑇‖𝐵𝑒𝑟 ifadesi 𝑇 ∈ ℒ(ℋ) uzayında bir yeni operatör norm belirler 

ve 𝑏𝑒𝑟(𝑇) ≤ ‖𝑇‖𝐵𝑒𝑟 ≤ ‖𝑇‖ olduğu kolayca görülebilir. Çekirdek üreten Hilbert uzaylar hakkında 

daha fazla bilgi için Aronzajn [9] çalışmasına bakınız. Diğer taraftan Berezin dönüşümünün kendisi 

F. Berezin tarafından [10]'da tanıtılmış ve önemli operatörlerin birçok temel özelliği Berezin 

dönüşümlerinde kodlandığından operatör teorisinde kritik bir araç olduğu ispatlanmıştır. 

Operatörlerin Berezin aralığı ve Berezin yarıçapı, Karaev tarafından [11]'de tanıtılan ÇÜHU 

üzerindeki operatörlerin yeni sayısal özellikleridir.  

 

ℋ üzerinde her sınırlı 𝑇 operatörü için Berezin dönüşümü �̃�, Ω üzerinde sınırlı bir gerçel-analitik 

fonksiyondur. 𝑇 operatörünün özellikleri genellikle �̃� Berezin dönüşümünün özelliklerine yansıtılır. 

Sırasıyla 𝐵𝑒𝑟(𝑇) ve 𝑏𝑒𝑟(𝑇) ile de gösterilen Berezin kümesi ve sayısı iddiaya göre ilk olarak 

Karaev tarafından [11]’de resmen tanıtılmıştır. 

 

Bir çekirdek üreten Hilbert uzayında 𝑇 operatörünün Berezin aralığı (veya kümesi)  

𝑊(𝑇) ≔ {⟨𝑇𝑥, 𝑥⟩: 𝑥 ∈ ℋ 𝑣𝑒 ‖𝑥‖ = 1} 
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şeklinde tanımlı 𝑇 nin sayısal aralığının bir altkümesidir. Bu sebeple  

𝑏𝑒𝑟(𝑇) ≤ 𝑤(𝑇) ≔ 𝑠𝑢𝑝{|⟨𝑇𝑥, 𝑥⟩|: 𝑥 ∈ ℋ(Ω) 𝑣𝑒 ‖𝑥‖ = 1} 

(𝑇 operatörünün sayısal yarıçapı) olur. Bir operatörün sayısal aralığının bazı ilginç özellikleri 

vardır. Örneğin, bir operatörün spektrumunun, sayısal aralığının kapanışında yer aldığı iyi 

bilinmektedir. Bu teori ile ilgili temel özellikler için [12-15]'e başvururuz. 

 

Diğer taraftan herhangi 𝑇 ∈ ℒ(ℋ)  için 

1

2
‖𝑇‖ ≤ 𝑤(𝑇) ≤ ‖𝑇‖ (1) 

ve 

𝑏𝑒𝑟(𝑇) ≤ 𝑤(𝑇) ≤ ‖𝑇‖ (2) 

iyi bilinen eşitsizliklerdir. 

 

(ℋ, 〈. , . 〉)’nin karmaşık bir Hilbert uzayı olduğunu ℒ(ℋ)’nin ℋ üzerindeki tüm sınırlı lineer 

opeartörlerin 𝐶∗-cebirini gösterdiğini varsayalım. [16]’dan bazı tanımları ve kavramları 

hatırlıyoruz. 

 

Eğer 𝑇 operatörü kendine eş (𝑇 = 𝑇∗) ve 〈𝑇𝑥, 𝑥〉 ≥ 0 ise o zaman bir 𝑇 ∈ ℒ(ℋ) operatörü pozitiftir 

ve 𝑇 ≥ 0 ile tanımlıdır. Denk olarak 𝑇 pozitif olması için gerekli ve yeterli koşul bazı 𝑅 ∈ ℒ(ℋ) 

operatörü için 𝑇 = 𝑅∗𝑅 olmasıdır. Bazı skaler 𝑑 ve 𝐷 ve her 𝑥 ∈ ℋ için 𝑑 ≤ 〈𝑇𝑥, 𝑥〉 ≤ 𝐷 ise 𝑑𝐼 ≤
𝑇 ≤ 𝐷𝐼 yazabiliriz. Burada 𝐼 operatörü ℒ(ℋ)’nin birim operatörü olarak tanımlanır. 𝑇’nin mutlak 

değeri  |𝑇| = (𝑇∗𝑇)1/2 ile tanımlıdır. Kendine eş T  operatörü için 𝑑𝐼 ≤ 𝑇 ≤ 𝐷𝐼 olması için gerekli 

ve yeterli koşul 𝑠𝑝(𝑇) ⊂ [𝑑, 𝐷]. Ayrıca tüm pozitif tersinebilir operatörlerin kümesi ℒ+(ℋ) ile 

tanımlanır. 

 

𝑇 ∈ ℒ(ℋ) ve 𝑅 bir pozitif operatör olsun. 𝛽 ∈ [0,1] için 𝑇 ve 𝑅 operatörlerinin 𝛽-ağırlıklı 

geometrik ortalaması  

𝑇 ‡𝛽 𝑅 = 𝑇1/2(𝑇−1/2𝑅𝑇−1/2)
𝛽
𝑇1/2 

ile tanımlıdır. Eğer pozitifliği korursa bir 𝜑: ℒ(ℋ) → ℒ(ℱ) lineer dönüşümün pozitif olduğunu 

hatırlayınız. Eğer 𝜑(𝐼ℋ) = 𝐼ℱ ise dönüşüm normalleştirilmiştir adını alır. Specht oranı bir ℎ pozitif 

gerçel sayılar için  

𝑆(ℎ) =
ℎ

1
ℎ−1

𝑒𝑙𝑜𝑔ℎ
1

ℎ−1

 (ℎ ≠ 1) 

biçiminde tanımlanır (bkz. [17, 18]). Bu kavram aşağıdaki özellikleri sağlar: 

a. 𝑆(1) = 1 ve ℎ > 0 için 𝑆(ℎ) = 𝑆 (
1

ℎ
) > 1. 

b. 𝑆(ℎ), (1,∞) üzerinde monoton artan bir fonksiyondur. 

c. 𝑆(ℎ) , (0,1) üzerinde monoton azalan bir fonksiyondur. 

 

Şimdi Specht oranı ile ilgili olarak aşağıda bazı sonuçlar verilmiştir: 
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Yardımcı Teorem 1 ([19]). x, y > 0 ve β ∈ [0,1] için (1 − β)x + βy ≥ S ((
y

x
)
r

) x1−βyβ dir. 

Burada r = min{β, 1 − β} ve S(. ) ise Specht oranıdır. 

 

Makale boyunca β ∈ [0,1], r = min{β, 1 − β} ve S(. ) ise Specht oranı olsun. 

Teorem 1 ([19]). T ve 𝑅 iki pozitif operatör olsun ve d, d′, D, D′ pozitif gerçel sayıları ise h =
D

d
 ve 

h′ =
D′

d′
 olmak üzere (i) 0 ≤ d′I ≤ T ≤ dI ≤ DI ≤ R ≤ D′I veya (ii) 0 ≤ d′I ≤ R ≤ dI ≤ DI ≤ T ≤

D′I koşullarından en az birini sağlasın. O zaman 

(1 − β)T + βR ≥ S(hr)T ‡β R ≥ T ‡β R ≥ S(hr){(1 − β)T−1 + βR−1}−1 

≥ {(1 − β)T−1 + βR−1}−1. 

 

Uyarı 1. Eğer Teorem 1’de T = xI, R = yI, β =
1

2
 ve r =

1

2
 alınırsa o zaman 

S(√h)√xy ≤
x + y

2
 

(3) 

dir. 

 

[20] numaralı referansta Huban vd. 

ber(T) ≤
1

2
‖|T| + |T∗|‖ber ≤

1

2
(‖T‖ber + ‖T2‖ber

1/2
) ≤ ‖T‖ber (4) 

ve 

berr(T) ≤
1

2
‖|T|2rζ + |R∗|2r(1−ζ)‖

ber
, r ≥ 1, 0 < 𝜁 < 1 (5) 

sonuçlarını ispatlamıştır. Başaran ve Gürdal ise [4]’te iyileştirilmiş Hölder-McCarthy eşitliği 

yardımıyla (5) eşitliğinin sol tarafını genelleştirmişlerdir. Huban vd. [7]’de iki operatörün çarpımı 

ile 

berr(R∗T) ≤
1

2
‖|T|r + |R|r‖ber, r ≥ 1 (6) 

eşitsizliğini göstermişlerdir. 
 

2. Bilinen Yardımcı Teoremler 

 
Bu bölümde, bazı eşitsizlikleri iyileştirmek ve genelleştirmek için ihtiyaç duyduğumuz bazı yararlı 

Yardımcı teoremler sunuyoruz. 

 

Yardımcı Teorem 2 ([21]). T ∈ ℒ(ℋ) olsun. Her x, y ∈ ℋ için 

(i) Eğer 0 ≤ α ≤ 1 ise o zaman 

|〈Tx, y〉| ≤ 〈|T|2αx, x〉1/2〈|T∗|2(1−α)y, y〉1/2, (7) 

 



Gürdal, M., Başaran, H. ECJSE 2022 (4) 1201-1214 

 

1205 

 

(ii)  Eğer f ve g fonksiyonları [0,∞) üzerinde negatif olmayan sürekli fonksiyonlar 

f(t)g(t) = t koşulunu sağlıyorsa o zaman  

|〈Tx, y〉| ≤ √‖f(|T|)x‖‖g(|T∗|)y‖   (8) 

dir. 

 

Bir konveks f: J → ℝ fonksiyonu ve herhangi u, v ∈ J için iyi bilinen Hermite-Hadamard eşitsizliği 

f (
u + v

2
) ≤ ∫ f(tu + (1 − t)v)dt ≤

f(u) + f(v)

2

1

0

 (9) 

eşitsizliğinden elde edilir. 

 

Yardımcı Teorem 3 ([22]). T ∈ ℒ(ℋ) operatörü 𝑠𝑝(𝑇) ⊂ J özelliğine sahip kendine eş bir operatör 

ve x ∈ ℋ, ‖𝑥‖ = 1, olsun. O halde f, J üzerinde bir konveks fonksiyon ise  

f(〈Tx, x〉) ≤ 〈f(T)x, x〉 (10) 

dir. Eğer f içbükey ise, yukarıdaki eşitsizlik tersine çevrilir. 

 

Bu bölümdeki dördüncü Yardımcı Teorem, [23]'ün doğrudan bir sonucudur. 

 

Yardımcı Teorem 4. Eğer f  fonksiyonu  ),0  üzerinde negatif olmayan sürekli fonksiyon ve 

T, R ∈ ℒ(ℋ) pozitif operatörler olsun. O zaman her 0 ≤ β ≤ 1 için 

‖f((1 − β)T + βR)‖ ≤ ‖(1 − β)f(T) + βf(R)‖ (11) 

olur.  

 

Şimdi, üçüncü bölümde ihtiyacımız olan aşağıdaki tanımı verelim. 

 

Tanım 2. T ∈ ℒ+(ℋ), R bir kendine eş operatör ve f, J gerçel aralığı üzerinde sp(T−1/2RT−1/2)’de 

bulunan sürekli bir fonksiyon olsun. O zaman sürekli fonksiyonel hesap kullanarak f-bağıntısı σf ile 

gösterilir ve  

TσfR = T1/2f(T−1/2RT−1/2)T1/2 

biçiminde tanımlanır. Burada 0 ≤ β ≤ 1 olmak üzere tβ ve (1 − β) + βt fonksiyonları için 

yukarıdaki tanımın, sırasıyla operatör ağırlıklı geometrik ortalamaya ve operatör ağırlıklı aritmetik 

ortalamaya yol açtığına dikkat ediniz. 

 

Yardımcı Teorem 5 ([24]). T, R ∈ ℒ(ℋ) bir pozitif operatörler olsun. O zaman  

‖T + R‖ ≤
1

2
(‖T‖ + ‖R‖ + √(‖T‖ + ‖R‖)2 + 4‖T1/2R1/2‖2) 

ve ‖T1/2R1/2‖ ≤ ‖TR‖1/2 dir. 
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Eğer X ∈ ℒ(ℋ) bir pozitif operatörse o zaman 〈z, y〉X = 〈Xz, y〉 değeri ℋ Hilbert uzayında bir iç 

çarpım tanımladığını ve ayrıca [8]’den her bir x, y, z ∈ ℋ ve 〈x, x〉X = ‖x‖X
2  için 

1

2
(‖x‖X‖z‖X + |〈x, z〉X|)‖y‖X

2 ≤ |〈x, y〉X〈y, z〉X| (12) 

sonucunu çıkardığını hatırlayınız. 

 

3. Temel Sonuçlar 

 

Şimdi ilk teoremi ispatlayalım. 

 

Teorem 2. ℋ = ℋ(Ω) bir ÇÜHU olsun. Eğer T ∈ ℒ(ℋ) ve d, d′, D, D′ pozitif gerçel sayıları ise 

h =
D

d
 ve h′ =

D′

d′ olmak üzere (i) 0 ≤ d′I ≤ |T| ≤ dI ≤ DI ≤ |T∗| ≤ D′I veya (ii) 0 ≤ d′I ≤ |T∗| ≤

dI ≤ DI ≤ |T| ≤ D′I koşullarından en az birini sağlasın. O zaman 

ber(T) ≤
1

2S(√h)
(‖T‖ber + ‖T2‖

ber
1/2

) (13) 

dir. 

İspat. k̂μ normalleştirilmiş çekirdek üreten olsun. α =
1

2
 için (7) eşitsizliğini ve (3) eşitsizliğini 

kullanarak 

|〈Tk̂μ, k̂μ〉| ≤ 〈|T|k̂μ, k̂μ〉
1
2〈|T∗|k̂μ, k̂μ〉

1
2 ≤

1

2S(√h)
(〈|T|k̂μ, k̂μ〉 + 〈|T∗|k̂μ, k̂μ〉) 

       =
1

2S(√h)
(〈(|T| + |T∗|)k̂μ, k̂μ〉) 

elde edilir. μ ∈ Ω üzerinden supremum alınırsa 

sup
μ∈Ω

|〈Tk̂μ, k̂μ〉| ≤
1

2S(√h)
sup
μ∈Ω

(〈(|T| + |T∗|)k̂μ, k̂μ〉) (14) 

olur. Bu sebeple 

ber(T) ≤
1

2S(√h)
‖|T| + |T∗|‖ber 

elde edilir. (4) eşitliğinden 

ber(T) ≤
1

2S(√h)
(‖T‖ber + ‖T2‖

ber
1/2

) 

bulunur. Bu ise teoremin ispatını tamamlar. 

 

Aşağıdaki teoremi ispatlamak için Yardımcı Teorem 4'ü kullanıyoruz. 

 

Teorem 3.  T, R, X ∈ ℒ(ℋ), f ve g fonksiyonları her t ∈ [0,∞) için f(t)g(t) = t koşulunu sağlayan 

[0, ∞) üzerinde negatif olmayan sürekli fonksiyonlar ve τ, ise [0,∞) üzerinde negatif olmayan 

artan konveks fonksiyon olsun. Ayrıca d, d′, D, D′ pozitif gerçel sayıları ise h =
D

d
 ve h′ =

D′

d′
 olmak 
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üzere (i) 0 ≤ d′ ≤ (R∗f2(|X|)R)(μ)̃ ≤ d ≤ D ≤ (T∗g2(|X∗|)T)(μ)̃ ≤ D′ veya (ii) 0 ≤ d′ ≤

(T∗f2(|X|)T)(μ)̃ ≤ d ≤ D ≤ (R∗g2(|X∗|)R)(μ)̃ ≤ D′ koşullarından en az birini sağlasın. O zaman 

τ(ber(T∗XR)) ≤
1

2S(√h)
‖τ(R∗f2(|X|)R) + τ(T∗g2(|X∗|)T)‖ber 

elde edilir. 

İspat. μ ∈ Ω keyfi sayı olsun. (8) eşitliği kullanılarak 

|〈T∗XRk̂μ, k̂μ〉| ≤ |〈XRk̂μ, Tk̂μ〉| ≤ √〈R∗f2(|X|)Rk̂μ, k̂μ〉〈T∗g2(|X∗|)Tk̂μ, k̂μ〉 (15) 

elde edilir. Şimdi (3) eşitsizliğinden 

√〈R∗f2(|X|)Rk̂μ, k̂μ〉〈T∗g2(|X∗|)Tk̂μ, k̂μ〉

≤
1

2S(√h)
(〈R∗f2(|X|)Rk̂μ, k̂μ〉 + 〈T∗g2(|X∗|)Tk̂μ, k̂μ〉)

=
1

2S(√h)
(〈(R∗f2(|X|)R + T∗g2(|X∗|)T)k̂μ, k̂μ〉) 

olur. Son elde edilen eşitsizlik ve (15) eşitsizliği 

|〈T∗XRk̂μ, k̂μ〉| ≤
1

2S(√h)
(〈(R∗f2(|X|)R + T∗g2(|X∗|)T)k̂μ, k̂μ〉) 

olduğunu verir. μ ∈ Ω üzerinden supremum alınırsa 

ber(T∗XR) ≤
1

2S(√h)
‖R∗f2(|X|)R + T∗g2(|X∗|)T‖ber 

elde edilir. Ayrıca (10) eşitsizliği ve Yardımcı Teorem 4 kullanılarak 

(ber(T∗XR)) ≤ τ(
2

2S(√h)
‖
R∗f2(|X|)R + T∗g2(|X∗|)T

2
‖

ber

)

≤
1

S(√h)
τ (‖

R∗f2(|X|)R + T∗g2(|X∗|)T

2
‖

ber

)

≤
1

S(√h)
‖τ (

R∗f2(|X|)R + T∗g2(|X∗|)T

2
)‖

ber

≤
1

2S(√h)
‖τ(R∗f2(|X|)R + T∗g2(|X∗|)T)‖ber 

 

 

(16) 

 

(17) 

τ’nun negatif olmayan artan konveks fonskiyon olmasından kaynaklanan (16) ve (17) 

eşitsizliklerinden 
1

S(√h)
≤ 1 olduğuna dikkat ediniz. Ayrıca Jensen eşitsizliğinden her bir pozitif Y ∈

ℒ(ℋ) operatör için 

τ(‖Y‖ber) = τ (sup
μ∈Ω

〈Yk̂μ, k̂μ〉) = sup
μ∈Ω

(τ〈Yk̂μ, k̂μ〉) ≤ sup
μ∈Ω

〈τ(Y)k̂μ, k̂μ〉 = ‖τ(Y)‖ber 

ifadesine ulaşılır. İstediğimiz sonuca sahibiz. 

 

Uyarı 2. Her T, R, X ∈ ℒ(ℋ) için Bakherad ve Garayev [26, Teorem 3.5] ve f(t) = tr 

fonksiyonundan 
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berr(T∗XR) ≤
1

2
‖(T∗|X∗|T)r + (R∗|X|R)r‖ber, r ≥ 1 (18) 

genel Berezin yarıçap eşitsizliği ispatlanmıştır. 

 

Eşitsizlik (18) ve Teorem 3’ten aşağıdaki eşitsizlikler verilebilir. 

 

Sonuç 1. f(t) = tr, r ≥ 1 fonksiyonu [0,∞) üzerinde artan konveks fonksiyon olsun. Ayrıca 

d, d′, D, D′ pozitif gerçel sayıları ise h =
D

d
 ve h′ =

D′

d′  olmak üzere (i) 0 ≤ d′I ≤ R∗|X∗|R ≤ dI ≤

DI ≤ T∗|X∗|T ≤ D′I veya (ii) 0 ≤ d′I ≤ T∗|X|T ≤ dI ≤ DI ≤ R∗|X∗|R ≤ D′I koşullarından en az 

birini sağlasın. O zaman  

(i) berr(T∗XR) ≤
1

2S(√h)
‖(T∗|X∗|T)r + (R∗|X|R)r‖ber, r ≥ 1, 

(ii) Eğer X = I ise o zaman berr(T∗R) ≤
1

2S(√h)
‖|T|2r + |R|2r‖ber, 

(iii) Eğer T = R = I ise o zaman berr(X) ≤
1

2S(√h)
‖|X∗|r + |X|r‖ber 

dir. 

 

Şimdi, operatörlerin 𝑓-bağlantısı ile ilgili Berezin yarıçap eşitsizliğine göre aşağıdaki teoremi 

sunuyoruz. 

 

Teorem 4. ℋ = ℋ(Ω) bir ÇÜHU, T ∈ ℒ(ℋ), R kendine eş, X ∈ ℒ(ℋ), ve f fonksiyonu J gerçel 

aralığı üzerinde sürekli bir fonksiyon olsun. Ayrıca d, d′, D, D′ pozitif gerçel sayıları ise h =
D

d
 ve 

h′ =
D′

d′ olmak üzere (i) 0 ≤ d′I ≤ X∗T1/2f2(T−1/2RT−1/2)T1/2 ≤ dI ≤ DI ≤ T ≤ D′I veya (ii) 0 ≤

d′I ≤ T ≤ dI ≤ DI ≤ X∗T1/2f2(T−1/2RT−1/2)T1/2 ≤ D′I koşullarından en az birini sağlasın. O 

zaman 

ber((TσfR)X) ≤
1

2S(√h)
‖X∗T

1
2f2 (T−

1
2𝑅T−

1
2) T

1
2X + T‖

ber
 (19) 

İspat. Her μ ∈ Ω için  

|〈(TσfR)Xk̂μ, k̂μ〉| = |〈T
1
2f (T−

1
2RT−

1
2)T

1
2Xk̂μ, k̂μ〉| 

         = |〈f (T−
1
2RT−

1
2) T

1
2Xk̂μ, T

1
2k̂μ〉| 

         ≤ ‖f (T−
1
2RT−

1
2) T

1
2Xk̂μ‖ ‖T

1
2k̂μ‖ 

         = √〈f (T−
1
2RT−

1
2) T

1
2Xk̂μ, f (T

−
1
2RT−

1
2) T

1
2Xk̂μ〉 〈T

1
2k̂μ, T

1
2k̂μ〉 

         = √〈X∗T
1
2f2 (T−

1
2RT−

1
2)T

1
2Xk̂μ, k̂μ〉 〈Tk̂μ, k̂μ〉 
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        ≤
1

2S(√h)
〈(X∗T

1
2f2 (T−

1
2RT−

1
2) T

1
2X + T) k̂μ, k̂μ〉 

dir. μ ∈ Ω üzerinden supremum alınırsa 

sup
μ∈Ω

|〈(TσfR)Xk̂μ, k̂μ〉| ≤
1

2S(√h)
sup
μ∈Ω

〈(X∗T
1
2f2 (T−

1
2RT−

1
2) T

1
2X + T) k̂μ, k̂μ〉 

ve 

ber((TσfR)X) ≤
1

2S(√h)
‖X∗T

1
2f2 (T−

1
2RT−

1
2) T

1
2X + T‖

ber
 

elde edilir ki bu ise istenilen (19) eşitsizliğini üretir. 

 

Eğer f(t) = √t alınırsa, aşağıdaki sonuç Teorem 4'ün kolay bir sonucudur. 

 

Sonuç 2. T ∈ ℒ+(ℋ) ve R pozitif olacak şekilde T, R, X ∈ ℒ(ℋ) olsun. Eğer Teorem 4’ün (i) veya 

(ii) koşullarından birisi sağlanıyorsa, o zaman 

ber((T ‡ R)X) ≤
1

2S(√h)
‖X∗RX + T‖ber 

elde edilir. 

 

Aşağıdaki teoremlerde, çarpım operatörleriyle ilgili Berezin yarıçap eşitsizliği için bazı eşitsizlikler 

Specht oranı ile iyileştirilmiştir. 

 

Teorem 5. ℋ = ℋ(Ω) bir ÇÜHU olsun. X bir pozitif operatör olmak üzere T, R, P, X ∈ ℒ(ℋ) 

olduğunu varsayalım. Eğer d, d′, D, D′ pozitif gerçel sayıları ise h =
D

d
 ve h′ =

D′

d′ olmak üzere (i) 

0 ≤ d′I ≤ T∗XT ≤ dI ≤ DI ≤ R∗XR ≤ D′I veya (ii) 0 ≤ d′I ≤ R∗XR ≤ dI ≤ DI ≤ T∗XT ≤ D′I 
koşullarından en az birini sağlasın. O zaman 

‖T∗XP‖Ber‖R∗XP‖Ber 

≤
1

2
‖X1/2P‖

Ber

2
[

1

2S(√h)
(‖X1/2T‖

ber

2
+ ‖X1/2R‖

ber

2
) + ‖R∗XT‖ber] 

(20) 

ve 

ber(P∗XTR∗XP) 

≤
1

2
‖X1/2P‖

Ber

2
[

1

2S(√h)
(‖X1/2T‖

ber

2
+ ‖X1/2R‖

ber

2
) + ‖R∗XT‖ber] 

(21) 

İspat. k̂μ normalleştirilmiş çekirdek üreten olsun. O zaman X pozitif olduğundan ve (12) 

eşitsizliğinden x, y, z ∈ ℋ olmak üzere 

1

2
(‖z‖X‖y‖X + |〈z, y〉X|)‖x‖X

2 ≤ |〈z, y〉X〈x, y〉X| 

dir. Bu sebeple 
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1

2
[〈Xz, z〉1/2〈Xy, y〉1/2 + |〈Xz, y〉|]〈Xx, x〉 ≤ |〈Xz, x〉〈Xx, y〉| 

olur. Yukarıdaki eşitsizlikte z = Tk̂λ, y = Rk̂ξ ve x = Pk̂μ alınırsa 

1

2
(〈XTk̂λ, k̂λ〉

1
2〈XRk̂ξ, Rk̂ξ〉

1
2 + |〈XTk̂λ, Rk̂ξ〉|) 〈P∗XPk̂μ, k̂μ〉 

≤ |〈k̂λ, T
∗XPk̂μ〉〈k̂μ, P

∗XRk̂μ〉| 

(22) 

elde edilir. λ = ξ ile λ, ξ ∈ Ω üzerinden supremum alınırsa her μ ∈ Ω için  

‖T∗XPk̂μ‖‖R∗XPk̂μ‖ = sup
λ∈Ω

|〈k̂λ, T
∗XPk̂μ〉| sup

ξ∈Ω
|〈k̂ξ, R

∗XPk̂μ〉|                                                  (23)  

= sup
λ∈Ω

|〈k̂λ, T
∗XPk̂μ〉| sup

ξ∈Ω
|〈R∗XPk̂μ, k̂ξ〉| 

= sup
λ∈Ω

|〈k̂λ, T
∗XPk̂μ〉| sup

ξ∈Ω
|〈k̂μ, P

∗XRk̂ξ〉| 

= sup
λ=ξ∈Ω

{|k̂λ, T
∗XPk̂μ||〈k̂μ, P

∗XRk̂ξ〉|} 

≤
1

2
〈P∗XPk̂μ, k̂μ〉 sup

λ=ξ∈Ω
(〈T∗XTk̂λ, k̂λ〉

1
2〈R∗XRk̂ξ, k̂ξ〉

1
2 + |〈R∗XTk̂λ, k̂ξ〉|) 

≤
1

2
〈P∗XPk̂μ, k̂μ〉 (

1

2S(√h)
(〈T∗XTk̂λ, k̂λ〉 + 〈R∗XRk̂ξ, k̂ξ〉) + |〈R∗XTk̂λ, k̂ξ〉|) 

≤
1

2
〈P∗XPk̂μ, k̂μ〉 (sup

λ∈Ω

1

2S(√h)
〈T∗XTk̂λ, k̂λ〉 + sup

ξ∈Ω

1

2S(√h)
〈R∗XRk̂ξ, k̂ξ〉

+ sup
λ=ξ∈Ω

|〈R∗XTk̂λ, k̂ξ〉|) 

≤
1

2
〈P∗XPk̂μ, k̂μ〉 (

1

2S(√h)
(‖T∗XT‖ber + ‖R∗XR‖ber) + ‖R∗XT‖ber) 

 

elde edilir. Diğer taraftan 

T∗XT = |X1/2T|
2
, R∗XR = |X1/2R|

2
, P∗XP = |X1/2P|

2
 (24) 

olduğundan ve (23) den yararlanarak (20) eşitsizliği elde edilir. Şimdi 

|〈P∗XRT∗XPk̂μ, k̂μ〉| = |〈T∗XPk̂μ, R
∗XPk̂μ〉| ≤ ‖T∗XPk̂μ‖‖R∗XPk̂μ‖ 

dir. (20) eşitsizliği sayesinde  

|〈P∗XRT∗XPk̂μ, k̂μ〉| 

≤
1

2
‖X1/2Pk̂μ‖

2
[

1

2S(√h)
(‖X1/2T‖

ber

2
+ ‖X1/2R‖

ber

2
) + ‖R∗XT‖ber] 

(25) 

dir. (25) eşitsizliğinde μ ∈ Ω üzerinden supremum alınırsa 

 

ber(P∗XRT∗XP) (26) 
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≤
1

2
‖X1/2P‖

Ber

2
[

1

2S(√h)
(‖X1/2T‖

ber

2
+ ‖X1/2R‖

ber

2
) + ‖R∗XT‖ber] 

olur. (26) eşitsizliği ile ber(P∗XRT∗XP) = ber(P∗XTR∗XP) olduğundan, arzulanan (21) eşitsizliği 

elde edilir. 

 

Teorem 6. ℋ = ℋ(Ω) bir ÇÜHU olsun. R∗XP = P∗XT olacak şekilde X bir pozitif operatör olmak 

üzere T, R, P, X ∈ ℒ(ℋ) olduğunu varsayalım. Eğer d, d′, D, D′ pozitif gerçel sayıları ise h =
D

d
 ve 

h′ =
D′

d′ olmak üzere (i) 0 ≤ d′I ≤ T∗XT ≤ dI ≤ DI ≤ R∗XR ≤ D′I veya (ii) 0 ≤ d′I ≤ R∗XR ≤

mI ≤ DI ≤ T∗XT ≤ D′I koşullarından en az birini sağlasın. O zaman 

ber2(P∗XT) ≤
1

2
‖X

1
2P‖

Ber

2

[
 
 
 

(

 ‖‖
|X

1
2T|

2

+ |X
1
2R|

2

2S(√h)
‖‖

)

 

]
 
 
 

+ ber(R∗XT) 

olur. 

İspat. μ ∈ Ω keyfi sayı olsun. (22) eşitsizliğini kullanarak her μ ∈ Ω için 

1

2
(〈T∗XTk̂μ, k̂μ〉

1
2〈R∗XRk̂μ, k̂μ〉

1
2 + |〈R∗XTk̂μ, k̂μ〉|) 〈P∗XPk̂μ, k̂μ〉 

≥ |〈k̂μ, T
∗XPk̂μ〉〈k̂μ, R

∗XPk̂μ〉| 

(27) 

elde edilir. Ayrıca ( ) == XPTXTPXPR  olduğu iyi bilinen bir gerçektir. O halde her μ ∈ Ω için 

|〈k̂μ, T
∗XPk̂μ〉〈k̂μ, R

∗XPk̂μ〉| = |〈k̂μ, T
∗XPk̂μ〉〈k̂μ, (T

∗XP)∗k̂μ〉| 

= |〈T∗XPk̂μ, k̂μ〉|
2

= |〈P∗XTk̂μ, k̂μ〉|
2
 

(28) 

olur. Bu sebeple (27) ve (28) eşitsizlikleri her μ ∈ Ω için 

|〈P∗XTk̂μ, k̂μ〉|
2
 

≤
1

2
(〈T∗XTk̂μ, k̂μ〉

1
2〈R∗XRk̂μ, k̂μ〉

1
2 + |〈R∗XTk̂μ, k̂μ〉|) 〈P∗XPk̂μ, k̂μ〉 

(29) 

olduğunu verir. Şimdi (3) eşitsizliği kullanılarak her μ ∈ Ω için  

〈T∗XTk̂μ, k̂μ〉
1
2〈R∗XRk̂μ, k̂μ〉

1
2 ≤

1

2S(√h)
(〈T∗XTk̂μ, k̂μ〉 + 〈R∗XRk̂μ, k̂μ〉) 

= 〈
T∗XT + R∗XR

2S(√h)
k̂μ, k̂μ〉 

dir. Dolayısıyla (29) eşitsizliği iyileştirebiliriz ve buda 

|〈P∗XTk̂μ, k̂μ〉|
2

≤
1

2
(〈

T∗XT + R∗XR

2S(√h)
k̂μ, k̂μ〉 + |〈R∗XTk̂μ, k̂μ〉|) 〈P∗XPk̂μ, k̂μ〉 (30) 

ima ederiz. Eşdeğer olarak, (24) kullanarak her μ ∈ Ω için 
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|〈P∗XTk̂μ, k̂μ〉|
2

≤
1

2

(

 〈
|X

1
2T|

2

+ |X
1
2R|

2

2S(√h)
k̂μ, k̂μ〉 + |〈R∗XTk̂μ, k̂μ〉|

)

 〈|X1/2P|
2
k̂μ, k̂μ〉 

=
1

2
〈|X1/2P|k̂μ, |X

1/2P|k̂μ〉

(

 〈
|X

1
2T|

2

+ |X
1
2R|

2

2S(√h)
k̂μ, k̂μ〉 + |〈R∗XTk̂μ, k̂μ〉|

)

  

=
1

2
‖X1/2Pk̂μ‖

2
(〈

|X1/2T|
2
+ |X1/2R|

2

2S(√h)
k̂μ, k̂μ〉 + |〈R∗XTk̂μ, k̂μ〉|) 

yazabiliriz. Böylece her μ ∈ Ω için 

|〈P∗XTk̂μ, k̂μ〉|
2

≤
1

2
‖X1/2Pk̂μ‖

2
(〈

|X1/2T|
2
+ |X1/2R|

2

2S(√h)
k̂μ, k̂μ〉 + |〈R∗XTk̂μ, k̂μ〉|) (31) 

olur. Şimdi (31) eşitsizliğinde μ ∈ Ω üzerinden supremum alınırsa istenilen 

ber2(P∗XT) ≤
1

2
‖X1/2P‖

Ber

2
[(‖

|X1/2T|
2
+ |X1/2R|

2

2S(√h)
‖) + ber(R∗XT)] 

eşitsizlik elde edilir. 

 

Operatörler için Berezin yarıçap eşitsizlikleri ve diğer ilgili sonuçlarla ilgili daha yeni sonuçlar için 

[2, 3, 27-30] kaynaklarını öneriyoruz.  

 

4. Sonuç 

 

Bu çalışmada Hilbert fonksiyonel uzay operatörlerinin bazı yeni Berezin sayı eşitsizlikleri 

araştırılmaktadır. Specht oranı yardımıyla bazı eşitsizlikler genelleştirilmektedir ve 

iyileştirilmektedir. Aynı zamanda bu iyileştirmeler kullanılarak Berezin yarıçap ve Berezin norm 

için çeşitli yeni eşitsizlikler gösterilmektedir. Özel durumda T, R pozitif ve X sınırlı olacak şekilde 

T, R, X ∈ ℒ(ℋ) için 

ber((T ‡ R)X) ≤
1

2S(√h)
‖X∗RX + T‖ber 

elde edilmektedir. 

 

 

Teşekkür 
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Desteklenmiştir. Proje Numarası: FDK-2022-8878. 

 

Yazar(lar)ın Katkıları 
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