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Abstract

In this study, the solution of fractional order Pseudo-hyperbolic partial differential equation with initial
conditions will be examined by homotopy perturbation method. Although the fractional Pseoudo-
hyperbolic partial differential equation has a solution with different methods, the solution is made with
this method, since its solution is shorter and the margin of error is less with the homotopy perturbation
method. In addition, with the help of Matlab program, the full solution was visualized with graphics.

Keywords: Fractional order, Pseudo-Hyperbolic equation, homotopy p perturbation method, exact solution,
approximate solution.

Ozet

Bu calismada baslangi¢c degerlere bagh kesirli mertebeden (fractional order) Pseudo-hiperbolik kismi
diferansiyel denkleminin homotopi pertiirbasyon metoduyla ¢6ziimi incelenecektir. Kesirli mertebeden
Pseoudo-Hiperbolik kismi diferansiyel denkleminin farkli yontemlerle ¢6ziimii mevcut olmasina ragmen
homotopi pertiirbasyon yontemiyle ¢6ziimii daha kisa ve hata payr daha az oldugundan ¢6ziim bu
yontemle yapilmistir. Ayrica Matlab programi yardimiyla tam ¢éziim ve yaklasik ¢6ziimiin farkli degerler
icin grafikleri gérsellestirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kesirli mertebe, Pseoudo-Hiperbolik denklem, homotopi p pertiirbasyon metodu, tam
coziim, yaklagsik ¢éziim.
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1. Giris

Pseoudo-hiperbolik lineer denklemlerin miihendislik, fizik ve uygulamali matematik
alalarinda bir¢ok akademisyen tarafindan ¢alisildigi bilinmektedir. Pseoudo-hiperbolik
fonksiyonlarin ¢esitli problemlerde bir¢ok uygulamasi vardir, 6rnegin fonksiyonel
diferansiyel denklemler, integral denklemler ve kismi diferansiyel denklemler. Kesirli
diferansiyel sistem; adi diferansiyel sistemin ¢6ziim iiretemedigi alanlarda devreye girer
ve ¢oziim Uretir. Kesirli mertebeden Pseoudo-Hiperbolik denklemlerin ¢oziimleri daha az
kisi tarafindan calisilmistir ve c¢alisilmaya devam edilmektedir. Kesirli mertebeden
denklemlerin ¢6ziimii yapilirken bir¢ok yontem kullanilmaktadir. 2011’de Liu vd. [1]
“Genellestirilmis diferansiyel doniisiim metodunu”, 2006’da Momani vd. [2] ve 2013’de
Sakar vd. [3] “Adomian ayristirma metodunu”, 2000°’de Zubik-Kowal [4] “Chebyshev
pseudo spektral metodunu”, 2014’de Kumar vd. [5] “Degistirilmis Laplace dénlisimii
metodunu”, 2012’de yine Kumar vd. [6] “Sumudu dénisiimii metodunu”, 2012’de
Tanthanuch [7] “Grup analiz metodunu”, 2010’da Kurulay [8] “Dinamik akis modelini”
kullanarak ¢éziimler yapmislardir.

Pseoudo-Hiperbolik diferansiyel denklemlerle ilgili 2022’de Abdulazeez vd. [9], 2020°de
Modanh vd. [10], 2016’da Fedotov vd. [12], 2021'de Osman vd. [11] ve bir¢ok
akademisyen calismalar yapmislardir.

Homotopi yontemiyle diferansiyel denklem ¢o6ziimleri; 2014’de Chavan vd. [13]
tarafindan Ugilincii mertebeden Korteweg-De Vries denklemine, 2021’de He vd. [14]
tarafindan Fraktal Toda osilatoriine, 2021’de Karimiasl vd. [15] tarafindan piezoelektrik
¢ok olcekli sandvi¢ kompozit cift kavisli gozenekli sig kabuklarin burkulma sonrasi
analizine, 2021’de Rezapour vd. [16] tarafindan Nanopartikiiller saglayan nanotiiplerin
dinamik analizinde, 2021’de Modanli vd. [17] Ugiincii mertebeden kismi diferansiyel
denklemin ¢6ziimiinde Homotopi yontemini kullanmistir.

Kesirli mertebeden Pseoudo-Hiperbolik kismi diferansiyel denkleminin ¢éziimi farkh
yontemlerle mevcut olmasina ragmen literatiirde homotopi permiitasyon yontemiyle
¢6ziim azdir ve bu yontemle ¢6ziim daha kisa ve hata pay1 daha azdir. Bu yontemin bu
denklemler icin son derece verimli oldugunu gozlemliyoruz. Ciinkii diger yontemlerin
kesin ¢oziimiinii elde etmek icin daha fazla adima ihtiya¢ duyulmasina ragmen yeni elde
ettigimiz yontemle daha az adim atarak tam bir ¢6ziim olusturulmustur. Tabi kullanilan
baslangic deger problemine bagli olarak bazen tam ¢o6ziime degil yaklasik ¢6ziim elde
edilir. Dolayisiyla uygun baslangi¢ deger problemimizin ¢6ziimiinii bu yéntemle yaptik
ve tam ¢oziimiini elde ettik.

2. Materyal ve Yontem

Simdi asagida verilen kesirli mertebeden pseudo-hiperbolik denkleminin ¢éziimii i¢in
homotopi pertiirbasyon metodunu olusturalim. Bu denklem

ouP

(2.1)
u(0,v) =9, (v), p,(0,v) =9,(v), 0<v<1

{ S = kplywy (U, V) + oy (u, v) + h(u,v)

seklindedir. Burada,1<p <2 ve 0P u(uy)

tlirevidir.
(2.1) probleminin Laplace doniistimii alinirsa

ifadesi de p. mertebeden Caputo kesirli
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L{ZEEDY = it (4, 9) + iy (,0) + h(w, )} (22)

elde edilir. (2.1) denklemindeki baslangi¢c degerleri kullanilirsa,
1
UGs,x) = 5 [s9:(v) + 9, (v) + H(s, v)] + Llkitwy (0, 0) + pyy (u, 1)}

bulunur. Burada u(s,v), u(u,v)’'in ve H(s,v), h(u,v) in Laplece donistumidiir. u(s, v)
fonksiyonu

u(s,v) = ZPiui(S. v)
i=0

formunda bulunabilir. Burada i = 0,1,2,... y;(s,v) in bilinmeyen fonksiyonudur. Bu
durumda

=N 1 p

Z p'ui(s,v) = - [s9,(v) + 9,(v) + H(s,v)] — p Lk, (W, v) + phyy, (u,v)}

i=0

formiili elde edilebilir. p’nin kuvvetlerinin katsayilarinin karsilastirilmasi ile

! [s9;(v) +9,(v) + H(s,v)],

0. —
PO o(s,0) = <

1
pr:p(s,v) = 0 L k(o) e (w, v) + (o) vy (u, v)},

(2.3)
1
p*: pa(s,v) = pry L {ke(p)ee(w,v) + () v (W, v)},
P taa (5,0) = 5 L Ue(ln)ee (0, 0) + () (1, 1)}
formiilleri bulunur. p — 1 iken, (2.1) probleminin ¢6zimi
Ho(s,v) = = XiLop'ui(s, v) (2.4)

olarak bulunur. (2.4) formiiliiniin ters Laplace donilisiimii alinirsa

u(s,v) = = py(s,v) = = L7H{Hy(s,v)} (2:5)

yazilir. Burada

2
In2 d In2
in(s,w) === ) dily (== v),  p>0
i=1

ve
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min(i,p)

d. = (—1)i+p iP (2])'

P-N'G-DIGC-DIEj-1)!

i+l
j=15

dir.

3. Bulgular ve Tartisma

9P u(u,v)
{ B = ity (1) + (2, v) + (1, ) a1
R(O,0) = 8,(), 1 (0,) =9, () ve 0 <V <1

Baslangi¢ deger probleminin yaklasik ¢dziimiini homotopi permiitasyon metodu ile
bulalim. Bunun i¢in asagidaki érnek problemi inceleyelim;

9P p(u.v)
;;zu = 2y (U, V) + oy, (u, v) + h(w, v)

= (22 puz — P - 3.2

h(w,v) = (F(4—p) 6u? —u® + 1)6 (3:2)

k [1(0, v) = _e—v, Hu(oi v) =0

(3.2) denkleminin yaklasik ¢6zlimi i¢in her tarafin Laplace donlisiimii alinirsa;

[T Lt (1, 0) + o (0, 1)} + LR, 1)} (3.3)

olur. Bu denklemi detaylandirirsak

§P M(S, U) —sp7t ,LL(O, 17) —5p2 Mu(oi 17)
— 6 12 6 1 —v
= L{Z:uuvv(u, V) + Uy (U, v)}+ (54_p - -t ;) e (3.4)

olarak yazilir. (3.4) denklemi (3.2) denklemindeki veriler kullanilarak yeniden
diizenlenirse

12 1
SP u(s,v) = —=SP1e v + ( 6 ) v
str 3 s

elde edilir. Sonug olarak

u(s,v) = e‘”(£—1—£+ !
’ s4 s s3+p si+p

) + lL{thuw(u. V) + tyy (u, v)}
sP

olur. (2.3) formiiliinden

6 1 12 1)

—p V| - — - — _—
Ho(s,v) =e (54 s 53+p+51+p

yazilabilir. Bu son denklemde ters Laplace doniisiimii uygularsak

u,v :—L —+_
”0( ) ) S4 S s3+P Sl+p

e’V . 6 1 12 1
sP ( )
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=e (u3 -1- 1z uPt? 4 L up)
I'(p+3) F'(p+1)

elde edilir. (2.3) formiiliinden

1
un+1 (S’ U) = S_p L{Z(#‘I‘L)ulﬂl(u’ 1'7) + (ALLTL)U'U (u’ U)}

(3.5)

genellemesi yazilabilir. Simdi de elde ettigimiz (3.5) genellemesini kullanarak pq,u,, ...
degerlerini bulmak icin ilk olarakn = 0,1,2 ... degerleri genellemede sirasiyla yerine
yazilir ve (3.2) denklemindeki baslangi¢ degerleriyle bir sonug elde edilir. Bu sonuglarin
ters laplacelar1 alinarak p, i, , ... degerleri yani problemimizin yaklasik ¢oziimlerini

bulmus oluruz. n = 0,1,2 ... degerlerini yazarak islemlere baslayalim;

BV = o L2 9) + ()]
112 24 2 6 1 12 1
e |

3 sP+2 + P + st g gpt3 + o+l
_ _v< 12 24 2 6 1 12 1 )

— -t —+ —
S3+p SZp+2 SZp Sp+4— Sp+1 SZp+3 52p+1

yazilabilir. Simdide (3.6) denkleminin ters laplasini alalim;

w(u,v) =L (s, v)}
_ v ( 12 up+? — 24 2P+ 4 u2p-1
I'(p+3) I'(2p +2) Ir'(2p)
1
IS o _ 2p42 4~ Zp)
rp+d" “To+D" Tep+d)" rZp+D"

sonucunu elde ederiz. Ayni sekilde (3.5) formiiliinden

1
Ha (S' U) = S_pL{Z(Ml)uvv (u: 17) + (/11)111; (u, 17)}
-V
= e_ {Lu‘oﬂ - 48 u?P + 4 u2P—2
sP " I'(p+2) I'2p + 1) r2p—1)
p+2

p-1 2p+1 + 2p-1

rp) "

" “T@p+2)

+——=u
I'(p+3)
1 p+2 2p+1 2p-1 up+3

T+t tten™ Tto+o

12 ,
frDY T TTaprD" p}
(24 48 4 12 2 24 2 12
= (52p+2 ~wnt it T2 T T T e
24 2 6 1 12 1
T g3p+2 + $30 + §2p+4  g2p+1 3p+3 + 53p+1)

+—
Tp+3)"
1

2p+2

yazilabilir. Simdide (3.8) denkleminin ters Laplace dénilisiimiinii alalim;

po(w,v) =L Huy(s,v)}

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

71



Cicek ve Modanli/ Usak Universitesi Fen ve Doga Bilimleri Dergisi 67-75 2022 (2)

3p-2

24 47 4
— —v( u2p+1 _ u3p + u
r'(2p + 2) F'Gp+1) 'Gp—-1)
+ 24 2p+2
I'(2p +3)
2 4

+——u??
F(Zpl)

3p+1 3p—-1

TG+t Tten™ Ttepr ot

2p __ 12 u3p+2)
I'Gp + 3)

2p+3

T+ DY

sonucunu elde ederiz. Benzer sekilde n = 2,3,4... degerleri icinde hesaplamalar
yapilabilir.

Simdi de Matlab programi yardimiyla (3.2)’de verilen problemin tam ¢éziimiini
gosteren grafik, p = 1.01,
p = 1.75 ve p = 2 noktalarindaki yaklasik ¢6ziimii gosteren grafikleri verelim.

Sekil 1. (3.2) probleminin tam ¢dziim grafigi
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Sekil 2. p = 2 icin Homotopi pertiirbasyon metodu ile hesaplanan

(3.2) probleminin yaklasik ¢6ziim grafigi

Sekil 3. p = 1.75 i¢cin Homotopi pertiirbasyon metodu ile hesaplanan
(3.2) probleminin yaklasik ¢6zlim grafigi
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Sekil 4. p = 1.01 i¢cin Homotopi pertiirbasyon metodu ile hesaplanan
(3.2) probleminin yaklasik ¢6ziim grafigi

4. Sonuclar

Kesirli mertebeden Pseoudo-Hiperbolik kismi diferansiyel denklemi olan (3.2) ile
verilen baslangi¢ deger probleminin tam ¢6ziimii Homotopi pertiirbasyon metodu
kullanilarak bulundu. Bu yéntemin kullanilmasinin temel nedeni ;Kesirli mertebeden
Pseoudo-Hiperbolik kismi diferansiyel denkleminin farkli yontemlerle ¢6zimi
mevcut olmasina ragmen homotopi pertiirbasyon yontemiyle ¢6ziimii daha kisa ve
hata pay1 daha az oldugundan ¢6ziim bu yéntemle yapilmistir Daha sonra (3.2) ile
verilen kesirli mertebeden Pseoudo-Hiperbolik kismi diferansiyel denkleminin tam
¢oziiminin ve p=2,p=175 ve p=1.01noktalarindaki yaklasik ¢6ziimii
gosteren grafikler sirasiyla sekil 1, sekil 2, sekil 3, sekil 4’de verildi.
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