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OZET. [1]1 de topolojik uzaylar kategorisinde bilinen ayrilma
aksiyomlar: defisik sekillerde topolojik kategoriye genisle—
tilai. Hu(dll§mada, bu ayrilma aksiyomlarini degisik sekil-
lerde %arakterize eden teoremler topoloiik uzaylar kategori-
sinde ispatlanda.

SEPARATION PROPERTIES

ABSTRACT. In [1]1, various generalizations of the usual sepa-
ration properties nof the category of topolagical spaces to an
arbitrary topological category are given. In this paper, the
theorems that characlterize these separation propertiss in va-

rious ways in the category of topolegical spaces are proved.

1. GInis.
Topolojik uzay kavraminin genisletilmesi olarak Herrlich (6]
da tapolojik kategori kavramini gelistirdi. Baza araﬁtt?macx'

lar, brneﬁin. Brummer [43}, Harvey [5]), Haffmann [7] ve Marny

[?] T ,-aksiyomunu degisik yullaria topolojik kategoriye ge-—
nisletilmesini yaptilar. Husek [8] ve Weck-Schwarz [11] de bu
genislemeler arasindaki iligkileri incelediler. Baran [1] ve
[2] de Topoloji'nin onemli kavramlarindan biri olan ayrilma
aksiyomlar: ve kapalilik kavramini her hangi bir tnpnlnjii
kategoriye genisletilmesini verdi. Bu genislemeler bir kag de-

gisik sekillerde ortaya giktilar. Bu genislemeleri yapmanin

bir ‘amaci bu kavramlarin Topoleji'nin onemli teoremlerinden
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nigleme teoremin ifadelerinde yer almaiar;dlr. Diger bir ama-—
i i )
§

cida kapalilik kavrami ile karakterize edilebilen kompaktlik
ve baglantililik kavramlariny topolaiik kategoriye geni;]ef-
mektir. Bu galismada, ayrilma aksiyomlarini topolojik kétega—.
riye nasil geniﬁletilebileceaini ka&akterizg-eded teorem is-—-
patlandx.

2. TEMEL SONUCLAR.

X bostan farkla bir cumle ve xivéxz,a {X"in diagonali) da wed-

Qe carpimi [1](!2'%in ayrik iki kopyhsinin & da gakismasidir)
olsun.

TAMIM 2.1.([1]) Temel Eksen Donisiamii, A 1 X2V _Xx* 3 x*
eder (x,y) birinci bilesende ise A((x,y),) = { x,y,x )
el ., tx,y) ikinci bilezsende ise A((x,y),) = ( x,x,y )

ile tanimlanir. Skewed Eksen Danusiimi, S : X2 v, Xt 3 x3%,
efer (x,y) birinci bilesende ise S((x,y),) = ( s,y,y )
eder (x,y} ikinci bilesende ise S{{x,y},) = { x,x,y )
ile tanimlanir. Katlama Donitistimi (The Fold Map), < : XZV&
X% 4 Xieder (x,y) birinci veya ikinci piléf?qde ise bu
taktirde < ((u,y)i) = {x,y) i = 1,2 ile taﬁ:mlanxr: Eéer

A, 8, < donlistimleri X V

px uzer;ne ki1s1tland: 91 nda AQTSP’VF

p de Temel,Skewed ve katlama donusiimleri elde edilir [3).

X = (B,p) bir topﬁlnjik uzay alsun.

TEOREM 2.2. (1) X Uzayimin T, ocleas: icin qerék?ve veter
kosul B v, B? uzerinde ( A 3 B v, B? — x*, v 1 BPv B* 3
DX*=(B%,P(B%)} fonksivonlar: tarafindan do3rulan topolojinin

diskre almasidir .

(2) X Uzayimin T olmas1 igin gerek ve yeter kosdl

1
BZ v, B: izerinde ( § : B* v, B — X®, ¢ : B* _B® 3'Bx* )
fonksiyanlar: tarafindan dojrulan topolojinin diskre olmasi-

dir .
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(3) X Uzayimin PreT_ olmas: igin gerek ve vyeter kosul
i
B _B* Llzerinde A ve S nin lretti3i topolojilerin aym ol-

masidir (X'in PreT  olmas) icin gerek ve yeter kosul X'in

her farkli x ve y noktalari i¢cin eder {x,y} cumlesi indiskre
deailse bu taktirde x ve y nin ayrik komguluklarinin var oi-
masidir}.

(4) X T, uzayidir & X T, ve Prel, uzayadar.

{5) X uzayimin T, olmasy icin gerek ve yeter kosul X'in bos-
tan farkl) her kapal: F alf cimlesi igin X/F in PreTa velﬁ
in Tl_olma51dxr. X/F [1] de tanimlanan boliim uzayidir.

(&) X uzayiain T4 olmas) icin gerek ve yeter koszul X

in T‘ ve X)F in T, olmas1dir .

ISPAT. (1) Bt V& B* Uzerinde A ve ¥ nin Urettidi topoloji
diskre alsun. X'in T, oldujunu gosterelim . Yani, X de her

x ¥ y idgin vy yi kapsayan x in her N, komsulugu igin y

49

nin en az bir N, komsuludu vardir. oyleki x & Ny oldugunu gas—

Y
termek yeterlidir. x # y ve X*_X* diskre oldugundan {{x,y

)} = < U) A (W) olacak cekilde X% de W ve DX* de U = ¢

(x,y)} ag1k climleleri wvardir. W agik oldugundan X de x in "+

en az hir N, ve y nin en az bir Ny komszuluklari vard:ir oyleki
A ((x,y),) = (%,y,%} & NoxN xN, C W dir. Iddia ediyoruz ki
nE Ny dir. x= NY olsun. x in her komsulugu y yi igerdiin-
den {((x,y) ,{x,y}_ }= s HU)Y AT (W) olacaktir.(x,y) > (x,y),

cldujundan bu da yukarisi ile g¢elisir. 0 halde x ¥ N, dir.

Tersine olarak, X T, uzayi olsun. Yani her bir farkl:i x,
y i¢in x in y yi icermeyen bir N, komsuluju vardir véya ¥y nin

®x 1 icermeyen bir N, komsuludu var plsun. Uzayin diskre ol-

Y
dudunu gostermek igin uzayda alinan her tek nokta cum—

" lesinin agik oldujdunu gostermek yeterlidiv. Kabul edelim
ki ilk gart saflansin. Yani, y € N, olsun. Efer U = {({x,y})
ve N-= N, *N,*xX alimirsa ki bunlar sirasiyla DXZ ve X* de

ac1k ciimlelerdir . Buradan aci1k olarak ({(x,y),} = ¥ “(U) N

AT ( N xN, xX ) olur. Simdide kabul edelim ki x & Ny olsun. E-
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Ger U = {{x,y)} ve W = XKNyxX alinirsa ki bunlar sirasiyla
DX* ve X* de agiklardir . Agik olarak {{x,y),} = @ Y(U) N
AT (W) dir. Eger x = y ise {(x,y), = (x,y)_ } = 7T H(x,y))

Mma (xX?) oldugu kolayca garﬁlﬁr. 0 halde A ve ¥ tarafindan
dogrulan topoloji diskredir.

(2) Kabul edelim ki X Ti olsun . Bu takdirde her fark-—
I x , y cifti icin x in. y yi ihtiva etmeyen bir N,

ve y nin % i igermeyen bir N, komsuluklar: vardir. (x,y) =

Y

X3V X% olsun. W = Ny« NNy, U = ({(x,y)}), X* de }e DX* de

Y
¢iklar olmak lzere { (x,y), } = STYH{W) N v”‘(U)?dir. Ben—

zer olarak W = N

x® NyxNo, U = ({(x,y)}) 51r351yla£x3 ve Dx*

de acik cimleler olmak izere {((x,y)_ 1} = S8 (W) 1 ¥ '(U) dir.
Eder  (x,y), = (x,y), ise bu takdirde W = X% ‘ve U =
({i{x,y)}) , X de ve DX% de ag1k ciimleler olmak uzere {(x,
y),= (%,y}, ) = s~ 1(x*%) ﬂ.V"(U) dir. Boylece dnﬁrulaﬁ—{npuloﬂ
Ji qiskredir.

Tersine olarak B*V B* lizerinde § ve v tarafindan dog-
rulan topoloji diskre olsun. {(x,y},) = 5™1(W) N v '(U) ola-

cak sekilde XZ de W ve DX% de U agi1k ciimleleri mevcuttur.

dzel olarak S((x,y),} = (x,y,y) = W ve W acik oldulundan x
in N, ve y nin Ny komsuluklar: wvardir oyleki (x,y,y) € N, x
y y v dir. Benzer olarak {(x,
y).} = S Y(W) N v '(U) olacak sekilde X3de W ve DX* de U =

N, = N, W dir. A#ik olarak x & N

{{x-¥)) ag1k cumleleri vardir. S((x,y)z) = (x,%,¥)}) E W ve W
aci k nlduaundah x in bir N, ve y ninf_bir NY komsululdu var-—

drr ve (x,x,y) =N, =N, =N, C W dir. Agik olarak y & N, dir.

Y
Aksi halde {({x,y} ,(x,y) 3} = S"'(W) N v7'(U) olurdu ki bu da

yukaridaki ile gelicsir. 0 halde y # Mx ve X Tx dir.

{3) Kabul edelim ki X? Uzerindeki carpim topolojisi & ve
AT (z) = ST!(2) olsun. X in PreT, woldugunu gostermeliyiz.
X in farkl: her bir x ve y noktas: icin {x,y} cumlesi in-

diskre olmasin . 0 halde y nin x i ihtiva etmeyen en az bir

N, veya x in y yi ihtiva etmeyen en az bir N, komsalugu var-—
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dir. Kabul edelim ki ilk kosul sajlansin, vani y Rin x 1
icermeyen en az bir Ny komzuludu olsun. Dikkat edelim ki
kabulden ve [10] s.BO dan (x,y), = § (W) = AT (W ) = 571 (W)

olacak gekilde z nun W = X% = N, W, = N x N = (N NY) ve

y? 1 x

'“2 = NM NGO N NONG) ¢ Ny M N;-ﬂ N;) =N =N =M baz
elemanlari mevcuttur. iddia ediyaruz ki N 17T M= ¢ gdir. Aksi-

ni kabul edelim, yvani en az bir r = N MM vardar. (x,r,r) 2

W, oldugundan (x,r), & S '(W,) dir. Fakat (x,r) # & (W)

dir cunkil x # N, .- Bu da geliskidir. O halde N (1M = P dir.

Diger durum igin ilk kisimda x.ve y nin rollerinin degisimi

ile elde edilir .

&

Tersine olarak X PreT, alsun. Gistermeliyiz ki ST 2y =

AT ' () dir. dnce ST (2) = AT'(2) pldujunu gdsterelim. Bunun
igin [10] s.80 deki Lemma kullan:lacaktir . U 5 =) nin
bir baz eleman: olsun,yani U =87 *(W) olacak sekilde X7 uze-

rinde tanmiml: » gcarpim teopolojisinin an a2 bir W baz eloma-

nt vardir. {v,y};% Uyl = 1,2 olsun. Bu taktirde S(X,y}i- =

-

(Ryn,y) & W veya fx,y,y) = W olacaktir. (x,y,y) € W clsun.

Bu  takdirde x 0 we y nan en a2 bir N ove N, kamzulugu var

y
Bylewi W = W - M oN, dir. Eder (x,y} cumiesi indiskre ise a-—
crk Blarak f«.yd, = ATHUWY = 87N W) dir. Eger {x,y)} cumlesi

iretiskes delilne, ¥ PBee? . cldulundan % ve ¥y nDin sirasaiyla ay-

vk @tk kumsariobklar: N; e N; mervoitEar . Buna gore N}x éNx

0o x{M?F;ﬁiﬁ AENLTT MY minun. DUk otarak (x,y] = ﬂ“’iwl)
SRR S L £ D R < 5T eY ol dugui gﬁﬁterwlim. {v,d) = n"iqw‘;
exiegie . Vhe Laeadisde Ale.dl = {ced,c) 2 W, weaya {c o,d W
; L6y s g ez & 2% alinde o « M TN olor
13 fqr Hl 1lmasi hal inde ¢ Nx 1 Ny o loy
Bofad s adayin Frel olaas: ile ¢cplizir.s 3 halde A{c,d) = <oy
e d rmabk parundadie. d 5 NV aldudundan {c,d}) = 57wy dar.

Cermrei® AT 04 ) S STHMW) dir. {x,x,y) =W = Nox N x M,

s wEerka el w30 Nx Ve Y nin NV kamzuludu vardir. (gev (-
cunlesl indiskre ive agirk olarak w‘= Nx“‘”x (3] Nv)x Ny W
Pw,wt, s A W) ST dir. FGer {x,y! camles: indisk-

oty takdirde hipobezden x ve vy nin ayrik N;‘ v N)',

51
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komsuluklary vardar.W = (N 71T N2Y = (N, N N2) f (N, Ng) o}sun.
Acik olarak (x,y), = A" (W) = ST (W) dir. O halde S™!(2) <
AT 2) dir . '

Tersine alyrak AT Y2) = 87 (=) oldudunu gosterelim. Yine

{101 s. B0 deki Lemma kullan:lacaktir. U, A" (=) nun hir baz
elemani, yani U = " (W) olacak sekilde = nun en az bir W baz

wvardir ve (x,y) = U olsun.Bu takdirde A((x,y)zl = (XyXkyyY) =W

veya (x,y,x) & W dir. Kabul edelim ki (x,x,y) = W =N,x N“xNy

olsun. Eder {x,y} ciimlesi indiskre ise W,= (NN Ny) # NxINY

© Walindidinda 57'°(W )Y = ATYMW) dir. Efer {x,y} indiskre
dedilse, hipotezden x ve y nin ayrik N, ve N; knmsuiuk]ar:
mevouttur. W, = EN_ T NS =« INL T N;] » (Nyﬂ N;) olsun ve a-
Grk nilarak  {x,y) = 8 (W ) = A (W) dir. Simdi‘(x,y,x) = W
By NN, Glsun. Eher (x,y)} iodiskre ige agik clarak S7i(W)
A7) dir o Eger {x,y) cuimiesi indickre dedilse, kabulden s
in N; VE Yy ©in N; ayr: k  kuwsswluklar: vardir. Niﬁ (N;VsN;3
: K - "5 = ) - o i -

2§ Nyn N*)u( Nyh N;) olsun ve agik olarak S (W) = A (W),
Boiylece 67 (=3 = 87 s} dir ve sonug plarak A  Y(e)= ST (a).
(4) un ispafl ~giktir.

{3) X uzay: ig olsun. X/ in FreT, oldujunu gouterecegiz.

X 10 T, nildudu agrktrr. X T oldudundan X/F de T, dir qﬁnkﬂ
" IX/F—{ %} )=X~F agik?ir{l kapali,n surekiidir) ve x = % icin
a *{{x}) = {x} ve {($} kapalidiriar. Kabul edelim ki her x = X

icin {x,*»} cumlesi indiskre olmasin. x & g '({%}) = F kapall

ve X Te oldugundan x in Nx ve F nin NF ayrik komsuluklari var-
dir. g(Np) ve g(N,) acaktirlar ciinkii g~ '(g(Ng))= Np UF® o N
ve q_‘(q(N}x) =N, U FE o N, aciktirlar. (q boliim fonksiyo-—
nudur ve FT «= Xu?) ve q(N_) qQi(Ng) = oldugu kolayca gﬁrﬁ;
Ir. x # 8 #y igin {x,y} cimlesi indiskre olmasin.
X,y =XF, XF T, ve qIXHF ye kisitladigindan bire—bir ol-—
dugundan q(N_ N Ny)= N, N NY= ¢ olur. Dolasiyla X/F PreT dir.

Tersine olarak X T, ve X/F FreT, olsun. F = X de keyfi,

kapali ve her hangi bir x igin x # F olsun. X/F T (yukarida

52
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gﬁs&erildi) ve PreT oldudundan g(F). = ¥ i ihtiva eden en az
bir Ny ve g(x) = x i ihtiva eden en az bir N, vardir coyleki
N, NN, = ¢ olacaktir. q sirekli oldudundan F c g '(N,) ve
x & q  '(N,), X de aciktirlar ve q“‘(N;;ﬁ}g"(N“)= q*‘(Ntﬁ N,)
= g (D) = @ dir. Dolayisiyla X T, dir .

(4) nin ispat: kolayca (5) teki gibi yapi 1ir.

UYARI 2.3 (1).X =(B,§) bir topolojik uzay ve i ,i,: X% 2 B*
v,B? kanonik gommeler olsun. &* topolojisi B*V B? Gzerinde’
i

,i, tarafindan uretilen topaloji ve z da Xx¥ dzerinde ta-

1 z

niml: carpim tppnlojisi olsun. [{3] deki Teorem 2.3 ve uyar:
2.5 den A" '(z) = =" dir. '

(2).X uzayrmin T, olmas:? icin gerek ve yeter kosul id 3 BZUA

BZ 3 (B, B%,z*) ve v : BV, A% 3Dx®= (B%,P(B%)) tarafindan

tretilen topolojinin diskre olmasidir(Teorem 2.2 ve (1)).

(3).Teorem 2.2 ve (1) den S 1(z) = z* elde edilir ki bu da

PreT, olmanin bagka bir karakterizasyonudur.

(4).(2) ve (3) ile ve Teorem 2.2 den T, ve T, uzaylarini iki
dedisik yolla , T2 uzayxnldé dort degisik yolla'karakterize
etmek mimkindiir. Ayrica, kapalilik kavrami p de T ve p de T,
kavramlar:y ile tamimlanmistir {2]. Kapalilik kavramim kula-
ni larak yukaridaki TZ,T3 ve T, aksiyomlarinin cesitli karak-—

terizasyonlarina ilaveten bunlarin herbirisinin iki degigik
‘§ekilde karakterizesi verild:yr [1].

(5). Genel olarak, her hangi bir topolojik kategori icin bi-
zim yukarida tanimladigamiz T,.'lar ile [4], {51, [B8]1 ve [11]
de verilen T, 'larin birbirinden hagimsiz olduktar: Eé] de

gosterildi.

(6). Tlerideki calismalarimizda, her hangi bir topolojik ka-

tegori icin (1] de tanimlanan ayrilma aksiyomlary arasindak:
‘iliskiler ile kapalilik kavramini kulanarak kompaktlik kav-

raminin nasil genisletilebilecegi gosterilecek.

'53
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