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HOLOMORFIK FONKSIYON HALKASININ
SPEKTAUMLAR!I UZERINE

Murhayat ISPIR, [Kaya OZKIN
&nkara [Inivarsitesi Fen Fakidlasi, Matemati Balimi, ANEARA

GZET

F v 5 &gk Rigmann yibzeyiad, X, ¥ sirasi g A, S nin bes olmayan ah comleles of
sun, HiX) we HY) sieps ile M we ¥ dzerndaki tdm holomorlik fonksiyanlann halka
larini gostersin, Sabitleri sabitlers dénogiiren HiY) den H{X] e bir @ izomeorlizmini
& izomarlizmi olarak Eimiendirsiim. @, HIYD den H{X) ¢ bir & izomortizmi ise, 9
nl ¥ ten Y ye bir bire-bir analivis géndgdm oldedu bilinmektedic [S]; {3 [6]. Buna
gire HX) in oir B gl -halkaeimin g-homomardizmd albnda Bie WY) halkaginin b
maerer gfronhlsl almag igin gerek we peler kogul,

R" = Ry = {gog | e: X— ¥ analith, g «H{Y]]
olmamdir. Agk olarak, Ry, C ile gislerilen 10m sabit fonkelyonlar cimlasini kapsar,

&, & ve H¢ arasimdaki bedmtilar Teomm A de weriimiglic. Halamorlb farksaeonlar
halkgsinen spekirumu ilg ilgili soauglar Teorem 1-4 de ifede eciimis ofup, burada
nokiz-dederlendirma sdnlgomleri olan Ry nin spekirumyndaki homomorfizmienin ¢

1x3 ﬂr’ nin nokialan ilg birg-bir eslemede aldudu, nokiz-degerendirme danosomd ol
rayanlann da Y- &{X] in nokialan ile bene-oir eslemads oidufu gaslardmigii,

QM THE SPECTRUM OF RINGS OF HOLOMORPHIC FUNCTIONS

SUMMARY

In this papar A and 5 will dongle opan Biemann sufaces, and X and Y w0 be ron-emply
subgein of A znd 5, respecilvely. The ring of all hotomorphic lunclions on ¥ and Y will
be denctad by H{X} and HiY}, respectively. Let o be a c-igamarphism afl MY onte
(X} which maps consiant functions ante themsetves. 1 & Is 8 c-lsomorphesm, it is
well known that there @& a one-lo ana analylic mapging ¢ af X onie Y [B] [2], [6]

This paper & concorned with seopar subrings AT of HIX| which are  cisomorphic
imagas aof H{Y). The fing B* has the form -

fgogld: XK= Y analytic map, g e H{¥])
and will be dencled by R, .

Relations belween o Ay and the specirum of Ry are given in tha folowing sel of neg-
TEME,
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W ISRIR, LE OZKINHOLOMEARK FOMESIYON HALKASIHIN SPEKTRUMLARI UZERINE

@, ¢ ve Ry Arazindaki Bajintilar

Teprem A. . & X tlen Y vye bir analitk condgom olsur, Eder &ig)
= gog alarak tarimianan € H{Y)—=H(X} dénbgumu igin dHY) = H, 158,
bu durumda agafidaki ig kogul egdederdedir.

{ R, sabit fonksiyonlanin G cUmlesini &z clarak kapsar

{iiy &, sabit fonksiyon degildir.

fiily HIY), Ry ye izomorfiur.

lspat. (i} = (ii}: cgflh ve & sabit olsun. Bu durumda  o(X) - {c] 58,
g=H(Y) igin @(g) = glc) dir ve bdylece FI¢ = B{H(Y)} = C bulunur, Bu ise
wabulimize aykingir, O halde ¢ sabit olamaz.

(i) = (iii): 4 sabit olmasin. Bu durumda &(X} ve Y yi kapsaya-
cak sekilde S de bir U agk cimlesi alabiliriz. U da holomorhik F ve
& fonksivonlann secersex | = F| ¢(X), g = Gl{X] fonksiyenlan o(X) de
holamarfik H{Y)} ye ail iki fanksiyondur. @ (f}-@(Q)=D(i-gl=(f-g)oo
oldufiundan f-g, ¢ (X) de helomorfiktir. Efer &{f) = &{g) varsayarsak
f = g dir ve @ bir bire-bir homomarfizmdir. Ayrica @{H{Y)) = Ry

pldudundan H¢,, Hi%y ye izomorfiur.

(i) = (i} Rg. HIY) ya izomerl olsun. Bu durumda H(%} zabil al-
mayan bir g forksiyonu igerdifinden [2] Ry.= C dir. Glnkd bir ¢ sa-

bit fonksiyonu igin @ig) = € olsayd, t!l:-‘]{c] ={c.g} olurdu. Bu ize &
nin bire-bir olmagma ay=indir,

Sanug olarak H{X) in herhangibr R* althzlkasimin H{Y) ye ¢- zomorf
plmas: igin gerek ve yeter kogul R* ={goa ge H{Y). o X ten ¥ igine
analifik) almasi A* i X Ozerindeki sabit fonksivonlanin € cumlesini
Bz olarak kapsamasidir.

Teorem B. ¢, X fen Y igine bire-bir analitik bir déndgum, &, X ten
icing sabit bire-bir olmayan bir analitik dbnlgum, ge HY) igin &g
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FUSEIR, L OZEIMHOLOLSAFK FORSSIYON BALEASININ SPEXTRUKMLAR! LZERINE

= gof. A(@) = gok ve d{H{Y)] = Ry ~(HY} = R oldugunu kabul ede i,
Bu durumda R, ve R; zoemeoriurlar, Fakat R= R dir.

Ispat: ~ ve @ H(Y) den Ry ve Ry ya izomorfizmler oldugundan

ﬁc¢‘3,H¢ den F; ya bir izamarfizmdir~0 halde A, = A; oldugunuy
gtsterelim, Aksine Ry = Ry olsur Bu durumda gs H(Y) ve ze X igin
[goa){z) = ¢ olacak bigimde bir he H{Y) vardir. ¢ bire-bir ve H(Y). ¥
nin noktalann ayirdigindan [1] 2q » 25, 2¢ , Zpe X ve bir ge H [Y)
igin {goalizy) = (go¢Hzg) dir. Fakat X bire-bir olmadigindan (gog)
[z4) = [hek}zq) = (hok}{z2) = (goa){za) bulunur. Bu geligki ispat ta-
mamlar,

Bir ¥ cumlesi Grerindeki bir A fonksivon cebirimin sahip oldugu (),
(B, {¥) Szelikleri [4] Royden tarafindan werilmigiir. Buna gore, Y
nin 5 agik Riemann ylzeyinin bog olmayan bir altlcimles: clmas: du-
rumunda H(Y) holomorlik lonksiyonlar cebiri asadidaki Og dzellidi
gadlar.

{ce*] fe H{Y] ve her zeY igin f{z) = 0 isa 1= H{Y) dir

(A*) HY) nin fq fa, In elemanlannin ortak sifinn yoksa,
bu durumda Tieq+ ...+ fpeq = 1 olacak bigimde H(Y) de 21......8q
fankzivonlar wvardir

(4" Eder fe HIY) ve [%ﬂ ise, bu duromda H{¥) de dyle bir
ifq. ofp) fonksiyon dizisi vardir ki, x = y ve f{x)=fly}=0 igin fix]=
tily), li=1.2,...m) dir. Yani i = 1.0 igin fjler § nin sifularim ayirir

Hq,nin ™), (fT) (y=) dzelliklerini hangi kogullar altinda

sadlayacafim inceleyelim.

Teorem C. Efer &, X ten ¥ Gzenne bir analitik dénosom ise, bu du-
rumda Ry, (B dzelligini sagflar.

ispat, 14, cafpE Hqcmun ve o= 1., noigin f; lerin highir ortak sifin
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bulunmasgin. Burada i = 1.0 igin fj = @ (). he HIY) dir. ae ¥ igin by

(@) = 0, I = 1,..n oldugune wvarsayabm. o, X' ¥ {Ozerine
dindgtirdigindan &(2) = a olacak bigimde bir ze X vardir. Bu durum-
da i = 1...nigin O = hyfa} = hi{elz)) = & (h{z}) = §{z) alur, Bu
geligkiden i =1,.,n igin hjlerin hig bir ortak sifin yoktur. H{Y),
(") 1 sagladi§indan hy @y + .+ hy e, = 1 olacak bigimde H{Y) de

g9, Bn fonksiyonlan vardr.

T=dfy By + 4 Ny Ba) =1y dleq) +..+f; @{e,) den Fv'.¢I de Iy deq)
+.4 1y ®leq)=1 clacak bigimde ®(e), i = 1,....n fonksiyonlan bulun-
mus alur,

Teorem [, Eer Ay (e*) Gzellijini safliyer ve sabit fonksiyonlann
cumlgsini 6z olarak kapsiyorsa, bu durumda ¢, X ten Y Ozerinedir.

Ispal, ac ¥ oclsun. H{S}, S (zerindeki tim holomorfik farksiyoniann
cebiri oldugundan, W = a gin Gla)= 0 ve G (W) = 0 olacak bigimde
bir Ge H(S) fonksivenue vardir [2].

GY = g diyelim. Bu durumda gla)=0 ve a=W igin g[W) =0 dir. @gje Ag
elup bir z e X igin (g} (zi=gla(z)} = 0 dir. F|¢ {(a%), sadladigindan &
() = 1, he Ry dir. ke H{Y) igin h = &(k) oldugundan digk] = 1 ve o bir

izemarfizm oldujundan gk = 1 dir. Buradan agik olarak gia)k (a) = 1
dir. Bu isa gia) = o 0 olmas: ile ¢eliskilidic. 0 halde her z ¢ X igin g
{a(z)) = O olmabdir. Dolayisivla ¢(z) = a dir ve &, X 1en ¥ Grerine bir
analitik dénigomdor,

Tegram E. Eger ¢, X ten Y igine bir bire-bir dénigim ise, bu durum-
da "Ry, ¥") Gzelligini saglar.

Ispal. fe Ry ve f20 olsun. Bir hz H(Y) &in | = @ (R} dir ve b n sifir

sabit fonksiyonu olmadife agiktir. H(Y), (¥*) dzellgine sahip
olcugundan hon sifirlanim ayiracak gekilde H(Y) de hy .. hy fon-
siyanlan vardir. % = y ve flx) = f{y}) = 0 olduguny varsayalm. Bu du-
rumda hi ofx}) = hioly)) = 0 ve o bire-bir aldogundan ofxlzaly) dir. O

DEE
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halde H{¥} de dyle hj, i =1,...,n fonksiyonlan wvardir ki, hjla{x)l=hla
iyl) veya @[hilx) = DMy dir. Agik olarak {dihi=1..m <R,
dir.

Teorem _F, R,;, nin X in noktalanm ayirmasi igin gerek ve yeler
kagul & nin bire-bir olmasichr.

lspat. Re min X in noktalanm ayrdifini kabul edalim. Bu durumda x,
ye X ve x # y igin (=) = iy} olacak bgimde bir fe Ry, varder.
f = d{g) =goo olmas: glo(x)) = gloly)) olmasim gerexlirir. Eder gx) =

¢ly) ise, her ge H{Y) igin glo(x)) = glely)) olur. Bu celigki ispati ta-
mamlar.

Kargil olarak &, X ten y igine bire-bir olsun, ¥, ye X, x = y igin o(x).
alyle ¥ ve &lx) = aly) dir. HY), ¥ nin nokialar ayirdigindan bir geH
() icin gle(x)) = glely]) ve dalaysiyla  (gix)) = ¢(gly)) dir
@(g)e Ry dir. o halde Ry X in noktalann aynr.

Teorem G. (y+) dzellidine sahip Ry, G yi Oz olarak kapsiyorsa, 4, n
ten Y igine bir bira-bir danogimdar,

lspat. Teorem F den deolayr (y+) ozelligine sahip C = Ry nin X in
noktalanim ayirdigim gastermamiz ispat igin yeterlidir, x.ye X, x=z y
olsdn. {y+) ézellijinden f{x) = f{y) = 0 clacak bigimoe bir 0 #£e R,
nin pulunmasi durumunda R, de dyle bir {ty.....fq] cumlesi vardir ki,
i= 1.0 igin bir £, f(x) =f{y) &zelligini zadlar. F||:| =L oldudundan,
Fti, de sabit olmayan bir g fonksiyvonu vardir.Eger gix) = gly) ise, g, X
in noktalarnni ayinr,

glx] = giy) = ¢ oMujunu varsayalim, c(x) = c, Fln],lﬂ ait cldudundan,
g-t de R, dedir ve (g-ci(x) = (g-clly) = O dir. Fazat g samit ol
madijindan g= ¢ dir. O halde Ry, (y+) bzellifine sahip ise, x=y igin h
{xl=h{y} olacak bigimde bir he Ry vardir. Hy min X in noktalann
ayirmasi o min bire-bir almasime gereklinr, .
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1. ZR, w& ¥ Arasindaki Bagint

Burada A ve 5 agik Rimann yuzeylen ve X, ¥ =irazi ile R, 5 nin bog
eimayan &l camielerigir, Jimdi bazi temel lammian veralim. F
herfiengi bir comle ve A, F (Ozerindeki kompleks dederll fenksiyon-
larin bir cebiri olsun. A dan kompieks sayilann ¢ cismi Gzerire
sifirdan farkh, o, ¢-homamorfizmlenmin comlesine A _rmin spekiry-
miy denir ve LA e gdsterilir.  Bir xe F nokias: igin A darn ¢ igine

my(f) = f(x) olgrak tammlanan n, ddnisomine poktg degerlendrme
ganugdmi adi verili. Agik olarak my bir ¢-homomarfizmigir. Yani n,

(cje ¢ sabiti igin ny (¢} = ¢ egillifini sajlayan bir homomarfizmdir.

IA min {x, :xeF] cOmlesini kapsadi§) agk olup, aym zamanda
IHiX) wWm m, nokia-deferlendirme dondsomlarini igerir

Tegrem 1.4, X ten Y iging bir analitik déndsim ve Rg= & [H{Y)) al-

sur. Burada o, H[Y) den H(X} igine g= H(X) igin & (g) = gogile
tanimd bir  gazomorfizmidir. Aynca M, ZHIX) ten IR, iging Mixy)=

ny IRy olarak tarimfanan bir fonksiyen olsun. Bu durumda

1 M onin bire-bir olmas igin gerek ve yeter kosul ¢ nin
bire-bir clmasidir,

(1) M nin dzering olmas igin gerek ve yeler kosul & nin
uzerine olmasigir

. (1) EGer o bire-bir jze by durumda : in naktalarim ayinr,
[spat. (i) E§ bire-b bu o d :I,;;| x I ¥
Tearem F. iy, = Ty olsun. my ve my M0 tammndan x = y dir. Ayrica
Rg. X in nokialanm ayrdiindan g(x) = giy) olacak bigimde bir ge A,
vardir,. O halde =,(g) = 1::’,[9] dir. Bu nedenle gz R, igin my =» Ty
oldugundan Mix.) = fA{xy) dir ve dolayisiyla M bire-birdic

kargit olarak M bire-bir alsun ¢ nin kire-oir olduduru gésterelim, x,
ye X wve x =y oldugunu varsayahm. H{X}, X in noktalanin ayirdidandan
gixje gly) olacak bigimde bir ga H{X) vargir. Blylece nlg) = mylgl

[¥a]
-
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ve M bire-bir oldugjundan =y = ay gir. O halge 74(Ry= Ry bR R X
in noktalarm ayinr Boylece o bire-birdir. Teorem F.

Simdi (ii] nin ispatr yapahm, Eder ne IR, isa. bu durumda xR, den
¢ ye bit ¢-homemarfizmi ve &, HIY] den Hixy iginge bir -
izamortizmi oldugundan wode ZH{Y) dir. Dolapisiyla mod = wy olacak
bicimde bir yeY vardir ve ge HY) igin wylgl = aiy} dir. Burada yeolX]
ve v 8(X) oimak Ozere baglhca iki durum stzhonusodur,

Eger yeo(X) ise, bu durumda bir xe X igin y= aix} alup, her ge HIYT igim
n{d(g)) = wyl) = @iy} = gloix}) = (g) (x) dir. O haide her f @{gle Ry
icin w(f} = fix] = m,0f) dir. Bu ise Mizy) = = damektir,

Eg&'r ya &(X) ise, bu durumda bir xe X igin y= o{x) dir. dixle ¥, ye ¥ ve
y= a(x} elup, HIY) Y nin nokialann ayirdigindan, giylzglelxl) ola-
cakbicimde bir ge H{Y) vardir. Béylece =i®(g)) # dig) (=] ve @
{g)= R, bulunur. Bu nedenle & = My = my|Rydir.

Sonug olarak, effer =c IR, ise, mod = yye IH(Y) dir. xe M{ZH(X)} ol
masi icin gerek ve yeter kosul ye ofX) olmasidir. Efer o Gzering bir
ganisim ise, bu durumda her ye'¥ igin ye a(X), v = ofx) dir. Biylece
ol = u?nlma!-: Dzere n = Mimny) dir. Eger ¢ Uzerne bir donisim
dedilse, bu durum da dyle bir ye Y-g(X) ve ne EFE.\jl vardir ki, x = X igin
aed =y, ve 1 = Mixyg) dir.

Tegrem 2. A", H({X} in herhangibir  alt halkas: ve M, Mix,) = m,[R”
slacak bigimde IH(X) ten LR® igine bir donugom olsun. M nin bar
bire-bir gonuagim olmas: igin gerek ve yeter kogul A" nin X in nok-
talarini ayirmasidir.

ispat. M nin bire-bir aidufunu varsayahm. E§er =, = =y 58, mylH2
My A" oldugu agiktr. x = y oldufunuy kabul edelim. x—my dénugomia
aire-bir x4|R* = E},'nﬁ‘ cldufundan wy # T, dir. O hakde m(f) « x}.l;‘]
veya i{x} = fly) olasak bigimde bir fe R* vardr. 2 halde R*, X in
naklalanine ayirnr.,

LTe)
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MISPIR, 1K OZKINHOLDIADRFK FOMKSIYON HALKASIIN SPEKT BUNILARI LIFERINE

Kargit alarak, A'nin X in noklalanm ayerdigine ve Ty ® Ty Oldugunu
varsayalim, x-—»m, dbnigomi bire-bir oldugundan » = ¥ ar. R, X in
noklalanm ayirdiingdan bir fe R* igin %) = Hy) dir. Biylaca TyiR"
# =y|R" ve dolayisiyla M birg-birdir.

Burada amag IH{X), IRy. EHIY) Ozerindeki lepelojileri inga ederek,
LRy nin topolojisi ile birlikte S agk Riemann yizeyinin ¥
aitcimlesi arasindaki bafintiyi kurmaktr,

Burada yerine gare H{X) A,ve H(Y) Ozerine kompakt agiktapaloji veya
allinifarm  yakinsaklik tepalajisi - kullanilacakhr EHX) ZA, TH{Y)
dzerinde ise, agafidaki bigimde inga edecedimiz Gelfand topalojisi
ve LH{X), ZH(Y) bzerinde de izdligim topolojisi kullanilacaktr,

Once gerekli tamimlan verelim: F herhangibir comle ve A, F
uzerindeki kompleks dederli fonksivonlann bir cebiri olsun.

-, .

A meIA ve le A icin T'lh:] = x{f} ile tamimh kompleks degerli |
fanksiyonlarinin cimlesini gdstersin, Acik clarak, A bir cebirdir. va
A ya izomorftur.

A bir F eimlesi lzerindeki kompleks dederl: fonksivonlarin bir ce-
biri olmak Ozere ZA igin bir topoloji & nin tom elemanianim
shrekli birakan topoloji olarak tamimianir ve Gelfand topelojisi
adim ahr.

Burada Gelfand topolojisine gére agik kemguluklar dolayisiyla ta-
ban elemanlarim tammlayalim,

nge AT e A olsun ve Soff (xgh), Tirg) merkezli ve ¢ » 0yancaph bir
daireyi gdstersin. Bu durumda,

F1{Sel fing)) = [neZAl Tiz)- Ragll <€) ={ za ZA: | a{l-ng (M <€ }
dir.

Bu sekildeki cOmlelarin goniy bir kesisimi { =e FA|miblmg (f)] = €, |
£ i£x}olup, bu tip cimleler Gelfand topoloiisinin bir tabanin

Clugtururlar. Baylece K. A nin sonfu bir alt cimlesi ve £ = 0 verimek
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Jzare

U ZA | mlfy - mglf} | = ede K}

nl,e K © _"r[E“
gimlesing m,e LA min agix komguludu denir.
Geland topolojisinin Hausdorfl oldufju kolaylikla gosterilabilir.

. EH({X) Gzerinde izdlglim topolojisinin tammim verelim. ps X olmak
b déntgiumunin sirekll ve agik oldudu topoloji ZHEX) ign
bir topoloji belirtir ve izdiogim tfopelojisi adim alir, Bu donidglum
altinda X in agik clmleleri TH(X) in agk comleleri Uzerine
izdUghralmiastir, N_, pe X in bir agk komsulugu ve nLE EH(X) alsun,

Ozera p — f

P

lzdiisom topolajiginde o muen bir agk komsulugu, {n:qs IHIX) e Np]

F
seklinda bir comledir.

Dikkat edersek, IH{X) Gzerindeki Gelfand topolejisi ZH(X} Ozerinde-
ki izdisim topolojisi tarafindan kapsanir,

Bu hazirhklarnn s altinda TR, wve Y arasinda bir bire-bir esleme-

a
nin varhidim agajidaki teoremlerle gosterelim.

Teorem_ 3. &, H{Y) den H(X) igine bir g-izemarfizmi ve R, = &(H(Y])
olsun. Bu durumga ERg ve IH[Y] Gzerindeki Gelfand topolojizinde L
(n} = nod olarak tanimlanan L fonksiyony :E',qu, den ZH[Y} uvzenne bir
homeomarfizmdir,

Ispat, ne Rgolsun. Agik olarak, mo® donbglminin H{Y) den ¢ igine

bir c-izomorlizmi olmasi ro®e IHIY) oimasini gerektirir. O halde L,
ER,;,dan EHY) ya bir dondglmdir. Simdi ye ZH(Y) alsun. By duremda

g bire-bir dondsim ve L{yg d=1) = y oldugunda yg o le IR, dir ve
béylece L, IR, den IH(Y) Gzerne bir donugimddr. L nin bire-bir
gondsom olduju kolaylhikla gésierilebilir,

L nin sireklilifini gostermek igin, T e LR, H. HY) nin senlu bir

i
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altcOmlesi ve ¢ > 0 ofsun, Bu durumda L{z) nin herhangi bir agik
komsulugu

U= = [rod= IH(Y) | | (zo®)ig) - (% od)ig) | < £, geH} dir.

o, £ H
L Uny o gy = (7= TRg : [ midig)) % ((a)) | < ¢, g= H] kemsulugunu

U ob, £ H icne dénagthrldr. © halde L sireklidir. Benzar bigimde

L1 in sorekiligide gésterilir,

Tecrem 4. P, Pz} = ny ile tasmb bir géndgim olsun. Bu durumda

P, Y den EH(Y) Ozerine bire-bir ve sirekli bir dondgidmdir. Burada
TH{Y dzerincek topolc)i Gelland topolojisidir.

Ispat, x, ye¥ ve x = y olsun. H{Y), ¥ nin noktalanm ayrdigindan
bir ge H(Y) ig:n, gix} = gly) dir. Dolayisiyla n,(g} = myig) olup, =y #
My VEYA X & ¥, X, ye ¥ igin P (x) = Ply) dir. Boylece P bire-birdir

IH(Y), yalmz nokta dederlendirme donisumlennden oluglufundan ve
R 3y dinoglmi bire-bir oldugundan P, Gzerine bir conigOmouT.

P siireklidic. Gergekten, ¥, H{Y) nin sonlu bir alt edmiesi ve e> 0 ol-
sun,
Uy, e =imy S EHIXD 2 [ w0 - myil [ < €, fe K}

m, in bir agik komsulugudur. f |e H(Y) slrekli ve K sonlu bir cimle

oldyfundan N = o~ { ye ¥ o | f(x) - iy} | < e} bir agik comledir ve X |

l= K
kapsar. Eder ye N ise bu durumda her de Higin | my ifh- =40 1<
olup, xye Umy, e K dir.

Biylece teorem 3 ve teorem 4 den dolayr IR, ile ¥ arasinda bir

birg-bir eglemenin varhd) gdsiarilmis eluyor. Q halde 2 kizimda
verilen tesrem 1 we bu dzellik bifikle cbnlglldugunde, ¥ - o(X] in
noktalan ile, R, Ozerinde nokta deferlendirme donCgdmid olmayan

IR, nin glemanlan arasinda bire-nir bir estemenin varhid elde

a7d
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