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KOMPAKT YONLENDIRILEBILIR INDIRGENEMEZ
3-MANIFOLDLARIN BiIR TOPOLOJIK SINIFLANDIRILMASI

fsmet ALTINTAS
Nigde Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii

OZET.

Bu galigmada, izomorf esas gruplara sahip, kompakt yonledirilebilir indirgenemez 3-boyutlu ma-
nifoldlarin homeomorf olduklan gosterildi.

ABSTRACT.

In this study, it is shown that the compact, orientable irreducible 3-dimensional manifolds are ho-
meomorfic if they have isomorfic fundamental groups.

1. GIRIS.

Stallings bir ¢aligmasinda, izomorf esas gruplara sahip iki kapali yonlendirilebilir in-
dirgenemez 3-boyutlu manifoldun homeomorf olup olmadiklar sorusunu sorar[1].

Bu galismada bu soru, kompakt indirgenemez 3-boyutlu manifoldlar i¢in olumlu ce-
vaplandinldi. Béylece bu manifoldlarin esas gruplarina bagh olarak bir topolojik si-
niflandirtlmasi yapaldi.

M, bir kompakt 3-manifold olsun. Eger M nin sinir1 oM =@ ise, M kapalidir. Béylece
ele aldifimiz soru 3M = @ igin Stalling'in sorusu ile aymdir. 8M # @ durumu, bu soru-
yu biraz daha genigletir.

1.1. Tamm.

M bir 3-manifold olsun. Eger M iginde her 2-kiire bir 3-top sinirlarsa, M ye indirgene-
mezdir denir[2].

1.2. Tamm.
M, N ve F egrisel baglanul ve lokal egrisel baglantli Haussdorf uzaylar ve f : M > N
bir doniisiim olsun. Eger her bir n ¢ N noktasinin bir U komgulugu varsa ve
fYU) 5 UxXF
U

diyagram tutarh olacak sekilde bir £1(U) — U x F homeomorfizmi varsaf: M —» N
Aaniiciimiine F 1ifli hir lifleme denir Avrica M ve tonlam nzav. N ve taban uzay ve
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ne N igin her bir £1(n) kiimesine bir lif denir. Bu lif F ile homeomorftur.

M, taban uzay1 S ! birim gemberi olan bir F lif uzayinin bir toplam uzayt olsun.
Burada F egrisel baglantilidur,

1(S1) =0, 7(F) =0, n(8) = Z
gergeklerini dikkate alarak
1S = m(F) » (M) » m(S) - =ny(F)
tam homotopi dizisinden yani,

0 —)u](F) —)nl(M) - Z - 0

tam homotopi dizisinden ;( M ) nin bir = ( F ) normal alt gruba sahip cldugu ve

m(M) [ n(F) = Z

oldugu sonucuna varinz. Eger M bir kompakt 3-manifold ise, F yi bir kompakt 2-ma-
nifold olarak almak uygun olacaktir. Bunun dofrulufu agagidaki Stallings teoremi ile
verilmigtir.

1.3. Teorem ( Stallings ). M bir kompakt 3-manifold olsun. Eger =;(M ),

n(M)/G=Z

olacak gekilde bir sonlu olarak dogurulmus G normal alt gruba sahipse, bu durumda,
a. G, M igine yerlegtirilmis bir T 2-manifoldunun esas grubuna izomorftur,

b. Eger G, Z / 2Z ye izomorf degilse ve M indirgenemez ise, bu durumda M, taban
uzay bir cember olan T lif uzayl bir toplam uzaydir{1].
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2. ESAS TEOREM
2.1, Teorem. M1 bir kompakt yonlendirilebilir indirgenemez 3-manifold ve =;(M)

= G, bir H; normal alt gruba sahip olsun &yleki;

a. H, sonlu olarak dogurulmustur,

b.G,/H, = Z,

¢. H, ,Z, yeizomorf degildir.

M, herhangi bir kompakt yonlendirilebilir indirgenemez 3-manifold olsun. Bu du-
rumda n,(M,) = G; = n;(M,) = G, ise M;, M, ye homeomorftur.

fspat. 1. oM { =@ vedM, = @durumu. Bu durumda M; ve M, kapal: manifoldlardur.
1.3.Teorem ile M, bir N, kapali 2-manifold ile S! gemberi iizerinde bir liflemeye sahip-

tir. n; (N; ) =H, olsun. Hipotezde G, /H;= Z olduundan N, M,, S!in esas grupla-

rinin bir

1 > H -G - Z 51

(1)
homotopi dizisini elde ederiz. n,( M, ) = G, diyelim ve g* : G,
- G, bir izomorfizm olsun. Bu durumda g*,
1 > H -G, »Z -1
(2)

homotopi dizisini olugturur. H; ve H, nin, Z nin bir dofurayi ile
olugturulan ¢,* ve ¢o,* otomorfizmleri verilsin dyleki; H; ve H, nin bu otomorfizmleri

H, ve H, tizerine eglenik ile etki etsinler. g* bir izomorfizm eldugundan
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g* ¢1*=¢2* (g*/Hl) (3)

oldugu kabul edilebilir. 1.3.Teorem ile M, nin ( 2 ) yi olugturan bir liflemesi vardar.
Bunun lif uzaymi N, ile gosterelim. Boylece H; = n( N, ) olur. M; ve M, bir lif bo-

yunca kesilerek N x I ve N, x I dan elde edilir. Bu kesikleri tekrar birlestiren donii-

slimleri

9;: N;x0 - Nyx1, i =12

ile gosterelim. Agikea ¢, , ¢;* 1 olugturur, Simdi g : N; xI - N, x I homeomorfiz-

mi
0,(g/N; x0) = goy (4)

sartini saglayarak bulunabiliyorsa, g : M; - M, bir homeomorfizm tamimlar ve is-

pat tamamlanmug olur.

*:m(N,) - mn(N,)herhangi bir izomorfizm olsun. Bu durumda g, * = g* ola-
g"  miNy 10N g 1

cak sekilde bir g, : N; — N, homeomorfizmi vardir{3]. §imdi
(goy)* = (6,(g /N x0)*

olur. g¢; ve o, ( g / N; x 0 ) ddniigiimlerini ayiran N, nin bir izotopisi h, te I =

[0,1], olsun. Bu durumda,

hogioy = grop, hygiop = ¢,(g /N x0)

olur. g :N;xI - N, x I doniigiimiinii

g(x’t) = (h[g]){)
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ile tammiayalim. Bu durumda
g(x,1) = (hyg;,1)
g(x,0) = (hyg;,0) = (g;,0)
olur. Bylece

higiop = o0(g /N;x0)

g0

olur,

0,(g/N; x0)

]

o,(hyg, /N x0) = o,(g /N x0)
oldugundan
g0, = o,(g/N;x0)

olur. Béylece ( 4 ) saglamr ve teorem dM, = @ ve oM, = @ durumu igin ispatlanir.

2.0M,#@ ve oM, # @ durumu.

oM, # @ olmasi durumunda da yine 1.3.Teoreme gore M bir Q; 2-manifold lif uzay1

ile S! tizerinde liflenir. M, yonlendirilebilir oldufundan bu lifleme, M in her bir sinr
birlegeninin bir tor oldugunu gerektirir. Bu simir torlarint T ,..., T, ile gbsterelim. Her
bir T; i=1,..,n,i¢inde m; ve |; egrilerini segelim oyleki m; liflemenin izdiigiimii altin-

P da S! i bir kere ortsiin ve her bir L. bir lif iginde bulunsun. Bu durumda m;, 1,T; nin 7 (T)
, esas grubunu dogurur. Ayrica her bir m, I nin M, iginde sifira homotop oldufu ¢ikar.
Her bir T, yi M, iginde bir x taban noktasina bir o, yay: ile baglayalim. Bu durumda

yuklarida stylediklerimizden
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(Tue,x) = 7(M;,x)
dogal doniigiimii bir monomorfizmdir. $imdi
n(M;,x)=G,
grubunu ve
m(Tue, x)=A
alt gruplarini gozoniine alalim. Eger o, yaylaninmn farkli kiimeleri se(;iiirse,xj alt grup-

larimn bir kiimesini elde ederiz. Burada her bir Ki » A; nin bir eglenigidir. Bunun 151-

ginda

(G, (AL [A D
topolojik sabitini inceleyebiliriz. Burada, her bir [A;], A; yi ihtiva eden eglenik sinifter.

Bu sabite M, in gevresel sistemi diyecegiz. Bu sistemin ayrintlar: igin [4] e bakilabilir.

$imdi M,, 7, (M, , x) = G, ile
(G, [By] o [B])

gevresel sisteme sahip bir kompakt indirgenemez 3-manifold olsun. Eger [A;] yi [B]

iizerine doniigtiiren bir ¢: G, — G, izomerfizmi varsa, M, in M, ye homeomorf oldu-

gunu iddia edebiliriz. Bu iddianin ispati teoremin de ispatidir.

1.3.Teorem ile M, , bir Q, 2-manifold lif uzay: ile S! iizerinde liflenir. Burada

7‘1(Q2) = Q("](Ql))

dir. M, nin smir torlar1 S ,..., S, olsun. $imdiy : T;»o; £ S, » b; homeomorfizmini
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tammlayalim dyleki, =) (Tyu ) = A icindeki her bir y elemant i¢in v * = ¢ dir. Burada

B;, S, yi M, iginde taban noktasma baglayan yaydir. o; lerin ve benzer olarak B; lerin hepsi
bir tek 1if iizerinde bulundugunu kabul etmek genelligi bozmaz. [5]'e gore bir v, homeom

fizmi, o, yi ihtiva eden liften p; yi ihtiva eden life, =, ( Q, ) =H, icindeki y elemanlan igin

* _
“’n+1_¢’

yi saglayarak ve
(T,ue) n (o yi

ihtiha eden lif ) iizerinde S v, ile uyusarak, inga edillebilir. $imdi oM, v (bir lif ) sizerinc
tamimlanan homeomorfizme y diyelim. S v, dM, v ( bir lif ) in bir kiigiik kapali ¢arpim kom:

lugu-na genigleyebilir. Bu komsulugu U ile ve U iizerinde tammlanan homeomorfizmi v il

gosterelim. Simdi M - intU, cinsi bir olan bir kat1 tordur ve bylece v *,

(M, -intU)) - = (M -intU )
igermesinin ¢ekirdegini
(A M,-intU)) - m(M,-inty(U))
igermesinin gekirdegi tizerine doniigtiiriir. ( Komiitator alt grup yerine H; alindifinda bu if.
tamamen [5] deki gibidir.) Boylece, [5] de oldugu gibi v, M, in tamamina genisleyebilir ve

pat biter.
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