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OZET
Bu makalede groplarda bilinen bazi 6zellikieri gruplardan daha genel olan

groupeidlergenellegtiriyoruz.

ABSTRACT
In this paper we will generalize some properties known on groups to the more

generaigroupoids.

GIR1y

Groupaid her elemanmn tersi olan bir kategoridir. Groupoid kaveami 1920
lerde Brandt ve Baer tarafindan tamtilds. Daha sonra 1950 lerde Ehresmann [2] de
groupoidi diferensiyel geometriye tamtts. 1960 [arda Pradines {6] da growpoidler,
ozellikle topological groupcidler hakkinba buzi énemli caligmalar yapty, ve daha sonca
[1] ve [5] de bu gahigmalar dahs da ilerletildi. Referansisrdan [3] ve [4] groupoidier
hakkindatemekeferansiarimizdsr.

Bumakaledegruplardaki bazs ozelliklerin groupoidiericin de saglandigim ispat
edecegiz.
Tamm 1. G ve OG ikictmle olsun. Burada G morphismlerin cimlesi ve OG
de objelerin ctimlesi olarak bilinir. @, G~ Qg iki fonksiyon olsun, ve
1p0g— G, X ], iletammiansin Burada o baslangi;fonksiyonu P final
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fonksiyonu ve ]() da birim eleman fonksiyonu olarak adlandirilir. Her bir X €Og
icin ], €G elemamna X noktasindabirim eleman deair.
GsG = {(g h): ghEG ve fg)=alh) }
olmakiizere
G+«G—— G, (g,h) = gh

itetanimianan kismi carpimi goz oninealalim. Buradadikkatedelim ki
g,h €G icin gh carpum tammirdir eger §(g) = x(h) ise. Eger asafidaki sartlann
tamam saflamyorise (G,Og) ikilisine bit grogparddenit:

i) Her (8,h)EG+G igin a(gh) = a(g) ve f(gh) = pth).

ii) p(g) = a(h) ve p(h)=a(k) olacak sekildeki tim g,h.k €G icin
(gh)k = g(hk).

iii) Her x €y icin ally) = flx) = X.

iv) Her gEG igin gg-'=1x ve g-'g=1, (burada a(g)=X ve
(8) = ¥ ) olacak sekilde bir g~ vardir

Bger (G,0g) ikilisi bir groupoidise G, O uzerinde bir groupoiddir denir.

G bir groupoid olson, Her X,y €Og icin a-'(x)NB-1(y) yerine
G(x,y) yazenz. O halde G(X,y) , x den y ye tim morphismlerin ciimlesidir.
Ozel olarak G(X,X) ciimlesi G(x) olarak yaztir. O halde basitce gérdtiyor ki
G(x) ctimlesi groupoidin kismi gerpimi altindabir grupdur.
Oraek 1. Bir G grobu, sadece bir objeli bir groupoid ofarak digiimillebilir.
Oraek 2. X bir topolojik vzay olsun. X deki a:[0, 1] -» X egrilerinin homotopy
siniflarinin ciimlesini xX ile gosterelim. Bu durumda X uzayindaki egrilerin
birlesimi xX debir groupoid kismi carpums tammlar, Yani

akenX - X, (a}[b)- [a ob)

ve burada baglangsg ve final fonksiyonlan afa) =a{0) ve B(fa])=a(t) it
tammisar, Her XEX igin x noktasindaki sabit egrinin homotopy simfi x
noktasindaki birim elemandir. Boylece xX, X tzerinde bir groupoiddir. Bu xX
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groupoidice X uzayuun semefgroypords denie. X uzayumn bir x noktasindaki
temel grubu x;X(x) ile gostecifirse (X }(X) = ;X(x) elde editir.
Ornek 3. G ve H iki groupaid olsun. Bu dorumda {g,h), (g',h’) EGx G igin
gg’ ve hlY' sirasniite Gve H detammb olmak tzere
(g,h)(g’,h') = (g¢',hlx)

iletammianankismi carpimaitinda G x H kartezyen carpimi Og x Og  tzerinde bir
groupoiddir. Burada a{g,h) = (ag,ah) ve p(g, h) = (fg,ph) iletammianyor.

Groupaidin yukaridaki tammindan agagidaki lemmalar hemen elde edilir.
Bundandalayibunlarinispat okuyucuyabirakilmigtur,
Lemma 1. G birgroupoid olsun. Budurumda ayagidaki sartiar saglamr:

i) Her XE€Qg icin 1y birimelemanttektir.

iiyHer g E€G elemammn birtektersi vardr.

iii) Her g E€G igin (g‘i)-l =g dr.

iv)Her (g,h)EGx G igin (gh)™? =h71g? ar.
Lemma 2. G bir groupoid ve g,h €G olsun. Bu durumda ga=h ve bg=h
denklemierinin G deki a ve b igin bir tek coztmleri vardir. Ozel olarak G de

ga=gh ise a=b ve
ag=bg ise a=b dir.

Tamm 2. G birgroupaid, H ve Oy da HCG ve O COg olacak gekitde
bogtan farkl: iki cimle olsun. Bu durumda H ye G nin bir e/ groypaidi denir, eger
G nin kusmi groupaidi altnda H de bir groupoid ise. H alt groupoidi gendsdtir denir
eger Og = Og ise.

a,p fonksiyontanmn H ye kistlanmalanm sirasi ile ag ve Py ile
gostereceiz.

Ohaide H, G ninbir alt groupoidi ve K de H nin bir alt groupoidi ise acik
olarak K de G nin bir alt groupoididir.
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Lemma3. G birgroupoid, H de G nin bogtan farkls bir alt cimlesi olsun. Bu
durumda H, G ninbir alt groupoidioir ancak ve ancak

iyher (g, h)cHsH icin gheH;

ii) eger g€H ise g €H dir.

Ispat. Once dikkstedelimki o Ve P fonksiyontans H igin bir Op tammlar.
Bunua icin Oy = a(H)UB(H) almak yetectidir.

Eger H bir alt groupoid ise (i) ve (ii) kesinlikle saglansr.

Karyit olarak (i) ve (ii) saglansin. H mn bir alt groupoid oldugunu gostermek
igin sadece her XEOy igin 1x€H oldugunu gostermek yeteclidir. Bunun igin
XEOy alalim. Oy = a(H)UKH) oldugundan X Eo(H) yada x €p(H) dir.
xEa(H) ise a(g)=X olacak sekildebir g €H vardsr. (ii)ite g €H ve (i)
leggl=1,EH dr. Eger x&P(H) ise Hh)=Xx olacak sekilde heH
vardsr. Benzersekilde h™*h = 1, €H dr.

Lemma4. G birgroupoid, H ve K de G nin ait groupoidleri ise HNK de
G nin bir alt groupoididir.

Ispats Lemma 3 den aguktur.

Tamm 3. G bir groupoid, H de G nin bir alt groupoidi olsun. g,h €G icin g,
h ye demkdti denit eger gh™' €H ise. Bu durumda g= h(modH) olarak

yazilie.

Lemma5.  Eger H alt groupoidi G de genigise §= h(modH) baguntisi bir
denklitbagibisdyr.

Ispat.

i) §EG(X,Y) ise gg'l=1x ve H geniy oldugundan 1xEH dir. O halde
22! €H olupysnnma szelligi saglamr.
ii) g.hicin gh™' €H ise, H birgroupoid oldugundan hg™ €H dir.
ii)g,h,k €G icin gh™' €H ve hk™!1 €H ise
(gh')(hk!) = gthth)k? = gkt €H
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Ohslde g = h(mod H) baguntistbic denktikbaguntindir.

Bu denkiik baguntisina gore gEG  elemammn denklik sumfum [g] ife
gosterelim.

G bir groupoid, H G nin bir alt groupoidi ve §EG igin

Hg= {hg:h €H ve p{h)= a(g }

olsun.
Lemme6.  Herhangibir g EG icin Ngs(g] dir.
Ispat. hg €Hy ise g(hg)! tammisolup g(hg)i=b-l€H dir. Cinkd H bir
groupoiddi. Obalde hg €] g] ve dotapsiyte Hg C[g] ar.

Kerit olsrak kabul edelimki h €] g] dur. Bu durumda gh™' €H ve H

bir groupoid oldugunden (gh'y!ahgleH dr hgl-k  dersek,
h = kg €Hy ofur. Yani [g]C Hg dir. Ohaldebuniardan Hg=[g] elde edilir.

G bir groupoid, H ve K de G nin alt groupoidleri olsun. HK garpim

HK = {g = hich €H, keK ve p(h) = a(k)}
iletammlayalim Simdissagidakiteoremiverelim.
Teorem1. HK carpmi G nin bir alt groupoididir ancak ve ancak HK=KH dir.
Ispat. HK=KH oldugunu kabul edelim. Lemma 3 den dolays HK mn bir alt
groupoid cldufunu gostermek igin HK mn kismi carpun altinda kapal olduguau ve
HK nin her elemammn tersinin yine HK de oldugunu gostermek yeterfidir.
f(g) = a(g') olacak gekilde g= hk €HK ve g'=h'k’ €EHK olsun. Burada
(k) = a(l') dir. Budurumda gg' = hkh'k' dir. kh' €EKH = HK oldugundan
baz (hyz, k) EHe K igin kh' = hoky dir. Burada

HeK = {(h,k)€H xK : p(h) = a(k)}

dir. Ohaldeburadan

g¢' = h(kh')k' = h(hzkz)k’ = {hhp)(kzk') €HK



0. Muenk 6

ofur ki buda HK mn kixmi garpim altinda kapalt oldugunu ispet eder. hk €KH
olsun. (hk)!=k*h! €KH =HK oldugundan (hk): €HK dir. O halde
Lemma 3 ile HK G ninbir alt groupoididir.

Karsitolarak HK G nin bir alt groupoidi olsun, Hechangi bir (k, h) EKe H
icin kheKH olsun. O halde h-t-l€HK dir. HK bir gruopoid oldugundan
(h-ik-l)'l =hk€HK, yai KHCHK dr. Eger geHK ise HK bir

groupoid oldugundan g-l€HK dir. O haidebazs (h,kK)EKeH igin g-1=hkecHK
dir. Boylece g=k-lh-1KH otup HK CKH dir. O halde KH=HK elde edilir ki
budaispatitamamiar,

G birgroupoid, A ve B de G ninalt groupoidieri olsun. G uzerinde bir »
bagintisimagagidakigekildetammiayalim,

8.0G icingmh direferbazt aCA ve bEB igin h=agb ise.
Lemma?7 . Eger A ve B, G nin geniy alt groupoidieri ise yukarida tammlanan
baginum G iizerinde bir denklik bagintisidir.
Ispat. Bir geGlx,y) igin g=lygly dir. A ve B genis oldugundan 1ycA ve
1ycB dir. Ohalde gw g dir.

Simetrivegeciymeozellikieriacaktur,

Bu denklik bagintisina gore g&G elemanimn denklik simfi

lagb:acA, beB}
(burada agb tammlt) dir.
Tamm 4. G bir groupoid ve A1,A2,...,Agde G nin alt groupoidleri olsun. Kabul
edelim ki G=A1A2...Ap olsun. Yani her g&G elemam tek tiirl
g= ajaz...dn (a3 EA)

olarakyazilabilsin. Bu durumda G groupoidine Aj,A2.....An alt groupoidlerinin
direkzarpimy deni.
Teorem2. G groupoidi Af,A2.....An alt groupoidierinin direk carpimi olsun.
Bir B cumlesin
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B=Aj*Az..8Ap = {(a;,az,...,an): a4 EAi}
(burada P(aj) = a(@ys1), 1 s1sn-1)iletammiayalun. Bu durumda G ile B

arasindabirbijekeif vardir,
Ispat. $:B — G fonksiyonunu $(&1,82,...8n) =2132...3q ile tammiayahm.
(a1,a2,...,an)€B ve (by,bz,...,ba)EB icin

#(a1,a2,...,8n) = §(b1,b2,..0,bn ) ise 8187...85 = byb2... b dir. B nin
tammndaki tek tirld yazsimas: gactindan ag=by, ap=b},....ap=bp dir. Yani ¢
fonksiyonu 1:1 dir. ¢ fonksiyonumun deten oldugu actk olup bijectiftir.

Tamm 5. G bir groupoid, N de G nin genig bir ait grovpoidi olsun. N ye
normaldidenic eger gng-! tammis olacak sekildeki g=G ve neN icin gngteN
ise. Ohalde geG(x,y) ise nEN(y) olmakzorundadr.

Lemma8. N alt groupoidi G de normaidir ancak ve ancak her gG icin
gngl =N dir.

Ispat. Egergng™! =N ise gNg-1LN olup N, G de normaldir. Kargit olarak
N G de normalolsun. Yani gNg-lUN olsun. Buradan g-!Ng=g-IN@-1yILN
olur. Obaide N=g(g-INg)g1LgNg-! olur. Obalde Negg-l dir.

G bir groupoid N de G nin bir normal alt groupoidi olsun. G/N tim Ng
ctimlelerinin simfi olsun. G/N de bir groupoid islemi NgNh=Ngh ile tammlansin,
Burada a(Ng) = a(g) ve B(Ng) = f(g) iletammiansin, Basitce saglanacagigibi
G/N bir groupoiddir. Bu groupoide 5d/iim groperdi denis. Bu makalede botum
groupoidieriilefazlailgilenmiyecegiz. Bununiaiigiliolarak[3] ebagvurulabilir.
Lemma9. G birgroupoid, N G nin bir normal ait groupoidi ve H de G nin
herhangi bir alt groupoidi olsun. Budurumda NH de G nin bir alt groupaoididir.
Ispst. abtammliolacaksetilde a,be- NH alsun. Bazm nf,meN ve b1l igin
a=njhq, b=mi vebéylece ab=nihinytk) dir. N normal oldugundan bazt 13 icin
himp=n3hy vebdylece ab=(nthyKmh)=(n1n3)¥h1m2)eNH dir.
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4ENH ve &N, heH igin a=nh clsun. Buradan al=hlnl ve N
normal oldugundan bazs oy €N igin al=b-1n-l=nih-1eNH dir. O halde Lemma 3
ileNH de G ninbir alt groupoididir.

Lemma 10. G bir groupoid, M ve N de G nin normal alt groupoidleri olsua.
Kabul edelim ki farkls x,y igin M(x,y)=@ ve Nxy)=@ dir. Budurumda NM
de G nin normal alt groupoididir.
Ispat. Lemma9 dan NM, G sin bir ait groupoididic. $imdi NM nin normal
oldugunu gosterelim. gEG, atNM(x,y) ve gag-l tammic olsen. M(xy)}=Q ve
N(x,y)=@ oldugundanbazs ne=N(y), meM(y) i¢in a=nm dir. O halde

gy 1-gamg ! =(gog )gmg 1)

dir. N ve M normal olduguadan gng!cN ve gmgleM otup gag-leNM dir.
Yani NM normaldsr.
Lemmal1. G bir groupoid, H, G ain bir alt groupoidi ve
N(H) = {g €G: ghg™! eH}
olsun. Budurumda asagidakiler saglans.

i) N(H) G nin alt groupoididir.

ii) N, N(H) de normaldic.

iii) Eger H, G debir K alt groupoidinin normal alt groupoidi ise bu
duramda KUN(H) dir. Yani N(H) H yi normat alt groupoid kabul eden G deki
altgroupoidlerin enbyegudor.

Ispatibiraligtirmaciarak okuyucuyabirakilmigtir.
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