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TEK DEGISKENLI KUATERNIYON DEGERLI
FONKSIYONLAR VE EGILIM CiZGIiLERI

Miige KARADAG - Ali ihsan SIVRIDAG
inonit Univ. Fen-Ed. Fak Matematik Béliimit MALATYA

OZET

3-boyutlu reel Oklid uzayr IR’ deki bir egrinin Serret-Frenet
formiilleri uzay-kuaterniyonlar1 yardumiyla K.Bharathi ve M. Nagaraj
tarafindan yeniden tiiretilmistir. Bulunan bu formiiller yardimiyla IR* deki
1-degiskenli kuaterniyon degerli fonksiyonlarin (kuaterniyonik egrilerin)
Serret-Frenet formiilleri elde edilmistir [1]. Bu ¢aligmada ise yukarida sozii
edilen hesaplamalar temel alinarak IR®ve IR deki kuaterniyonik egriler
i¢in egilim ¢izgisi ve harmonik egrilik kavramlan verilmistir. Ayrica,
kuaterniyonik egrilerin egilim ¢izgisi olmas: igin bir de karakterizasyon

verilmistir.

QUATERNION VALUED FUNCTIONS OF A SINGLE REAL
VARIABLE AND INCLINED CURVES

SUMMARY
The Serret-Frenet formulae for a quaternion valued function of a
single real variable (quaternionic curves) in IR? and IR* is rederived by

K .Bharathi and M.Nagaraj. In this paper we define quaternionic inclined
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curves and harmonic curvatures for the quaternionic curves. And we give a

characterisation for a quaternionic curve to be a quaternionic inclined curve.

1.GIRIS

Once IR?, uzay-kuaterniyonlarimn ctmlesi ile dzdeslenerek IR deki
edriler kuaterniyonik egriler olarak g&zoniine alinmug ve kuaterniyonlar
yardimiyla Frenet formiilleri yeniden elde edilmistir. Daha sonra by IR ¢

genellestirilmigtir.

TANIM 1. Bir reel kuaterniyon sirali dért sayiun +1,€, €,, €, gibi dort

birime eglik etmesiyle tanimlanir [2]. Burada +1 bir reel birim olup diger iig

birim ise,

1) &xé = é,x¢ =é,xé, =—¢,,(€,=+])

2) ¢éExé =¢ =-éxe , (jk) (123) un ¢ift
permiitasyonudur.

ozelliklerini saglar. Béylece bir reel kuaterniyon ,

q=aé +be, +cé, +d
seklindedir. Burada

S, =d,V,=a¢ +bZ, +cZ,, g=5,+V,
olmak tizere ; S, , g’nun skalar kismi Vq ise vektorel kismudir [1]. Bundan
sonra reel kuaterniyonlarin ciimlesi Q ile gosterilecektir. iki kuaterniyonun
kuaterniyon ¢arpimt ; V p,q € Qigin
(D)... pxq=8,8, +8,V,+8,V,~(V, V) +V, AV,
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seklindedir. Burada {,) ve A sirastyla , IR? iizerindeki skalar ve vektdrel

garpimu gostermektedir.

TANIM 2. Bir g € Q kuaterniyonunun eslenigi diye
2)... aq=S§, —17'4

seklinde tanimlanan «¢ kuaterniyonuna denir [1].

TANIM 3. p,q € Q reel kuaterniyonlar igin ,
3)... h: QxQ— IR
(P:9)— h(p,9)

1
h(p.q) = g(pxaq +gxa p)

seklinde tanimlanan h formu kuaterniyon ig¢ ¢arpimi adim alir [1]. Reel
degerli , simetrik , bilineer h formu i¢ carpim aksiyomlarim saglar [1].

Burada x kuaterniyen garpimini gstermektedir.

TANIM 4. Bir q € Q kuaterniyonunun normu
2
@.. I =h@p=graq

esitligini saglayan "q“ reel sayisina denir [1].

TANIM 3. Eger q € Q kuaterniyonu igin

5)... g+ag =0

oluyorsa q’'ya bir uzay-kuaterniyonu denir [1]. Uzay-kuaterniyonlarinin
ciimlesi 3-boyutlu vektér uzayi IR? ¢ izomorftur. Eger qe Q kuaterniyonu

igin
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g-aq =0
olursa q bir temporal kuaterniyon adim aiwr [1]. Genel olarak , bir ge Q

kuaterniyonu
1 1
(6)... q=2—(q+aq)+-2—(q—aq)

seklinde yazilabilir [1].

TANIM 6. Eger ; p, q& Q kuaterniyonlar1 igin h (p,q) = 0 oluyorsa p ile
q’ya h-ortogonaldir denir [1].

Bu ¢aligmamiz sfiresince reel tek degiskenli kuaterniyon degerli
fonksiyonlardan  “kuaterniyonik egri” olarak s6z edecegiz. Yani

kuaterniyonik egriile ,I « IR agik bir aralik olmak iizere , bir

... f:15Q

B()=y ()8 +y ()&, +y ()8, +y (s} , rs)elR, 1<is<4
reel tek degiskenli , kuaterniyon degerli £ donlisiimii altinda I'nin A (1)

resmi kastedilecektir [3].

2. KUATERNIYONIK EGRILERIN SERRET-FRENET
FORMULLERI

3-boyutlu reel Oklid uzay1 IR, uzay-kuaterniyonlarinin ciimlesi ile

dzdeslenerck IR * deki bir egri bir uzay-kuaterniyonik egri olarak gizoniine

alsin. $imdi bir uzay-kuaterniyonik egri igin Frenet formiillerini verecegiz.
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Ic IR bir agik aralik olmak dzere, birim lzh bir { C ) uzay-
kuaterniyon egrist
8)... ¥ ()=r(8)é +7, () +7; ()&
parametrik denklemiyle verilsin. y (s)=¢ diyelim. Egrinin birim hizh olma
sartl;
(9... Kat+txal =0
olmasmm gerektirir. Bu son esitlik ise fmmn f’ye ortogonal oldugunu
gosterir.
(10).. i=kn ;5 k=|i|
diyelim. fxm =n, dersek,budurumda ¢,r, ve n, ikiser ikiger ortogonal
olur. Ayrica
(11)... m=—kt+rn, ve H, =-rn
clur [1]. (10) ve (11) esitlikleri ( C ) egrisinin Serret-Frenet formiilleridir.
IR" iin her bir elemanini bir tek reel kuaterniyon ile esleyerek IR* deki bir
efiriyi bir kuaterniyonik egri olarak gdzoniine alacagiz. Béylece, birim izl

bir (C”) kuaterniyonik egrisi
4
B)=2y ()¢ ,selcIR, & =+]
i=l
parametrik denklemiyle verilebilir. ﬁ'(s) =T olsun.
(12).. T=KN, ve K=|T]|

diyelim. N T” = | esitliginden tiirev alarak,
(13)... NxaT+Txa N, =0
elde edilir ki bu da  A(T,N,)=0 olmasim gerektirir. Yani T , N, ’e h-

ortogonaldir.
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(14)... N, =txT, N, =n;xT, Ny =n,xT
seklinde tamimlansin, Burada ¢,n, ,n, vektdrleri ( 8 ) ile verilen uzay-
kuaterniyon egrisinin Frenet vektdrleridir. Bu durumda; 7, N, N,, N, ikiger

ikiger h-ortogonaldirler [1]. Ayrica,

(15)... N, =—KT+kN,
(16)... N, =~k N, +(r—=K)N,
(17)... N,=—(@F-K)N,

tirev formiilleri gecerlidir. Dolayws1 ile  (C’) egrisinin Serret-Frenet

formiillerinin matrisel ifadesi,

(18)...
T 0 K 0 0 T

N, 0 -k 0 r-K)|[N,

N |-k 0 k 0 |N
N, 0 0 ~-(F-K) ¢ |N,

bigimindedir [1].

3. KUATERNIYONIK EGILIM CIZGILERI VE HARMONIK
EGRILIKLER

Bu kisimda IR? ile uzay-kuaterniyonlarmin ciimlesi Szdeslenerek
IR? deki bir epriye karsihk gelen uzay-kuaterniyon egrisinin bir egilim

¢izgisi olmasi igin bir karakterizasyon verilecektir.
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TANIM 7. IR? deki birim huzlt bir ( C ) egrisi ile eslenen y (7), 1 cIR
uzay-kuaterniyon egrisini gézontne alalim. Sabit bir uzay-kuaterniyonu u

olmak iizere, ¥V s €l igin,

(19)... By (s)u)=cosp=st. ¢¢§

ise ( C ) e@risine bir uzay-kuaterniyonik egilim ¢izgisi denir.
Diger yandan, V s € Ligin,
h((s)u)=h(1(s),u) , 1(s)=7(s)
= (1(s)u)
(20)... h(1(s),u}y=cosp

oldugundan asagidaki sonug verilebilir:

SONUC 1. IR? deki bir egri reel anlamda egilim izgisi ise bu eg ile
eslenen uzay-kuaterniyonik egri de egilim cizgisidir. Bunun karsitt da
dogrudur [3].

Bir uzay-kuaterniyon egrisinin harmonik egrilifi asagidaki sekilde

tanumlanir:

TANIM 8. y :J —IR® bir regiiler kuaterniyon egrisi s-yay parametresi ile
verilsin. IR® iin birim ve sabit bir vektdrii u ve {t(s), nl(s),nz(s)}
y egrisinin ¥ (s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi olsun. Bu takdirde y(s) ve
u arasindaki a1 @=g(s) olmak lizere,

Q1. H:I - IR
h(ny(s),u) = H(s)cos ¢
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i¢iminde tammlanan H fonksiyonuna y egrisinin y(s) noktasinda w’ya gore
harmonik egriligi denir. Simdi, uzay-kuaterniyonik egilim gizgilerinin

harmonik egriligini egrilikler cinsinden ifade eden gu teoremi verebiliriz:

TEOREM 1. y : I — IR’ s-yay parametresi ile verilen bir uzay-
kuaterniyon egilim gizgisi olsun. ¥ egrisinin y (s) noktasindaki egrilikieri
k (s), r (s) ve harmonik egriligi H (s) olmak tizere,

110!

22)... HO= T4

dir.
ISPAT : » : 1 — IR? uzay-kuaterniyon egilim ¢izgisinin teget vektériiniin u

vektori ile yapnms oldugu a1 @ olsun. y (s) noktasindaki Frenet 3-ayakhs:

{ HON AN (s)} olmak tizere,
h(t(s),u)=cosp =st.
yazabiliriz. Buradan s’ye gore tiirev alunirsa,
h({(8),u)+h(t(s),u)=0
veya
h(i(s),u)=0

elde edilir, Burada (10) ifadesini yerine koyarak,
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A{k()n (s)u)=0
k() h(n, (s),u)=0

bulunur. k (s) #0 olacagindan
h(n(s),u)=0

dir. Bu son ifadeden tiirev alimirsa,
h((s),u)+h(n(s),u)=0

veya
h(n(s)u)=0

elde edilir. (11) denkleminin burada yerine konulmasiyla,

h{(=k(s)t(s)+r(s)n,(s),u)=0
— k(s)h(t(s),u)+r(s)h(ny(s),u)=0

bulunur, Bu esitlikte (20) ve (21) ifadelerinin kullanilmasiyla,
—k(s)ycos@+r(s) H(s)cosp=0

elde edilir. Buradan,

elde edilir.
Bir kuaterniyonik egri igin egilim gizgisi ve harmonik egrilik
kavramlart &ncelikle IR* ile Q kuaterniyonlar kitmesi ozdeslenerek

verilecektir.
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TANIM 9. B : 1 > Q regiiler kuaterniyon egrisi s-yay parametresi ile
verilsin. Birim ve sabit bir uzay-kuaterniyonu u olmak tizere, Vs e/ i¢in,

(23)... h(B(s),u):cosgo=st.

ise f egrisine Q da bir kuaterniyonik egilim ¢izgisidir denir.

TEOREM 2. y:/— IR e bir uzay-kuaterniyonik egilim gizgisi olsun.
y()=y(8) & +¥,(s)&, +y,(5) &, olmak iizere y ’dan tiiretilen her
L= r (8)e +y,()&, +y,(s)é;+ y,(s) kuaterniyonik efrisi de bir

kuaterniyonik egilim gizgisidir [3].

ISPAT : 3 : I —Q s-yay parametresi ile verilen bir egri olsun. u, ¥ egilim
¢izgist ile belli sabit dogrultuyu gosteren birim uzay-kuaterniyonu ve £’nin
f(s) noktasindaki Frenet 4-ayaklist {7(s),N,(s),N,(s),N;(s)} olmak
uzere,

h(B(s),w)=h(T(s),u) , T()=Sp, +Vpe,

=%~[T(s)xau+uxa T(s)]

1 = _
:5[(87(3) FV(sNxautuxa(Sy, +V ]

bulunur. Burada u bir uzay-kuaterniyonu ofdugundan 5,=0 ve qu=-u

dur. Dolayistyla (1) géz6niine alinarak bu son esitlikten
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R(T(s),u)=

1 . " _ .
*2*[-81.“)‘u+(VT(s),u)——VT(A,) AU+ Syt Vg u)—u AVl

1 - .,
@4)... h(Tu)= S[2Fw,ud] = (Fry,u) =cos ¢ =st.

elde edilir. Bu ise f egrisinin kuaterniyonik egilim ¢izgisi oldugunu

gosterir. Boylece ispat tamamlanir.

TANIM 10. j regiiler kuaterniyon egrisi s-yay parametresi ile verilsin. u
birim ve sabit bir uzay-kuaterniyonu ve { T(5), N, (5), N, (). N, (5) } de p
egrisinin £(s) noktasindaki Frenet 4-ayaklis1 olsun. Bu taktirde T(s) ve u
arasindaki ag1 ¢ olmak iizere
(25)... Hi :I—> IR

h ( Ni(s),u ) = Hicos @(s)

seklinde tantmli H; fonksiyonuna S kuaterniyon egrisinin u* ya gére 4(s)
noktasindaki i-yinci harmonik egriligi denir. Hy = 0 olarak tanimlanur,
Kuaterniyonik egrilerin egrilikleri ile harmonik egrilikleri arasindaki iligki

agagidaki teorem ile ifade edilebilir:

TEOREM 3. g : 1 > Q s-yay parametresi ile verilen bir kuaterniyonik

egilim ¢izgisi olsun. F(s) noktasmndaki i-yinci egrilik ki(s), i-yinci egrilik
1

yarigapl o (s) =; (s) , 1<i<3 ve harmonik egrilikleri H;(s)},i=1,2

olsun, Bu taktirde;
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2% He (s = l.egrilik
(26)- 1= 2.egrilik

Hy (5)= H.(s) o3(s)
dir,

iSPAT : B :1 — Q regiiler kuaterniyon egrisi verilsin. u birim ve sabit bir

uzay-kuaterniyonu ~ ve  B(s)  noktasindaki  Frenet  4-ayakhs

{ T(), N, (), N, (s), N,(s) | olmak iizere,
h (T(s),u)=cos ¢ =st.
yazabiliriz. Bu ifadenin s’ye gore tiirevi alimirsa,
B(T(sy,u)+h(T(s),a)=0
veya
R(K(s5)N,(5),u)=0
bulunur. Burada K(s) = 0 oldugu g6z éniine alinirsa,
h(N,(s5),u)=0
olur. Yeniden s’ye gtre tiirev alinarak,

RN, (s),u)+h{N,(s),4)=0
B(N,(s)u)=0
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elde edilir. (15) iin kullamlmasiyla,

h(=K(s)T(s)+k(s)N,(5),u)=0

= K()R(T(5),u)+k()h(N,(s),u)=0
bulunur. Ayrica bu son esitlikte (25) denkleminden i =1 igin elde edilen;
@7... h(N,(s),u)=H(s) cosg
ile (24) tin birlikte goz 6niine alinmasiyla,

- K(s)cosg+k(s)H,(s)cosp=0
yada

K(s)  Lerilik
k(s) 2.eprilik

H (s)=

elde edilir. Bu sonug diferensiyel geometriden reel egriler i¢in bilinen
harmonik egrilik kavramiyla tam bir benzerlik arz etmektedir [4].
Ayrica, (27) dan s’ye gore tiirev alinarak,
R(N,(s),u)+h(N,(s),i)=H, (s)cose
veya
(28)... (N, (s),u)=H,(s)cosp
bulunur. Burada (16) in gézoniine alinmasiyla,
h(= k(SN (s)+(r = K)s)N,(s),u)= H, (s) cosg
—k(s)Yh(N,(s),u)+(r — K)(s)h (N;(s),u)=H, cosg
esitligine ulagilir. Burada her iki tarafin cosg ile boliintip tanim (10) un da
kullanilmastyla,
— k(s) Hy (s)+ (r = K)()H, (5)=H, (5)

elde edilir. Boylece,
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. 1
Hz(5)=H1(S)m
yada
Hg (S)=H1 (S)US(S)
olur.
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