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OZET
Bu caligmada farkh koniklerin inversive yay uzunluklarimi hesaplamak igin

gerekli olan bir lemma ile bir teorem ispat edildi. Ayrica stz konusu koniklerin inversive

yay uzunluklarn hesapland..

THE INVERSIVE ARC-LENGTH OF SOME CONICS

SUMMARY

In this paper one lemma and one theorem that are needed to compute inversive arc-
length of different conics are proved. Furtheremore, inversive arc-length of above

mentioned conics are evalua

1.GIRIS
a:l— E" egrisi verilsin. ¢,,f, € I © R olmak lizere

- :]namzw

seklinde tammli s reel sayisina, « efrisinin a(f;) ve «(f,) noktalan

arasindaki yay uzunlugu denir.
a:l - E"
s = a(s) = (a,(s),a,(5),....a,(s)

egrisi igin Vs & / olmak iizere [lo'(s)| =1 ise a egrisine birim hizh egri ve

s parametresine de yay parametresi denir.
s yay parametresi, v tanjant vektor ve 7 normal vektor olmak iizere & min k
egriligi

dv

= f
ds 7
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seklinde tanimlanir.

Lemma 1.1 ( Wirtinger's Esitsizligi ). f € C'(R), 2% periyotlu bir

fonksiyon olmak iizere

27
[f@)dt=0

olsun. Bu taktirde

2Zn 2 27 3

[f (mat = [£*()at

0 0
dir. Burada esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter gart

f(ty=acost + bsint a,b €R
olmasidir [1].
Ispat: Siirekli olan f IIO 21] kisitlamasi, [0, 2n] iizerinde kare
integrallenebilen fonksiyonlarin Hilbert uzayt 15§ ﬁO, 2Tt]) ye aittir ve -
boylece f

a 0
_QD”“Z (a_cos nt +b_sin nt)

n=1

Fourier serisi ile 12 normuna yaklastirilabilir.
27

[f@yde =0
0
oldugundan a ;=0 olur ve Parseval Teoreminden [12]

2
e [=2 a2 +b2 = ffzdt
nz1 0

elde edilir. f niin Fourier serisi

2n
a, = Jf (t)cos nt dt
0

Ve
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2m
B, = J. f (t)sin nt dt
0

integralleri yardimiyla

w0 0
Zun cos nt +f_sin nt = Zn(brl cos nt —a_ sin nt )
n=l1 n=1

seklinde bulunur. Tekrar Parseval teoremini uygularsak,
VR 2 2 2 9 ) 2
¢ [= [ de=3 n*@l b)) 2|1 |
0 nzl

elde edilir. Esitlik durumunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart vn >1
igin
al+b> =0
n n

olmasidir.

Teorem 1.1. E Euclid diizleminde C” simfindan her basit kapalh C egrisi
leng *(C) > 4 narea (Cie)

esitsizligini saglar. Ustelik esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart C

nin bir daire olmasidir [1].

Ispat: Kabul edelim ki bir homotopy altinda C; 27 uzunlufuna sahip,
h=(f,g) yay uzunlugu ile parametrelendirilmig bir egri olsun. Egrinin
merkezi Cint de olmak tizere

27

[feyat=o0

o]

vazilabilir. h, yay uzunlugu ile parametrelendirildiginden
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27 2n
j f +g )dt:Idt 27 =leng (C)
0 0

elde edilir. Diger taraftan d(xdy)=dx Ady olmak iizere Stoke

Teoremin den

area (C_ )= [dxAdy= jdmdy:jxdy:szg'dt
C C 0

C; C

int int

bulunur. Buradan

2“ i2 12 L]
2(n—area (C_ ))= J(f +g -2fg)dt
0

—j'(f —£3ydt + j(f Yt

elde edilir. Boylece 2area (C, )22n ve leng (C) =27 oldugundan,

sonu¢ olarak
leng *(C) 2 4 narea (C,,)

esitsizligi bulunur. Esitlik durumunun saglanmast igin
2 2
f(£ -£%)dt=0
0

ve
2r
J’ g )’dt =

sartlan gereklidir. ilk sart Lemma 1.1 den f(t) = acost + bsint esitligini

verir. Tkinci sart
g(t)= asint-bcost+c olmak iizere siireklilikten dolay1 g' (t)y=1(t) yi verir.
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2. SONSUZ KUCUK COXETER SABITI

Coxeter [5] c¢alismasinda, kesismeyen iki daire arasindaki inversive
uzakligi tamimladi. Diizlemde bir {iggenin kenarlar1 ve agilari arasinda

2 2 2
¢ =a +b"—2abcos ¢

bagintis1 vardir. Benzer sekilde yarigaplari a ve b, merkezler arasi uzaklik d,
kesisme agis1 6 olmak iizere kesigen iki daire igin
d? = a? +b? —2ab cos 8

oldugundan
2 2 42
a“ +b°-d
2ab (2.1)
bagintis1 yazilabilir (Sekil 2.1).

cos 0=

Sekil 2.1

(2.1) in sol tarafi kesisen daireler i¢in anlam ifade etmesine ragmen sag taraf
kesismeyen daireler i¢inde anlam ifade eder. Bunu asafidaki sekilde

agtklamak miimkiindiir.

:a2 +b2—-d2

n 2ab daireler
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lpl <1 kesigen
u=l1 i¢ teget
p=-1 drs teget
|u| >1 ayrik

p niin Geometrik Anlami

Coxeter kesismeyen iki daire arasindaki 8 uzakligim, cosh & = seklinde
tanimlamaktadir. Kesigsen iki daire arasindaki agimin tanimina benzer
sekilde, kesismeyen iki daire arasindaki inversive uzaklik iki dairenin rolatif
pozisyonunun conformal invaryantidir. Bir egri {izerinde g¢ok yakin iki
noktanin oskiilatér daireleri arasindaki uzakhigi hesaplamada bu formilii
kullanacagiz. «, z:(y,B) - C yay uzunlugu ile parametrelendirilen C

de diizgiin bir egri ve k(s) de o mn ahgilmis Euclid egriligi olsun. Kabul

edelim ki ]ks(s) >0 olsun. Boylece a, vertex noktasina sahiptir.

Buradan oskiilatér dairenin yarigapt 1/k ve merkezi z + iz'/ k dadir. s ve

s+h parametrelerine gore oskiilator daireler arasindaki inversive uzaklik

cosh &(s +h,s) =

1 - + 1 _ Z(S+h)—Z(S {Z!S-}-h! Z'!SZ!][
K(s+h)?  k(s)? k(s+h)? Kk(s)
2
k(s + h)k(s)

ile verilir. Bu ifade h civarinda Taylor serisine agilirsa,

2 1
1+%+...=cosh 5=1+%k(s)2h4 + O(h%) (2.2)

elde edilir. Belirtelim ki bu ifadenin sad tarafi yeteri kadar kigiik h i¢in 1
den biiyiiktiir. Egrinin keyfi bir kége noktas: tizerindeki yakin noktalarinda
oskiilator dairelerinin ayrik oldugu ispatlanabilir. Buradan goriiliir ki boyle
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bir egrinin biitiin oskiilatér daireler ciimlesi i¢ i¢e gecmis egri ailesi
formundadir. (2.2) den

V8(s+h,s) =121 1{ lk'(s) | h +O(h?)

elde edilir. Buradan w= ’k'(s)l ifadesi bir egri lzerinde Mobius

grubunun hareketleri altinda invaryant bir formdur. Bu manada bir kose
olmama 6zelligi, inversive invaryant ve kdge olma 6zelligide keza oyledir. w
y1 kose noktasinda 0 olarak tamimlayabiliriz ve o hala stirekli bir invaryant

formdur. Béylece o egrisinin inversive yay uzunlugu _[w integrali ile
o

tamimlanir. Bu, o nmin inversive invaryantidir.Gergekten a €« sabit bir
nokta olmak {izere egriyi v-tabii parametresi ile parametrelendirebiliriz,
burada

v(p)=[w

a

dir. y = f(x) kartezyen denklemi ile verilen bir diizlemsel egrinin egriligi

2 12 .
A=1+f ve ds = A'"°dx olmak lizere

t

P SNt 2.3)

k = . =
(1 +f )2

1
p

seklinde tanimlanir. (2.3) iin her iki tarafinin s yay parametresine gore tiirevi

alinirsa,

nt ' "2
£ 3ff
A A

k:

elde edilir. Buradan bir egrinin inversive yay uzunlugu
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2

1/2
—3f'f"} dx  (2.4)

ds=J-1A-{

seklinde tantmlanir. Ornegin

- I

x? + L =1 (2.5)
a?.

elipsi i¢in inversive yay uzunlugunu hesaplayalim. (2.5) den f = a{ 1-x?

olmak tizere gerekli tiirevler almip (2.4) de yerine yazilirsa

. ) ) . ) ]1,'2
fro=s [ty e sy (|
1-x*
l+x2(512--1)dx

elde edilir. Buradan

jw=4\(3a(a2—1)1j ¥x dx

5@ -x3)4 1+ x2(@2 -1))

bulunur. Bu son integralde x = sin 6 doniigiimil uygulanirsa,

we 4 f3a(a schosB de o
2

8+a sin ° 8
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elde edilir. Boylece elips i¢in inversive yay uzunlugu (2.6) integralinden
hesaplanr. Benzer diisiinceyle
2
X2 - -Y-E =1
a
hiperbolil igin inversive yay uzunlugu

72
jw:4d3a(a2+1) 0'[ 5 cos 9 de
o

a“ +cos 29

integralinin sonucu ile hesaplanir. Daire ve parabol i¢inde integral elemanter

olarak hesaplanir.

Asagida farkli koniklerin inversive yay uzunlugu igin bir tablo verilmistir.
Burada e dig merkezlik ve 8 da asimptotlar arasindaki agidir.

Tablo 2.1

Tipi e [(Inversiveuz. Tipi (7 Inversiveuz.
Daire | 0.0 0.0 Parabol | 0.0 |6z =7.6953

Elipsler | 0.1 0.59 Hiperboller | 0.17 12.10

0.2 1.19 02z 10.71

0.3 1.80 0.37 9.60

0.4 2.45 0.4z 8.63

0.5 3.15 0.57 7.70

0.6 3.92 0.67 6.77

0.7 4.81 0.7x 5.79

0.8 5.91 0.8z 4.68

0.9 7.48 0.97 3.30
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