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OZET
Bu caligmada Normal dontisim, Stereografik izdiisiim, Mercator izdiisiimii ve
Lambert izdiisimu altinda baz: ¢zelliklerin korunduklari gosterildi.

SOME PROPERTIES PRESERVED UNDER THE MANIFOLD
MAPS

SUMMARY
In this paper we will show that some properties are preserved under the Normal

map, Stereographic projection, Mercators's projection and Lambert projection.

GIRIS

Bir topolojik n-manifold M ve M nin bir atlasi §olsun. Eger
Satlasi C* -~ smifindan diferensiyellenebilir ise, M ye k mertebeden
diferensiyellenebilir n-manifold ad: verilir veya kisaca C* —manifold da
denir [1]. E"nin bir hiperylizeyi M ve M nin birim normal vektér alani
N ={a,,a,,..,a,) olsun. Ype M igin

Sy ey = Ty Xp = Sp(Xp)=Dy N

seklinde tamimli S, doniistimiine A nin sekil operatdrii ad1 verilir. £7 de

bir hiperylizey M olsun. M lizerinde bir &  efrisi verilmis olsun. a
nin her noktasindaki tegeti bir asli dogrultu ise, « egrisine M nin bir edrilik
¢izgisi denir [2].

2. MANIFOLD DONUSUMLERI

Tanmm 2.1. E" de Mve M, iki hiperylizey olsun. Bir f:M —» M,
déntstimimiin eki £, : y(M) - y(M,)olmak iizere bir a: 1 — M egrisi
egrilik ¢izgisi ve teget vektor alami 7 iken S(T): AT ifadesinden baska
S, ( 1. (T)): ., (T) bagintis1 saglamyor ise, « egrilik ¢izgisi f tarafindan
korunuyordur denir. Burada Sve S, swrasiile M ve M hiperylizeylerine ait
sekil operatorleridir {2].

NORMAL DONUSUM
Tamm 2.2. £”"de bir hiperylizey M ve M nin birim normal vektor alani
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N=Zqé%@eC%Mﬁ)

olmak iizere

M, = {(pl +ra,(p),p, tra, (p).... p, tra, (p)),p € M}
seklinde tammh M, hiperylizeyine M nin bir parelel hiperyiizeyi denir.
fiM > M,,p— [(p)=(p, +ra(p),ps +1,(P)rn b, +72,(P))
doniistimiine de M nin M, iizerine normal déntigiimi denir [2].

Bundan sonra X = Zb,. 6—?—- € y(M) vektor alam yardimiyla

— n 6
X = — M
Zéﬁeﬂr)
vektor alanmm b, {p) = &, (f( p)) esitligi ile tamimlayacagz.

Yardimci Teorem 2.1. M nin bir parale! hiperytizeyt M, ve f:M > M,
bir normal déniisiim olsun. Bu taktirde agagidaki dzellikler dogrudur.
1) peM veVX,eT,(p)igin

£lx,)=X +r8(60)
2)VX € y(M) igin
s,(£.(x)=s(x)
3) VX e Z(M) i¢in S(X)sz ise
S0 = £ %)
dir 2].

Teorem 2.1. M nin bir paralel hiperyiizeyi M,ve f:M — M, bir normal

doniisim olsun.Bu taktirde f altinda egrilik ¢izgisi olma, Umbilik nokta ve
ficiincii temel form olma dzellikleri korunur.

Ispat o :1-> M cgriside M de bir egrilik ¢izgisi olsun. Teget vektor
alani 7 igin S(T) = AT olur. Yardimc: Teorem 2.1 den

S.(£.D)=——£.T)

=4 i¢in

1+rk
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elde edilir. O halde normal doniigiim egrilik ¢izgisi olma ozelligini korur.
M nin bir umbilik noktasi p olsun. Bu taktirde VX, € T}, (p) ve A€ R igin

S(x,)=ax,
dir. Diger taraftan Yardimci Teorem 2.1 geregince
£.(X,)=Xe 41800+ )
= (l + rl)? P
yazilabilir. Buna gore V7,(X, )e Ty, (7(p)) igin
5. (1.(x,)=s(¥")
=AX ‘ 7P

A
=——f.(X:)
veya
A
T e
olur. Boylece umbilik nokta olma o6zelligi korunur. M nin fgiincii temel
formu  [I/ve M min igincii temel formu 7,  olsun.

peMveVX,Y e x(M) igin

11 (XD LX) = (8, (.0 DS (4. ())
= <S (}H) S (?»I /(7
=(s(x).s(r))

= 11I(X,.Y,)

yazilabileceginden korunur.

STEREOGRAPHIK 1ZDUSUM

Tamm 2.3.E™' de bir hiperkiire S”ve bir n-hiperdiizlem H, verilsin.

8" ~H,=0 olsun.0 e E"in ¢ ye gore simetrigi b € S olmak tizere
o:8!/b—>H,

peSl/bge H, iin o(p)=gseklinde tanimlanan o fonksiyonuna

stereografik izdisiim denir [3].
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Stereografik izdistimiin analitik ifadesi, S nin orijinden gegmesi ve ¢

merkezinin X ,,, ekseninde olmasi halinde (sekil 2.1)

seklindedir. o nin tirev donlgiimii ise,
c:8!/b—>H,

(X, X500 X, ) = (X1, X250, X4,0)

o(X) = x1 = —
T Al
den
1 00 .. 0 -2
rmxm[
010 ..0 —2n
1 r_xnﬁl
O‘*P"__ pma
r~xn+l
000 0 1 —n
L F=Xpu |
seklindedir,

Teorem 2.2. Stereografik izdiiglim altinda egrilik ¢izgisi ve umbilik nokta

olma 8zellikleri korunur.
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Ispat. o :S”/b— H, stereografik izdisimiini gdzoniine  alalim.
Hiperkiire icin sekil operatorii S, =7, ve hiperdiizlem igin gekil operatdri
S, =0, dir.
a: I —>8'/b
egrisi hiperkiire iizerinde bir egrilik ¢izgisi ve teget vektdr
alani 7" 1se,
S, (MY=AT,NT e y(S)/b
dir.
S (o.(1) =00.(T)
yazilabileceginden, o, altinda teget vektor
alanfarimin resmi olan o, (7)) ler birer asli dogrultu olur.,
Bu yiizden hiperdiizlem {zerindeki her egri egrilik ¢izgisi olur. O halde
stereografik jzdiigiim altinda egrilik ¢izgisi olma 6zelligi korunur. p e S /b

bir umbilik nokta olsun. O zaman S, (X, )= AX,,VX, € TSC,,M(p),

yazilabilir. Diger taraftan
S:(0.(X)) = 0.0,(X,)] ) = O,

yazilabileceginden umbilik nokta olma &zelligi korunur.

MERCATOR iZzDUSUMU

Tanim 2.4. Mercator izdiisimii E° de kiirenin diizlem {izerine konform
tasviridir [4]. Mercator izditslimii

Sekil 2.2

£:8% > B (0.0 [0,0)= (AIntan 3p) = (X, X;)
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seklinde tanimlanir. Mercator izdiigiimiiniin tiirev déniigiimil
g
f(O.p)= (ﬂ»-lntan?/’»w) = (X, X,)

den

A
— 0
S =1sin@
0 A

seklindedir. Parelel daireler igin & =sabit, 7, = (0,4)) ve meridyenler igin

@ =sabit, T, = (ML,OJ

sin¢
oldugundan
Vi A
)=——=-—T,
/(o) sin’@ sing °
fA(T,)=(0,4*)= AT,
yazilir.

Teorem 2.3.Mercator izdiisiimil altinda egrilik ¢izgisi ve umbilik nokta
olma dzellikleri korunur.

Ispat S* kiiresinin sekil operatoriiS, =7, ve dizlemin sekil operatorii
S, = O, dir, Kiire lizerinde butiin egriler birer egrilik ¢izgisi olduklarindan
meridyenler ve parelel daireleri de birer egrilik ¢izgisidir. Bunlarin teget
vektdr alanlan olan 7,,7, asli dogrultulanmn £, altinda diizlem tzerindeki

resimleri olan dogrular igin

s, =(£.T))=0-2 1,
sin &

S, (@)= 0.41,
yazilabileceginden her dogrultu bir asli dogrultu ve her egri bir efrilik
cizgisidir. Dolayisiyla f altinda egrilik ¢izgisi olma ozelligi korunur.
Benzer sekilde umbilik nokta olma 6zelliginin korundugu ispatlanabilir.

LAMBERT iZDUSUMU
Tanmm 2.5. E’de kiireden silindir iizerine olan bir izdiigtimdiir. Kiirenin

noktalarinmn silindir  iizerindeki izdiigiimiinde resim noktalar, kiirenin
oktalarindan silindirin eksenine cikilan diklerin silindiri deldigi oktalardir.



Manifold doniigiimleri altinda korunan Ozellikler 74

(sekil 2.3.)[4]. Silindir denklemi x*+y® =1(z=¢ keyfi ) ve kiirenin

denklemix® + y* +z7 =1 dir. Lambert izdistiminin deklemi;
0X0 ~ OX Q ticgenlerinin benzerliginden
OX 0
90 5 -1
ox 00
olur. Buradan
2 2
L)E."_ = __x_t_'li_ — X' = _L
X 1 1-2°
ve
2 2 x? 2 by
¥ +y =1= +y =1=y'=
R T
bulunur buradan
f:8*=>C :

filx,v,z) :(JlLE’\/I—y_?Z)
—z -z

seklinde elde edilir. Tiirev doniistimii ise,

1 xz ]
1_22 (1ﬂ22)3f2
1 zy
= 0
f 1_22 (1___22)3/2
0 0 1

seklindedir.

Sekil 2.3
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Teorem 2.4. Lambert izdiigiimii meridyen ve paralel dairelerinden ibaret
olan egrilik ¢izgilerinin bu 6zelligini korur.
Ispat. X :7— 8% bir egrilik ¢izgisi ve teget T vektér alam igin
S, (TY=AT, ( A=sabit ) yazlabilir. Silindirin sekil operatoru §, olmak
tizere
S /(D))= u.fAT)
olacak sekilde dogrular bulabilirsek, o zaman egrilik ¢izgisi olma 6zelliginin
korundugunu gosterebiliriz. f.(X)=e, igin X e £(S?)olacak bigimde
dogrular var midir buna bakalim. x=(x,,x,,x;) i¢in f,(x)=(0,0,1)
esitliginden x,,x,,x; hesaplanirsa x noktasi olarak
zx zy

*= [_ 1-z] ’_1_7’1]
bulunur. Resimleri e, olan egrilik gizgileri S, (X) = AX,§, = I oldugundan

X=X

zx zy zx zy
- :—_'——_:-1 :/1 ~ 9——51
[ -z 1-z2? ] ( -z 1-z? J

A =1 bulunur. Silindiri¢in e, dogrultusunda S, (7, (x)) = O.f.(x) dir. Ciinkii
sekil operatorii S, = O, dir.

Sonug 2.1. 7, altinda teget vektor alannin resmi silindir iizerinde e;olan
egrilik cizgileri silindir iizerinde de egrilik ¢izgileridir. £, altinda teget
vektér  alanlarimin  resimleri e, e dik olan egnlik g¢izgileri:

( f (X ),e3> = 0,x, =0 bulunur. Bu dogrultuda S, = 7, oldufundan
S (£.(0)= £.00)

So(X) = (x1,%,,0)
dir.

Sonug 2.2. Teget vektor alanlarimin £, altinda resimlierinin dogrultulan
e, ¢ dik olan egrilik ¢izgileri f altinda C ? izerinde de egrilik cizgileridir.
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