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Oz: Bu makale ¢alismasinda, sayisal metotlar kullanilarak hesaplanan ve ¢izge analiz yontemlerinden olan spek-
tral ¢cizge boliimleme algoritmasinin uygulamasi gerceklestirilmistir. Uygulamada, 1963 yilindan giinlimiize kadar
39 sezondur devam eden BBC yapimi Doctor Who televizyon dizisi verileri kullanilmistir. Bu televizyon dizisinden
elde edilen Doctor Who basit ¢izgesinde, diigiimler karakterlerin dizideki isimlerini gostermektedir. ¢, j diiglimleri
arasindaki w agirhigi ise karakterlerin ayni boliimde w kez beraber oynadig1 yonsiiz bir ayrit1 temsil edecek sekilde
olusturulmustur. Bu veri setinde ayni bolimde beraber oynayan film oyunculari, birlikte oynama yogunluguna
gore iki gruba ayrilmak istense nasil bir ayrisma olurdu sorusundan yola ¢ikilmistir. Bu verilerdeki agirlikln ilisk-
iler, ¢izge ile modellenerek, cizgenin Laplace matrisi hesaplanmistir. Bu Laplace matrisine ait olan 6zdeger ve
6zvektorler, QR algoritmasi yardimi ile elde edilmis ve ikinci en kiigiik 6zdegere karsilik gelen 6zvektor (Fiedler
vektorii) satirindaki negatif ve pozitif degerler farkli gruplar olusturacak sekilde ¢izge iki pargaya bolimlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Cizge boliimleme, Cizge teorisi, Cizge gorsellestirme.
Spectral Graph Partitioning Using QR Algorithm

Abstract: In this study, spectral graph segmentation algorithm, which is one of the graph analysis methods cal-
culated using numerical methods, has been implemented. In practice, data from the BBC’s Doctor Who television
series, which continued for 39 seasons from 1963 to the present, were used. In the Doctor Who simple diagram
from this television series, the nodes represent the characters’ names in the series. The weight w between nodes
1, 7 is created to represent an undirected edge where the characters play together w times in the same section. In
this data set, the question of what kind of separation would be if the movie actors who played together in the same
episode were to be divided into two groups according to the intensity of playing together was started. The weighted
relations in these data were modeled with the graph, and the Laplace matrix of the graph was calculated. Eigenval-
ues and eigenvectors belonging to this calculated Laplace matrix were obtained with the help of QR algorithm and
the graph was divided into two parts so that the negative and positive values in the eigenvector line corresponding
to the second smallest eigenvalue (Fiedler vector) form different groups.

Keywords: Graph partitioning, Graph theory, Graph visualization.
1. Giris

Cizge teorisi, ¢izge analizi, ¢izge ile derin 6grenme ve bunlara ait olan uygulamalara olan ilgi
21. yiizyilda biiyiik bir hizla artmaya devam etmektedir. Bu artigin birincil sebebi giinliik hayatta
karsilastigimiz iligkisel bir¢ok probleme Cizge Teorisi ile ¢oziim bulunabilmesidir. Karsilagtigimiz
bir¢ok problem, bir diigiimler kiimesi ve bu diigtimleri birlestiren dogrularin olusturdugu ayritlar kiimesi
olarak ifade edilebilir [1]. Cizge analiz yontemlerinden birisi olan ¢izge boliimleme, veri analizi ve par-
alel hesaplama gibi bir¢ok alanda kullanilan bir yontemdir. Cizge bolimlemede, ¢izgelerin niimerik
olarak ifade edilip, hesaplama yapilmasi islem kolaylig1 saglamaktadir. Bir¢ok ¢izge boliimleme yontemi
vardir ve bunlardan yalnizca spektral ¢izge boliimleme yontemi niimerik olarak ¢aligmaktadir. Gelisen
bilgisayar teknolojisi ile birlikte, cizgelerden elde edilen biiyiik matrislerin hesaplanmasinda kolayliklar
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saglanmistir. Bu matrislerin analiz edilmesinde kullanilan en iyi yontemlerden birisi, o matrise ait olan
Ozdeger ve 6zvektorler iizerinde yapilan yorumlardir. Fiedler Laplace matrisine ait olan, ikinci en kiiciik
dzdegere karsilik gelen dzvektdrii ¢izgenin cebirsel bagliligi olarak isimlendirmistir [2]. Ozdegerler bir
matristeki en onemli niimerik ifadelerden birisidir ve 6zdeger hesaplamak matematiksel olarak karmagik-
tir. Ozdeger ve dzvektdr hesaplamada biiyiik kolaylik saglayan QR algoritmast 20.yiizyilin en iyi 10
algoritmasi arasinda yer bulmustur. QR algoritmasi 1950’1erin sonunda John G.F. Francis ve Vera N.
Kublanovskaya tarafindan birbirinden bagimsiz olarak gelistirilmistir [3]. QR algoritmasi biiyiik matris-
lerin 6zdeger ve 6zvektor hesaplama islemini kolaylastirmistir. Makale ¢aligmasinin 2.bolimiinde ¢izge
boéliimleme konusu ele alinmis, 6zellikle matematiksel denklemleri irdelenmistir. 3.boliimde gelistirilen
uygulamanin materyal ve metot kisimlar1 sunulmustur. 4. boliimde 1963 yilindan giiniimiize kadar 39
sezondur devam eden BBC yapimi Doctor Who televizyon dizisi verileri kullanilarak diigiimler karakter-
lerin dizideki isimleri, ¢, j diiglimleri arasindaki w agirligi ise karakterlerin ayn1 béliimde w kez beraber
oynadig1 yonsiiz bir ayriti temsil edecek sekilde olusturulmustur. Bu veri setinde ayn1 boliimde beraber
oynayan film oyunculari, birlikte oynama yogunluguna gore iki gruba ayrilmak istense nasil bir ayrisma
olurdu sorusundan yola ¢ikilarak ¢izge boliimleme uygulamasi adim adim gerceklestirilmis ve elde edilen
ciktilar gorsel olarak sunulmustur. Son bdliimde ise caligsmaya ait sonug verilmistir.

2. Cizge Boliimleme

Cizge boliimleme islemi, ¢izge analiz metodlarindan birisidir. Bazen bir ¢izgenin daha kiigiik bir
cizge olarak ifade edilmesi islem kolaylig1 saglar. Cizge kiimeleme ile her kiimenin kendi igerisinde
analiz edilmesi kolaylasir. Bir ¢izgedeki zayif baglantilar1 bulma, sosyal, patolojik ve biyolojik aglardaki
kliklerin kiimelenmesi gibi problemler son donemlerde 6nem kazanmistir [4].

Bagli ve yonsiiz G = (V, F) ¢izgesini ele alalim. Cizgenin diigiimlerini biri birinden ayrik, birden
fazla alt kiimeye ayirma islemine ¢izge boliimleme denir. Bu alt kiimeler A ve B olarak ele alalim (A N
B =10),(A, B C G). E(A, B) gizgenin ayraci olsun. Bélimlemenin kesme boyutu |E(A, B)| olur ve
buna ¢izgenin ayracinin boyutu olarak adlandirilir.

Cizge boliimleme zor bir problemdir ve pratik ¢dziimler bulussal yontemlere dayanir. ki genis
yontem kategorisi bulunmaktadir, bunlardan birisi yerel ve digeri kiireseldir. Iyi bilinen yerel yontem-
ler, yerel arama stratejilerinin ilk etkili 2 yonlii kesimleri olan Kernighan-Lin algoritmasi ve Fiduccia-
Mattheyses algoritmalaridir. Bunlarin en biiyiik dezavantaji, nihai ¢6ziim kalitesini etkileyebilecek olan
diigiim kiimesinin keyfi ilk boliimlenmesidir. Global yaklagimlar, tiim ¢izgenin 6zelliklerine dayanir ve
rastgele bir baslangi¢ boliimiine dayanmaz. En yaygin 6rnek, bir boliimiin bitisiklik matrisinin yaklagik
ozvektorlerinden tiiretildigi spektral boliimleme veya cizge Laplacian matrisinin 6z vektorlerini kulla-
narak ¢izge diigiimlerini gruplayan spektral boliimlemedir.

2.1 Spektral Cizge Boliimleme

Spektral ¢izge boliimleme yontemi, niimerik metotlar ile yapilmaktadir. Bu niimerik metadlardan
biriside reel-simetrik olan matrislerin 6zdegerleri ve 6zvektorlerinin hesaplanmasi olarak tanimlanabilir
[5]. Bir cizgenin Laplace matrisi reel ve simetrik olan bir matristir. Béliimleme yapilabilmesi i¢in ilk
olarak bu matrise ait olan 6zdeger ve 6zvektorlerin hesaplanmasi gerekir. Bu hesaplama sonucunda ikinci
en kiiciik 6zdegere karsilik gelen 6zvektdr cizgenin iki parcaya boliinmesinde kullanilir. Bu yontem
ilk olarak Fiedler tarafindan kullanmistir. Fiedler Laplace matrisine ait olan, ikinci en kiiglik 6zdegere
karsilik gelen 6zvektorii ¢izgenin cebirsel baglilig olarak isimlendirmistir. Fiedler’ in bu ¢aligmasi ile,
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burada elde edilen 6zdege matrisin Fiedler degeri ve 6zvektdr ise Fiedler vektorii olarak adlandirilmistir
[2]. Bu vektor ¢izgenin en kii¢ilik ayiract yani en zayif ayrilma noktasini verir.

Cizge boliimleme isleminde, ¢izge kesme boyutunun minimum olmast beklenir. Kesme orant
¢(A, B) Denklem 1 deki gibi hesaplanmaktadir.

|E(A, B)|

¢(A,B) = min(|AJ,|1B]) 6]

Bir ¢izgenin beklenen en iyi kesme oranina o ¢izgenin izoperimetrik sayist denir ve Denklem 2 deki gibi
hesaplanmaktadir:
[E(A, B)| )

_— 2
min(JAl,|B) @

o(G)=min n (
\A\SE

2.2 Laplace Matrisi ve Fiedler Vektorleri

Bir ¢izgenin bitisiklik matrisi |V'| = n i¢in, Denklem 3 ile verilen nzn boyutunda bir kare matristir.
Burada i diigiimii j diiglimiine bitisik ise 1, diger durumlarda 0 ile isaretlenir [6].

1 i=3j
B, . =

J { 0 diger (3)
Bir ¢izgenin derece matrisi nxn boyutunda Denklem 4 ile verilen bir kare matristir. Burada i indeksi j
indeksine esit ise diiglimiin derecesi ile, diger durumlarda 0 ile isaretlenir ve kosegen bir matris elde edilir

[6].

_J deg(vy) i=]
Dij = { 0 diger “)
Bir cizgenin bitisiklik matrisinden derece matrisinin ¢ikarilmasi ile elde edilen matris Laplace matrisi
olarak adlandirilir, bu matris Denklem 5 teki gibi hesaplanmaktadir. Bu denkleme gore i indeksi j indek-
sine esit ise diigtimiin derecesi, 1 indeksi j indeksine esit degil fakat v; diigimii v; diglimiine bitisik ise
-1 ve diger durumlarda 0 ile isaretlenir [7].

deg(v;) i=j
L; ;= =1 i#j vwbitisik (5)
0 diger

3. Materyal ve Metot

G ¢izgesine ait olan Laplace matrisinin Fiedler vektoriiuw = (uq, ..., u,,) olsun, spektral ¢izge bolim-
lemede s bdlimleme degeri olmak iizere iki parcaya boliinen ¢izgede, bir par¢a ig¢in u; > s ve diger
parca icin s < wu,; olur. Bu tip bir ¢izge kesmesine Fiedler kesmesi denir [1]. Bu Spektral bolimleme
yontemlerinden birisidir.

3.1 Matrislerin Ozdeger ve Ozvektoriiniin Hesaplanmasi

Bir denklem sisteminde ¢éziimiin olabilmesi i¢in, bu denklem sistemine ait katsayilar matrisi bu-
lunduktan sonra elde edilen vektorlerin bagimsiz olmasi gerekir. Uy, ..., U,, vektorleri lineer bagimsiz
ise;

U +..+¢,U,=0

n-n

209



QR Algoritmast Kullanarak Spektral Cizge Boliimleme

esitligindeki ¢, c,, ..., ¢, katsayilar1 i¢in, ¢; = ¢, = ... = ¢,, = 0 esitligi saglanir. Eger en az bir tane
¢; # 0 (i = 1,2,...,n) bulunabiliyor ise bu vektorler lineer bagimsiz degildir denir. X bir vektor ve A
katsayilar matrisi olsun;

AX =X

esitligindeki A, A matrisinin 6zdegeri ve X ise A ya karsilik gelen 6zdeger vektoriidiir. Buradan;
(a—AHX =0

esitligi elde edilir. Bu esitligin determinant1 hesaplandiginda ise A matrisinin karakteristik polinomu elde
edilmis olur. Bu polinoma ait olan kokler A matrisinin 6zdegerleridir[8]. Bir ¢ok 6zdeger hesaplama yon-
temi vardir. Bu yontemlerden bazilari Kuvvet yontemi, Jacobi yontemi, Householder olarak siralanabilir.
Kuvvet yontemi ile en kiiciik 6zdegere karsilik gelen 6zvektor hesaplanabilir. Jacobi yontemi ile biitiin
Ozdegerleri ve bunlara karsilik gelen biitiin 6zvektdrleri hesaplayabiliriz. House holder yonteminde ise,
reel simetrik olan bir matris tree-diagonal bir matrise doniismektedir. Jacobi yonteminde biitlin 6zdegerler
ve 6zvektorler bulunabildiginden, bu ¢calismada, bu yonteme yer verilmistir. Jacobi yontemi simetrik ma-
trisler igin 6zdeger ve 6zvektor hesaplamada kullanilmaktadir. Bir ¢izgenin Laplace matrisi de simetrik
bir matristir ve Jacobi yonteminin kullanilmasi i¢in uygundur.

3.2 QR Algoritmasi

Bir matristeki en 6nemli niimerik ifadelerden biriside 6zdegerlerdir ve 6zdeger hesaplamak gergek-
ten karmasik bir siirectir. QR algoritmasi1 20.ylizyilin en iyi 10 algoritmasi arasinda kendisine yer bul-
mustur. QR algoritmasinin 1950°lerin sonunda John G.F. Francis ve Vera N. Kublanovskaya tarafindan
birbirinden bagimsiz olarak gelistirildigi bilinmektedir [3]. QR algoritmasi, A matrisini, A=QR, Q {ist
kdsegen ve R ortogonal matrisleri olmak iizere iki matrise ayrilarak ilerleyen bir takim iglemler dizisinden
olusur. 1960’larin ortalarindan giiniimiize kadar QR algoritmas biiylik matrislerin 6zdeger problemlerini
kolaylastirmis ve kolaylastirmaya devam etmektedir.

3.2.1 Gram-Schmidt yontemi ile QR doniisiimii

Gram-Schmidt iterasyonu ile Q matrisini asagidaki adimlar1 takip ederek elde edebiliriz.
A = [aq]as], ..., |a,,] matrisinin siitun vektorleri {a,, ao, ..., a,, } olmak iizere;
Uy
Uy =aq € =
[ uy |l
U

R

Uy = Qg — (a2T€1)€1 €g

Ug

we+ 1= apy — (@ e)er—, o (@ e )er €

a€; g€y ... a,€;
0 agey ... ape
A= aglagl, s lay] = [erlea] s le ]|, 272 7 T
0 0 .. ape,
Q matrisi elde edildikten sonra A = QR = QTA = QTQR = R = QT A seklinde R matriside
elde edilebilir[9].
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3.2.2 QR Algoritmasi ile Ozdegerler ve Ozvektorlerin Hesaplanmasi

A matrisine ait olan 6zdeger ve 6zvektorlerin QR ayrisimu ile hesaplayabilmek i¢cin 6nce A matrisi Q
ortogonal ve R iist kdsegen matrislere ayirmamiz gerekir.

A=QR

Daha sonra elde ettigimiz Q ortogonal ve R {ist kosegen matrisler;
A, =RQ,S=Q

seklinde ¢arpildiginda A; ve S matrisleri elde edilir. Elde edilen bu A; matrisi yeniden QR ayrisim1
ile ), ortogonal ve R, iist kosegen matrislere ayrilir. Daha sonra elde edilen (), ortogonal ve R, iist
kdsegen matrisler;

Az = R2Q2751 = QQl

seklinde ¢arpildiginda A, ve S; matrisi elde edilir.
A=QR
A, = RQ S=Q
Al = Q1R1 Sl = QQl

An = Qan Sn = QQIQQQn
Bu islemler dizisi A,, matrisi kosegen matris oluncaya kadar devam ettirilir. Bu islemler dizisi sonu-
cunda, A, 6zvektorler ve S, 6zdegerler olarak elde edilmis olur [10].

4. Cizge Boliimleme Uygulamasi

Doctor Who, 1963 yilindan giiniimiize kadar uzanan 39 sezonluk, BBC yapimi televizyon dizisidir.
Doctor Who basit ¢izgesinde, diigiimler karakterlerin dizideki isimlerini ve i,j diiglimleri arasindaki w
agirligi ise karakterlerin ayni boliimde w kez beraber goriindiigii yonsiiz bir ayrit1 temsil etmektedir[11].
Bu veri setinde w > 5 olacak sekilde filtreleme yapilmig ve en ¢ok beraber oynayan oyuncular iki gruba
ayrilmak istenseydi bu gruplagma nasil olurdu sorusundan yola ¢ikarak ¢izge boliimleme algoritmasi
uygulanmistir.  Veri setimiz 90 adet diigiim ve 252 adet ayrit icermekte olup, diiglimler kiimesi su
sekildedir;

Adric, Fifth Doctor, Fourth Doctor, K9 Mark II, Nyssa, Romana II, Tegan Jovanka, The Master,
Alistair Gordon Lethbridge-Stewart, Sarah Jane Smith, Second Doctor, Amy Pond, Dorium Maldovar,
Eleventh Doctor, River Song, Rory Williams, Silent, Weeping Angel, Winston Churchill, Ashildr, Clara
Oswald, Twelfth Doctor, Barbara Wright, First Doctor, Ian Chesterton, Susan Foreman, Vicki Pallister,
Ben Jackson, Jamie McCrimmon, Polly Wright, Bill Potts, Nardole, Black Guardian, Vislor Turlough,
Bonnie (The Zygon Invasion), Kate Stewart, Petronella Osgood, Danny Pink, Frank Armitage, Great
Intelligence, Paternoster Gang, Clive Jones, Francine Jones, Martha Jones, Tenth Doctor, Tish Jones,
Cybermen, Davros, Dodo Chaplet, Steven Taylor, Donna Noble, Jack Harkness, Jackie Tyler, Luke Smith,
Mickey Smith, Rose Tyler, Sylvia Noble, Wilfred Mott, Kamelion, Peri Brown, Harry Sullivan, John
Benton, K9 Mark I, Leela, Romana I, Third Doctor, Leo Jones, Grace O’Brien, Graham O’Brien, Ryan
Sinclair, Thirteenth Doctor, Yasmin Khan, Hakim Khan, Najia Khan, Sonya Khan, Harriet Jones, Ninth
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Doctor, Jake Simmonds, Pete Tyler (Pete’s World), Victoria Waterfield, Zoe Heriot, Jo Grant, Mike Yates,
The Brigadier, Liz Shaw, Monk (species), Ohila, Ood Sigma, Sixth Doctor, The Rani

Sekil 1 ile verilen iliski ¢izgesi, oyuncular1 gosteren diigimlerin diger oyuncular ile w agirhig1 kez
birlikte oynadigin1 gosterecek sekilde olusturulmus ve agirligi fazla olan ayritlar daha kalin olarak belir-
tilmistir [12].

ragmg Knan

Great

Sekil 1: Temizlenmis verilerin agirhikli iliski ¢izgesi

Sekil 1 ile verilen iliski ¢izgesinin Laplacian matrisi Denklem 5 teki gibi hesaplandiginda, Sekil 2
deki 90x90 boyutundaki matris elde adilir.
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Sekil 1 ile verilen ¢izgenin laplaci

Sekil 2

ktorler QR algoritmasi ile hesaplanacak olursa, Sekil 3

Ser ve 0zve

Sekil 2 ile verilen matrise ait 6zde
ile verilen 6zdegerler ve Sekil 4 ile verilen 6zvektdrler 90x90 boyutunda iki matris olarak elde edilir.
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0,0,0,0.197364934664298,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0......
0,0,0,0,0.360962384010473,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0......
0,0,0,0,0,0.472988011456577,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0......
0,0,0,0,0,0,0.526413783787199,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0......
0,0,0,0,0,0,0,0.623790109923851,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0......
0,0,0,0,0,0,0,0,0.881153318852568,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0......
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.912857398661835,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0......
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.9191596172492389,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0......
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.976069015072062,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0......
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1.02461892475867,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.,......
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1.16549561594641,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.,......
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1.20954995793342,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.,......
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1.26405654743996,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.,......
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1.43844718719117,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.,......
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1.44284030209538,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.,......
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1.55491183978911,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.,......
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1.81728136222716,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.,......
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1.87186352253414,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.,......
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1.90890710764956,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0.,......

Sekil 3: Sekil 2 ile verilen laplacian matrisinin 6zdegerleri (90x90)

Sekil 3 ile verilen 90x90 boyutundaki matriste, en kiiglik ikinci 6zdeger 0.17087276502467 olarak
V3 5 te elde edilmistir. Bu en kiigiik ikinci degere karsilik gelen satir Sekil 4 ile verilmistir.

0.105409255338946,-0.0428402265081588,0.0300538077983874,0.0268151833712878,-0.0410943448737225,-0.00541444036853556,0.16549547410812,-0.0296757877198026,0.05064......
0.105409255338946,-0.0479374539760777,0.0628638047902307,-0.00117611831415813,-0.043910351509539,-0.00371816623064253,0.141177952632492,-0.0296226084448466,0.119.....
0.105409255338945,-0.0461998653274508,0.0160601837647648,0.0377394861374344,-0.0123214102432165,-0.00762259633209871,0.161908641876559,-0.019527865054144,-0.0459.....
0.105409255338945,-0.0484019626292395,0.0243069694396594,0.0375374580067793,-0.0306316671057143,-0.00936351779220655,0.238272680715117,-0.0377343673475629,-0.019.....
0.105409255338945,-0.0411490945529788,0.0334956325832461,0.0221738014796902,-0.0463481226322503,-0.00395610562814376,0.141921543224588,-0.0279574195928035,0.0896.....
0.105409255338945,-0.0478524792993746,0.0248914082520664,0.036427192672433,-0.0318477545425731,-0.00886444330078255,0.228686913353632,-0.0365868438156883,-0.0070
0.105409255338945,-0.0410521570821422,0.0386031633460242,0.0183434488006274,-0.0532489876667603,-0.00342084972127928,0.144017114543351,-0.0311279230369156,0.1287.
0.105409255338945,-0.0218137380459258,0.00502011517469017,0.0313686379021221,-0.0545186077210372,0.00160556180846871,0.0153643736861902,-0.00666202386284422,0.04.
0.105409255338945,-0.048846180682613,-0.0488414761479923,-0.0158201909626194,0.0430048093829651,-0.0263072156825108,0.078389681980358,0.083100089080619,-0.023441......
0.105409255338944,-0.0519792515579201,0.00352075734202918,0.0762103789114523,0.070107921859534,0.000189696603171106,-0.00345631274019246,0.00184771042997611,-0.0.....
0.105409255338948,-0.0421170500860078,-0.157759691473477,-0.158288086981031,0.0557047980137867,-0.059045749685975,0.0354513077035522,0.215143408163743,0.00526004.....
0.105409255338954,0.300571139621842,0.0495355739951144,-0.0135788908058515,0.0723973044675614,-0.0884935140738118,0.0119659306562051,-0.0114753842536463,-0.00417......
0.105409255338954,0.300571139621842,0.0495355739951144,-0.0135788908058516,0.0723973044675614,-0.0884935140738118,0.0119659306562052,-0.0114753842536463,-0.00417......
0.105409255338953,0.262159174459814,0.0410712934994853,-0.0108988939091406,0.0462646008510187,-0.0466371428252348,0.00566689982293637,-0.00431715304864581,-0.000.....
0.105409255338954,0.300571139621842,0.0495355739951144,-0.0135788908058515,0.0723973044675614,-0.0884935140738117,0.0119659306562051,-0.0114753842536463,-0.00417.....
0.105409255338954,0.300571139621842,0.0495355739951144,-0.0135788908058516,0.0723973044675615,-0.0884935140738118,0.0119659306562051,-0.0114753842536463,-0.00417......

Sekil 4: Sekil 2 ile verilen laplacian matrisinin 6zvektorleri (90x90)

Sekil 4’de kirmiz1 ile isaretlenen satirdaki degerlerin tamami, su sekilde listelenebilir.
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1.054093e-01
1.619086e-01
3.495194¢e-04
3.856585e-03
1.318390e-16
8.236011e-03
4.219579¢-03
5.342231e-18
1.498665¢e-17
-8.252136e-18
-7.758347e-16
2.256952¢-18
5.618327e-17
1.051754e-03
8.883252e-03

-4.619987e-02
-1.952787e-02
-2.036769¢-02
1.777260e-02
-2.112485e-02
-1.043003e-03
1.092434e-02
-5.566974e-03
-2.541955¢e-18
-2.899542e-03
-8.283647e-17
7.882018e-02
-6.862183e-17
4.057707e-03
9.129640e-01
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1.606018e-02
-4.597660e-02
-4.926652e-02
5.414384e-02
1.786368¢-02
-3.221791e-02
-3.773767e-04
5.473404e-02
3.784398e-17
4.574246¢-02
-1.078719e-01
-1.931047e-02
3.989211e-17
-5.701786¢e-03
-1.476338e-01

3.773949¢-02
-1.714107e-02
3.873384¢e-02
5.086024e-04
2.820680e-02
-6.731917e-18
-9.364315e-18
4.736564e-04
1.291367e-19
5.163993e-04
-1.099622e-04
-1.141856e-03
-8.778140e-17
3.529843e-03
-1.828812e-01

-1.232141e-02
-1.521206e-02
-2.697107e-16
9.974660e-18
-3.857684¢-03
-4.747378e-17
7.134620e-17
-2.409180e-03
-9.707111e-18
3.650649¢-02
7.535367e-02
-7.937662e-02
2.176594e-03
-4.189202e-02
5.242424e-02

-7.622596e-03
4.506028e-03
-9.727252e-05
-6.722053e-17
3.970917e-02
2.135484e-17
-6.372918e-16
2.539855e-03
-1.445207e-17
-2.460517e-18
-2.451067e-02
-6.657660e-16
-9.492689e-02
3.930740e-03
6.252110e-02

Ikinci en kiigiik 6zdegere karsilik gelen 6zvektorleri, diigiim listemiz ile sirali olarak eslestirip poz-
itifleri bir grupta ve negatifleri diger grupta toplayacak olursak, asagida listelendigi gibi, pozitifler ve
negatifler gruplar elde edilir.

Pozitifler grubu;

Adric,Fourth Doctor,K9 Mark II,Tegan Jovanka,Amy Pond,Dorium Maldovar,Rory
Williams,Winston Churchill,Ashildr,Clara Oswald, Twelfth Doctor,Barbara Wright,Ian Chesterton, Vicki
Pallister,Ben Jackson,Polly Wright,Bill Potts,Kate Stewart,Petronella Osgood,Danny Pink,Paternoster
Gang,Francine Jones, Tenth Doctor,Tish Jones,Davros,Dodo Chaplet,Donna Noble,Jack Harkness,Sylvia
Noble,Wilfred Mott,Kamelion,Romana I,Leo Jones,Grace O’Brien,Hakim Khan,Sonya Khan,Ninth Doc-
tor,Pete Tyler (Pete’s World),Victoria Waterfield,Jo Grant,The Brigadier,Liz Shaw,Monk (species),Sixth
Doctor,The Rani

Negatifler grubu;

Fifth Doctor,Nyssa,Romana II,The Master,Alistair Gordon Lethbridge-Stewart,Sarah Jane
Smith,Second Doctor,Eleventh Doctor,River Song,Silent,Weeping Angel,First Doctor,Susan Fore-
man,Jamie McCrimmon,Nardole,Black Guardian, Vislor Turlough,Bonnie (The Zygon Invasion),Frank
Armitage,Great Intelligence,Clive Jones,Martha Jones,Cybermen,Steven Taylor,Jackie Tyler,Luke
Smith,Mickey Smith,Rose Tyler,Peri Brown,Harry Sullivan,John Benton, K9 Mark I,Leela, Third
Doctor,Graham O’Brien,Ryan Sinclair, Thirteenth Doctor,Yasmin Khan,Najia Khan,Harriet Jones,Jake
Simmonds,Zoe Heriot,Mike Yates,Ohila,0Ood Sigma

Bu ayrigsma islemine gore, yeni olusan ¢izgemiz, pozitifler grubu yesil renk ve negatifler grubu kirmizi
renk ile isaretlenerek, Sekil 5’de verilmistir.
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Sekil 5: Pozitif ve negatif olarak ayrisan gruplarin gorsellestirilmesi

Veri setimizde, diiglimler karakterlerin dizideki isimlerini ve i,j diigiimleri arasindaki w agirlig: ise
karakterlerin ayni boliimde w kez beraber goriindiigli yonsiiz bir ayrit1 temsil etmektedir. Bu veri setinde
w > b olacak sekilde filtreleme yapilmis ve en ¢ok beraber oynayan oyuncular iki gruba ayrilmak is-
tenseydi bu gruplagma nasil olurdu sorusundan yola ¢ikarak ¢izge boliimleme algoritmasi uygulanmistir.
Sekil 5 ile verilen iki gruba ayrilmis ¢izgemiz incelendiginde agirliklar1 fazla olan yani gii¢lii baglan-
til1 ayritlar arasindaki baglantilarin kopmadigini ve zayif baglantili ayritlardan boliinmenin gerceklestigi
goriliir.
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5. Sonuc¢

Sayisal metotlar kullanilarak hesaplanan spektral ¢izge boliimleme algoritmasi ¢izge analizinde
biiyiik kolaylik saglamaktadir. Biiyiik verilerden elde edilen biiyiik matrisler ile yapilacak iglemler zor ve
karmasik goziikse de, glinlimiizde bilgisayarlar yardimi ile bu hesaplamalar rutin islemlere doniigmiistiir.
Uygulamamizda, 1963 yilindan giiniimiize kadar 39 sezondur devam eden BBC yapimi Doctor Who
televizyon dizisinden alinmis olan veriler kullanilmistir. Bu televizyon dizisinden elde edilen Doctor
Who basit ¢izgesinde, diigimler karakterlerin dizideki isimlerini gostermektedir. %, j diigiimleri arasin-
daki w agirligi ise karakterlerin ayni boliimde w kez beraber oynadig1 yonsiiz bir ayriti temsil edecek
sekilde olusturulmustur. w > 5 olacak sekilde veri setinde filtreleme yapilmis, bunun sonucunda 90
adet diigiim ve 252 adet ayrit iceren bir veri seti elde edilmistir. Bu veri setinde ayni1 boliimde beraber
oynayan film oyunculari, birlikte oynama yogunluguna gore iki gruba ayrilmak istense nasil bir ayrigma
olurdu sorusundan yola ¢ikilmistir. Bu verilerdeki agirlikli iligkiler, ¢izge ile modellenmis ve bu ¢izgenin
Laplace matrisi elde edilmistir. QR algoritmasi ile bu Laplace matrisinin 6zdeger ve 6zvektorleri elde
edilerek ikinci en kiigiik 6zdegere karsilik gelen 6zvektor (Fiedler vektorii) ¢izgenin iki parcaya bdliin-
mesinde kullanilmistir. Cizge bolmeleme algoritmalari, ¢izge analiz yontemlerinden birisidir ve tiim
iliskiler veriler lizerinde analiz amagli kullanilir.[5]
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