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Polinomal Diferansiyel Quadrature (PDQ) Metodu ile Dikdortgen Plaklarin

Statik, Dinamik ve Burkulma Hesabi

Omer CIVALEK *, Kasim Armagan KORKMAZ ™, Fatih B. ALTUNSOY "

Ozet

Calismada Homojen ve izotrop dikddrtgen plaklarin iki ve ii¢ boyutlu egilme, burkulma ve serbest titresim
analizi diferansiyel quadrature metoduyla yapilmistir. Diferansiyel quadrature metodundaki agirlik katsayilari;
kuvvet, Chebyshev ve Lagrange polinomlar1 ile hesaplanmistir. Plak diferansiyel denklemleri yani ydnetici
denklemler (esas denklemler ve sinir kosullar1) diferansiyel quadrature metodu vasitasiyla ¢oziim bolgesindeki
diigiim noktalarinda bilinmeyen fonksiyon degerleri olarak tanimlanmis bir lineer denklem takimina veya
standart 6zdeger problemine indirgenmistir. Elde edilen sonuglar literatiirde mevcut degerler ile karsilastirmali
olarak sunulmustur. Sonuglar miithendislik analizi kapsaminda yeter hassasiyette bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Stabilite, Burkulma, Plak, Polinomal Diferansiyel Quadrature

Static, Dynamic and Buckling Analysis of Rectangular Plates by the
Method of Polynomial based Differential Quadrature (PDQ)

Abstract

In the study, two and three-dimensional bending, buckling, and free vibration analysis of homogenous and
isotropic rectangular plates are made by the method of differential quadrature. The weighting coefficients for
differential quadrature are obtained using the power, Chebyshev and Lagrange polynomials. The governing
differential equations (constitutive equations and boundary conditions) are reduced to a linear algebraic
equations or a standard eigenvalue equation in terms of the unknown function values at the grid points in the
field domain via differential quadrature method. The obtained results are then compared with the other results in
the related literature. It is found that the obtained results are suitable in point of view the engineering analysis
concept.
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1. GIRIS

Yaygin olarak bilinmektedir ki, miihendislikte ve diger uygulamali bilimlerde karsilagilan
gercek fiziksel sistemleri tanimlayacak matematik modeller biiyiik bir ¢ogunlukla adi veya
kismi tlirevli bir diferansiyel denklem olmaktadir. Analizi yapan miihendis; uygun sinir
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ve/veya baslangic kosullar1 altinda elde edilen bu tiirevsel denklemlerin ¢oziimii ile ilgilenir.
Kapali matematik ¢6ziim yani analitik ¢6ziim ¢ogu uygulamali bilim dalinda ve miihendislik
problemlerinde ulasilmak istenen ideal ¢6ziimdiir. Ancak analitik ¢6ziim, problemlerin ¢esitli
karakteristikleri nedeniyle ¢ogu kez imkansiz olur. Bazen mevcut malzeme bilesenlerinin
dogrusal olmayan bilinye denklemleri, bazen problemin baslangicinda problemi gergeklesmesi
gereken baglangic degerlerinin karmagikliglr veya 6zdes denklemlere goétiirmesi yada temas
yani dokunma (sivi-yapi, zemin-yap1 etkilesim problemlerinde oldugu gibi) problemlerinde
oldugu gibi sinir kosularinin lineer olmamasi gibi nedenlerle kapali matematik ¢6ziim
imkansiz olup, tek ¢6ziim sayisal yaklasim kurmaktir. Mevcut bu sayisal ¢oziimlerin biri
birlerine ve problem tiplerine gore bazi iistiinliikleri veya bazi olumsuzluklar olabilir. Yeter
dogrulukta ¢oztiimler elde etmek i¢in giiniimiize kadar pek cok sayisal analiz yOntemi
onerilmistir. Ozellikle 1960 yillarindan sonra bilgisayar teknolojisinde ortaya ¢ikan gelismeler
sayisal yaklagim yontemlerinin gelismesine katki saglamistir. Bunlar arasinda; sonlu farklar,
sonlu elemanlar, sinir elemanlar, Galerkin vb. yontemler genel olarak bilinen ve kullanilan
metotlardir.

Daha hassas sonuglarin daha az sayida diigim noktasi kullanilarak elde edilebilmesi ve
boylelikle daha az bilgisayar ihtiyaci, sonuglarin daha kisa siirede elde edilebilmesi yani daha
ekonomik ¢ozlimler elde edilebilme imkaninin arastirilmasi ¢alismalar1 yeni yontemlerin
gelistirilmesine yol agmistir. Bu metotlar i¢inde, Richard Bellman tarafindan gelistirilen [1,2]
ve ilk defa “Differential Quadrature” terimi ile tanitilan bu metot herhangi bir sistemin
diferansiyel formda elde edilmis yonetici denklemlerini mevcut sinir/baslangi¢ kosullarini da
denklemlere dahil ederek ¢Oziimiinii 6nerir. Metodun literatiirdeki yapt mekanigi ve yapi
mithendisligi alanindaki ilk uygulamasi Bert ve ekibi tarafindan kiris ve plaklarin titresim
hesabidir [4]. Bununla birlikte Shu ve Richards tarafindan agirlik katsayilarinin hesaplanmasi
icin Genellestirilmis Diferansiyel Quadratur Metodu (GDQM) adiyla genel bir formiilasyonun
onerilmesinden sonra 1992 yilindan itibaren diferansiyel quadratur metodu ve genellestirilmis
diferansiyel quadratur metodu ile ilgili ¢aligmalar biiyiik bir hiz kazanmistir [31,24,26,36,37].
Bu tarihten sonra yap1 mekanigi ve akigskanlar mekanigi gibi uygulamali mekanik alaninda
diferansiyel quadratur metodu ve genellestirilmis diferansiyel quadratur metodu kullanilarak
yapilmis pek ¢ok ¢alisma mevcuttur [6,8,12,13,22]. Diizlem Plaklarin diferansiyel quadrature
metoduyla ¢6ziimii yani iki boyutlu ¢oziimii literatiirde mevcuttur [9,17]. Ancak {i¢ boyutlu
analiz i¢cin sonlu elemanlar [11] ve diger sayisal yaklagim yontemleri yaygin olarak kullanilsa
da diferansiyel quadrature yontemleriyle kisitli sayida calisma vardir [16,39]. Plaklarin klasik
teorileri ile ilgili temel bilgiler Timoshenko ve Krieger [35] ayrica Ugural [14] tarafindan
yazilmis kitaplara bagvurulabilir. Bu ¢alismalarda agirlik katsayilarinin hesabinda geleneksel
diferansiyel quadrature yonteminin Onerdigi matrisler kullanilmistir ve gerilme analizi
yapilmistir. Bu ¢alismada bunlardan farkli olarak plaklarin deplasman degerleri hesaplanmis
ve cesitli tipteki polinomlar agirlik matrislerinin hesabinda kullanilmigtir. Hem iki ve hem ii¢
boyutlu analiz yapilarak sonuglar degerlendirilmistir.

2. DIFERANSIYEL QUADRATUR (DQ) METODU

Diferansiyel quadrature metodu; bir fonksiyonun verilen bir ayrik noktadaki bir uzay
degiskenine gore kismi tiirevi, o degisken bolgesinin biitiin ayrik noktalarindaki fonksiyon
degerlerinin agirlikli bir lineer toplami ile ifade edilir, seklinde tanimlanan diisiinceye
dayanir. Yeter yaklasikta sonuglar elde etmek i¢in daha az sayida grid kullanan diferansiyel
quadrature metodu; fizik ve miihendislikte karsilagilan baslangi¢ deger ve sinir deger
problemleri i¢in farkli bir yaklasim ortaya koymustur. Diferansiyel quadrature metodunun
uygulanmasi sirasinda ortaya ¢ikan en dnemli kavram agirlik katsayilarinin hesabidir. Bu
amagla test fonksiyonu olarak cesitli tipte polinomlar ve fonksiyonlar nerilmistir. Spektral
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yontemlere benzer olarak cesitli tipteki orthogonal polinomlarin (Chebyshev, Lagrange,
Legendre vb.) kullanildigi Genellestirilmis Diferansiyel Quadrature (GDQ), kuvvet
fonksiyonlarmin kullanildig1 orijinal Diferansiyel Quadrature (DQ) veya son zamanlarda
yapilan bazi c¢alismalarda gordiiglimiiz harmonik fonksiyonlarin kullanilmasini 6neren
Harmonik Diferansiyel Quadrature (HDQ) metotlar1 literatiirde bilinen ve kullanilan

yontemlerdir. Kuvvet polinomlarinin kullanilmasi ile tek boyutlu (Cizelge 1) bir z//(x)
fonksiyonun birinci tiirevini x; (i=1,2,...,N) noktalarinda N ayrik nokta i¢in goz 6niine alirsak
i .nci ayrik nokta icin birinci tiirev

0 N :
l//x(x[)Za—Z = > Ay wix) i=12.... N (1)
LA

olacaktir. Burada x; degisken bolgesindeki ayrik noktalari, ¥(x;) bu noktalardaki fonksiyon
degerlerini, ve A4;; birinci dereceden tiirev i¢in bu degerleri fonksiyon degerlerine baglayan
agirlik katsayilarint  ifade eder. Agirlik katsayilarinin hesabi, karsilik gelen koordinat
yonlerinde fonksiyonel yaklagimlar ile gerceklestirilir.

2.1. Kuvvet Polinomlari ile Agirhik matrisinin hesaplanmasi

Kuvvet polinomlar1 kullaniminda (1) denklemi tam olarak alindiginda, test fonksiyonu olarak
(N-1) veya daha kiiciik dereceden secilen polinom fonksiyonu igin;

P(x) =x1, k=1.2,..N )

verilen denklem (1)’de yerine yazilirsa asagida belirtildigi formda bir lineer denklem takimi
verir

N
(k—l)xf_ZZ Z A,_-jx];_l (3)

Jj=

i=12,.. N ve k=12,.... ,N 1¢in

Y1 Y2 Y3 YN
s —

Sekil 1. Tek boyutlu sistem i¢in tanimlanan grid(diigiim) noktalar1

Denklem (3) asagidaki formda da verilebilir.

{ov(x)/ax} =[4,1{¥ (0} 4)
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Benzer islemler iki ve daha fazla derecen tiirev ifadeleri i¢in de yazilabilir. Boylece, her bir
dereceden tiirev icin agirlik ifadeleri birinci dereceden tiirev ifadesinden farkli olmaktadir.
Ikinci dereceden tiirev igin metot

2 N
_ov =% B, wix); i=12....,N (5)
0x? j=1 '

olarak verilir. Burada B;; ikinci dereceden tiirev igin agirlik katsayisidir. Denklem (5) birinci
dereceden agirlik katsayilari cinsinden

Wxx(xi)

X=xl-

N N
X = 4= b AU ) Ajk T(xk) ;i=12,..,N (6)

Loj=1 k=1

_o¥

ijx(xi) - axz

olarak yazilir. Denklem (2) ile verilen polinom fonksiyon uygulanirsa ikinci dereceden tiirev
ifadesi

N
k=1, -2)xf 3= % Bk~ (7)

Jj=1

olmaktadir. Bu denklem yukarida verilen (3) denklemine benzer yaklasimla ¢oziiliir. Eger
spesifik yani 0zel olarak hesap yapilmak istenen bir nokta var ise bu noktaya gore
diizenlenmis esit olmayan aralikli grid nokta se¢imi de benzer olarak yapilir.

Bununla birlikte N grid sayis1 22 den biiyiik olunca elde edilen yukaridaki denklemde x in
kuvvetlerinden olugsan matris bir Vandermonde matrisi olup sistemin ¢oziimii tek olur ve
matrisin tersini almak bir hayli giiclesir. Denklem agirlik katsayilari i¢in analitik olarak
Hamming’in 6nerdigi metotla [27] yada Vandermonde denklemleri i¢in Bjorck ve Pareyra’nin
onerdigi gibi bilinen baz1 6zel algoritmalar ile sayisal olarak ¢oziilebilir [10]. Iste bu tekilligi
gidermek ve agirlik katsayilarinin hesabinda daha kullanigh bir formiilasyon elde edebilmek
i¢cin bazi aragtirmacilar [33,31] agirlik katsayilari i¢in analitik ifadeler elde etmislerdir.

Ikinci, tigiincli ve dérdiincii dereceden agirlik katsayilari By, Cj, Dy, asagidaki formda
hesaplanir
N N N
B,_'jz ZAikAkj N C[j: ZA,-kBkj; Dl‘jz ZAikaj (88., 8b,8C)
k=1 k=1 k=1

2.2. Lagrange polinomlar ile agirhk katsayr matrislerinin hesabi
Agirlik katsayilarinin hesaplanmasinda yukarida anlatilan kuvvet polinomlart ve Legendre
polinomlariin kullanilmasi bilinen ilk yontemdir ve N< 20 oldugu durumda kuvvet

polinomlar1 uygun olup diger durumlarda Legendre polinomlar1 kullanilir. Benzer olarak
Lagrange polinomlar1 kullanilarak bu agirlik katsayilarini elde edelim. Bagimli u degiskeni

u()_C)ZCO-f-cl)?-i-czxz-l— ....... +cn+2xn+2 (9)
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olsun. Burada x degiskeninin x ile ifade edilmesinin nedeni [-1,1] araliginda lokal
koordinatlarda islem yapilmasidir. Global koordinatlardan lokal koordinatlara doniigiim

ile gerceklestirilir. Burada x; ve x; global koordinat sisteminin u¢ noktalaridir. Boylece (9)
denklemi

u(x) =[b}c} (10)

olarak yazilir. Burada

o 1 % X3 .. Xxb xpt! xg+? co
u'y 0 1 2%9 - . nxp~l (n+Dx} (n+2)xpH| o
up 1 % xf X7 Xyt 2 )
wp1| |1 X,y X Xpop o xXpt Xntt Cn
Un 1 %, x> .. xI o+l xnt2 Cn+l
Wyl |01 2%, . . oaxt7l (+Dx; (n+2)xi | lens2
yada
fuf=ole} (11)

olarak yazilir. Bu denklemde
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T
{u}z{u(x) U(E) o, U(®)......u(x) u'(x)} (12)

Ve

(N ={[o][6 e [T [T} (13)

Denklem (11) den hareket ederek

le}=[No] (14)

yazabiliriz. Bu denklemdeki ¢ degerleri (9) polinomundaki sabitlerdir. Denklem (11) ve (14)
den

)= (Dol b IVEE vl )

dx
(ool e

yazilabilir. Boylece 1°den n’ e kadar belirli ayrik noktalar i¢in

yazilir. Bu denklemde

[4]= [N'o][No]i1

ile taniml1 olup Ny matrisinin tiirevi
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01 2%, . .  mep! (n+1)x! (n+2)xp™!
0 2 . . am-Dxr-2 (n+Dnxi-1 (n+2)(n+1)xn
01 2% . . nxp! (n+1)x7 (n+2)x]*!
[ '0]2
01 2%, . . xn-1 (n+1)x" (n+2)x*!
00 2 . . oap-1x277 (a+axi=l (n+2)(n+ Dyl

olarak hesaplanir. Bu matriste

2i—n .
x;= , i=12,...n

formiiliiyle verilir. Boylece Lagrange polinomlari kullanilarak elde edilen agirlik katsay1
matrisi birinci dereceden tiirev i¢in

seklinde hesaplanir.
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2.3. Chebyshev Polinomlari ile agirhik matrisinin hesabi

Yukaridaki islemlere benzer olarak bagimli degisken u
u)=coTo(X)+cT1(X) + oo teni1Tni 1) ey 2Ty 2(X) (15)

seklinde ifade edilir. Bu denklemdeki 7}, ‘ler birinci tiir Chebyshev polinomlari olup;
T (X)=cos(ncos™ 'x) (16)
ile tanimlidir. Boylece bunlarin 6rnegin ilk dordii
T,X) =1, 7,(x)=%x, T,(X)=-1+2%2 ve T;(X)=-3x+4x%>

olarak tanimlidir. Buradan agirlik katsayis1 matrisi Lagrange polinomlarinda hesaplandigi
gibi, 6rnegin birinci dereceden tiirev icin agirlik katsay1 matrisi;

[4]= [N'o][No]_1

verilebilir. Bu denklemdeki [No] matrisi 7, %) lerden olusan

[ To(Xo) Ti(%o) - « Tpit(%o) Tuis(Xo)]

T'o(xog) T'h(Xo) - - T'uii(Xo) T'yia(Xo)

al=] L |

TO()_Cn) Tl()_cn) e Tn+l()_cn) Tn+2()_cn)

_T’O()_Cn) T'l()?n) ot T’n+l(fn) T'n+2(fn)_
ve
d
[ o]—E[No]

2.4. Diigiim (Grid) Noktalar1 Sayis1 Ve Secimi

Diferansiyel quadrature metodunda c¢oziimiin hassasiyeti bazi problem tiirlerinde sinir
kosullarina bagli olsa da (sinir deger problemlerinde) genelde bu hassasiyet diigim (grid)
noktalarinin se¢imine ve sayisina baglidir. Daha 6nce yapilan ¢aligsmalarda gdsterilmistir ki;
lineer tiirden denklemler ve homojen sinir kosullarina sahip problemlerde esit aralikli secilen
diigiim noktalar1 ¢6ziim hassasiyeti agisindan yeterlidir.

Bazi durumlarda ise 6rnek noktalarin sayisi verilen bagintilarin performansinda yani
agirlik katsayilarinin hesabinda etkili degildir. Hesap performansini gelistirmek acisindan
onemlidir. Bundan baska, bazi durumlarda bu noktalar ¢6ziimiin dogrulugunu
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etkileyebilmektedir. Ornegin esit aralikli noktalar ile islem kismen daha kolay ve uygulamasi
daha basittir, ancak esit olmayan nokta aralig1 i¢in az da olsa sonuglarin hassaslig1 baz tiir
problemlerde azalip bazilarinda artar. Grid noktalarinin se¢imi ile ilgili ayrintili bilgi Striz ve
arkadaglar1 [34], Bert ve Malik [5], Jang ve dig.[28] ve Du ve dig. [25] nin caligmalarinda
bulunabilir. Diiglim noktalarinin se¢iminde sik¢a kullanilan ve onerilen metotlar bu kisimda
sirastyla takdim edilecektir.

a) Her dogrultuda yani her bir koordinat yoniinde (tek boyutlu problemler i¢in bir yonde) esit
aralikl secilen grid dagilimu.

i-1 j-1 k-1
= Dy = ; = 17a,17b,17c¢
X; Nx—l yj N -1 Zk ( )

y

i=12.,N,;, j=12..,N,; k=12..N;

olarak verilir.

b) Sinira yakin noktalar i¢in yani bitisik noktalar i¢in bilinen ¢ok kiigiik degerler atanarak
islem yapilabilir. Ornegin esit ve esit olmayan aralikli Sbitisik (adjacent) noktali drnekleme
modeli asagida tanimlanmstir.

i) esit aralikl bitisik-5 nokta dagilimi

X1 =0 , X2 =9 , Xi-1 =1-6 ve xi=1 (183)
y1=0, V2=0, yii=1-8 ve yi=1 (18b)
Z1 :0, 22:6 , Zk.1:1-8 Ve Zk:1 (18C)

olmak iizere diger noktalar i¢in yani sinira yakin olmayan noktalar i¢in

1 - k-1
o=y = L. (18d, 18e, 18f)

seklinde olur. Burada & degeri ¢ok kiiciik bir deger olup sinirin hemen bitisik
komsulugundadir. Pek ¢ok uygulamada genel olarak & ~ 10 alinir. Bu teknik kiris ve plak
problemlerinde ankastre mesnet ve basit mesnet gibi ¢ift sinir kosulu olan uygulamalarda iyi
sonug verir. Yani her bir mesnette iki sinir kosulu olup toplam dort denklem elde edilir. Bu
sinir kosullariin esas yonetici denklem ile dikkate alinmasi sirasinda teknik uygundur. Ornek
olarak plagin iki boyutu i¢in bu tarz gdsterim Cizelge 2’de verilmistir.
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Y 5
| /
Ax/
—» L— _’I |<*_ ®
Ny U P Y Y U U NS NS N .
i \ ;
Ny-1 : i
IS I
i ; b
i i ® i
j-l (Xn,yj) :
2 i
_________________________________________________________ 1
j=1 - T X x
i=1 2 3 i-1 i i+1 Nx-1 Nx 5
le N|
N a "

Sekil 2. Iki boyutlu bdlge igin & bitisik noktali quadrature diigiim noktalar

3. HOMOJEN iZOTROP DIKDORTGEN PLAKLARIN UC BOYUTLU HESABI

En genel anlamda, miihendislik problemleri, siireksiz ve siirekli ortam problemleri olmak
tizere iki sinifa ayrilir. Serbestlik derecesi sonsuz biiyiik olan siirekli ortam problemlerinin
¢Oziimii bir diferansiyel veya integral denklem veya denklem sisteminin ¢oziimini
gerektirdigi halde, serbestlik derecesi sonlu olan siireksiz ortam problemlerinin ¢6ziimii lineer
denklem takiminin ¢oziimiiyle elde edilebilmektedir. Sonsuz serbestlik dereceli sistemlerinin
¢cOziimiinde ¢esitli matematik giigliikler ortaya ¢ikmakta buna karsin siireksiz ortam
problemlerinin ¢oziimiinde gerekli olan hesaplayici kapasitesi ve hesap siiresi artmaktadir.
Bunlardan bagka miihendislik problemleri evrensel bir yaklasimla; kararli durum
problemlerini iceren denge problemleri, kararli durum problemlerindeki bazi parametrelerin
kritik degerlerinin bulunmasimi gerektiren 06zdeger problemleri ve baslangic deger
formundaki problemleri igeren propagasyon problemleri olarak ii¢ temel gruba da ayirmak
miimkiindiir [3]. Bu tarz bir siniflandirmada da elde edilen denklem; kapali yada agik sinir
ve/veya baslangi¢c degerine sahip kismi veya adi tlirevli bir diferansiyel denklem yada lineer
bir denklem takimi olarak elde edilir.

Yapilan modellemenin ger¢cek modeli yansitip yansitmamasi, gergek fiziksel olay ile
uyumluluk derecesiyle dl¢iiliir. Bu modellerin biiyiik bir ¢cogunlugu, smir deger formundaki
diferansiyel denklemlerdir. Bu matematik denklemlerin fiziksel modele en yakin sunus bi¢imi
ise varyasyonel problemlerdir. Girig verileri iizerine konulan siireklilik ve tiirevlenebilirlik
kosular1 acgisindan, varyasyonel problem kendi 6zdesi olan smir deger problemiyle
karsilastirildiginda, uygulama alani daha genis olan problemler sinifina hitap eder. Matematik
modelleme isleminin, modelin varyasyonel problem olarak ifade edilmesinden sonraki
asamasl, hesaplayiciya tanitimi uygun olan ayrik modelin olusturulmasidir. Giinlimiizde,
diferansiyel denklemlerle ilgili matematik modellerin ayrik benzesiklerinin olusturulmasi ve
elde edilen ayrik problemin bilgisayarda ¢dziimlenmesi agisindan en kapsamli ve bilinen
yontem Sonlu elemanlar yontemidir. Bu yontemin klasik sonlu farklar yonteminden baslica
ayirt edici Ozelligi, sonlu elemanlar yontemi sinir deger problemini degil varyasyonel
problemi temel alir.
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Lineer bir diferansiyel denklem takimini saglayan fonksiyonlarin bir bolgedeki degerleri
tayin edilirken, baz1 matematik giicliiklerle karsilagilir. Bunun i¢in bu hallerde, 6nce bu
fonksiyonlarin verilen bolgenin sonlu uzunluktaki bazi noktalarina ait degerleri aranir. Daha
sonra, bu degerler kullanilarak diger bilinmeyen noktalardaki degerler elde edilir. Bu sekilde
stirekli bir ortam yerine, cebirsel bir denklem takiminin ¢6ziimiinii gerektiren ayrik bir ortam
alinmis olur. Hizli ve yiiksek kapasiteli hesaplayicilarin gelismesi, ve kullaniminin
yayginlagsmasi nedeniyle siirekli ortam yerine siireksiz ortam modeli lizerinden islem yapmaya
elverisli yontemler artmistir. Bu yontemler i¢inde sonlu farklar, sonlu elemanlar ve sinir
elemanlar giinlimiizde yaygin olarak kullanilabilmektedir. Karakteristik biiyiikliiklerin ortam
icinde degismesini ifade edebilmesi ve karmasik sinir sartlarinin ¢6ziime katilabilmesine
olanak vermesi bakimindan sonlu elemanlar daha yaygindir.

Plaklarin {i¢ boyutlu analizi onlarin siirekli ortam kabuliine gore ¢oziimiinii gerektirir.
Siirekli ortamlar mekanigi ise; kiitle dagilimi siirekli kabul edilebilen maddesel cisimlerin
mekanik davranislarini belirlemekle ugrasan bir bilim dalidir [7]. Evrensel bir yaklagimla;
stirekli bir ortamin fiziksel davranigini ifade eden matematik denklemler yani yonetici
denklemler; alan (divergence= field) denklemleri, gradient denklemleri, esas yada kurucu
(constitutive) denklemler ve bunlara ilaveten sinir ve/veya baslangi¢ kosullarini tanimlayan
denklemlerdir. Alan denklemleri denge yasalarinin bir integral denklem araciligiyla genel bir
formda ifadesi ile verilebilecegi gibi ayirt edilebilir veya kesin olarak tanimlanmis sartlar
altinda lokal (diferansiyel) formda da verilebilir. Esas denklemler; lokal olmayan esas
davranisi icermeyen ve belirli kurallar ile degismez (invariant) sartlar altinda tanimlanmis bir
tirev formunda da verilebilir. Bunlarin disinda kalan esas denklemlerin hemen hepsi
diferansiyel formda tanimlanirlar. Bununla birlikte esas denklemlerin; varyasyonel prensibin
Euler-Lagrange denklemi olacak sekilde varyasyonel formda bir integral ve/veya tiirev
denklem olarak da verilmesi literatiirde bilinen bir tarzdir. Biitiin bu integral, tiirev veya
varyasyonel formlar pek tabii olarak esdeger olup her biri bir digerinden elde edilebilecek
sekilde uyumludur [23]. Ancak, bazi durumlarda probleme ait sadece fonksiyonel mevcut
olabilir. Bir fiziksel olaya ait fonksiyonel belli ise bu olaya ait diferansiyel denklem ve sinir
kosullarini hesaplamak miimkiindiir [29].

3.1. U¢ boyutlu Dogrusal Statik Analiz

Cizelge 3’de geometrisi ve koordinat yonleri verilmis dikdortgen plagi géz ontine alalim.

j a ]
C
X

Sekil 3. Plak i¢in li¢ boyutlu temel koordinat sistemi ve ilgili dogrultudaki boyutlar
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3.2. Temel Denge Denklemleri
3.2.1. Statik Hesap

Kiitle kuvvetlerinin ithmal edildigi elastik izotrop ve homojen bir dikdortgen plak i¢in ii¢
boyutlu denge denklemleri

2 2 2 2, 2, A2y
O 1m0y T 8 O8], O O (19)
0 x2 0x2 0 y2 0 72 6x6y 0x0z

2 2 2 2 2, A2w

v +(1- 2)8v+av+av 071 L 07V (20)
8y2 0 x2 8y2 0 72 8x8y 0yoz

2 2 2 2 2 2

aw+(1_2v)aw+6 w+aw+au+av=0 (21)
022 0z2 0x? o9y?| Ox0z Oyoz

seklinde tanimlidir. Bu denklemdeki u, v,w degiskenleri, sirastyla x, y ve z dogrultusundaki
deplasmanlar1 ve v ise Poisson oranini belirtir. Bu denklemleri boyutsuz formda elde etmek
icin; X=x/a, Y=y /b, Z=z /c; U=u/a , V=v/b, W=w/c olarak tanimladigimiz degiskenleri
denklemlere dahil edelim. Boylece denklem (19), (20) ve (21);

2 2 2 2 2
aU +(1 2)6U1+8Ui+aU£+ oV l+ i l:0 (22)
aX aXZQ ay2 b2 azz (32_ 0X0Y |a 0X0Z |a
2 [ A2 2 2 ] 2 2
M7+(1—21))8V2+6 Vl+a V£+ o°U l+ i lzo (23)
2 A2 2 2 2 2
ol 7+(1 2v) 0 W£+a W£+a W1 + oY + o =0 (24)
72 )c |0x242 0y2pr 0z%c 0XoZ oYoZ | ¢

olarak elde edilir. Benzer olarak gerilme-deplasman bagintilar1 boyutsuz formda direkt olarak
yazilirsa;

2G ou oV a ow
- 1) &40 1 4,9 25
TxTC {( ) Yoy cvaz} 23)
2G oV a ow
— +(1-p)—+2p— 26
7y 1—20{ + )aY CUOZ} (26)
2G ou oV a
_ W aq_ W 27
Oz 1—20{05)( varted o } @7

Volume 1 No 2 October 2009



Omer CIVALEK, Kasim Armagan KORKMAZ, Fatih B. ALTUNSOY

S FLUN L

boY aoX
TXZ:G a_W+ga_U
oX ¢ o7

[b&V a&W}
‘[Z—G +
J cd0Z b oY

46

(28)

(29)

(30)

bagintilar1 elde edilir. Elde edilen bu bagintilara DQ formiilleri tatbik edilirse sirasiyla (22),

(23) ve (24) ile verilen denge denklemleri

1 Nx 1 a Ny N
- Z:B;(lUljk—i_(l zBllUljk-l_ 2 B]mUzmk+ 2 ZBlZmUl]n
al:1 l*l b m=1 C n=1
1 Nx Ny 1 Vx N
+— ZA;CI 2 A;mV]mk+_ ZAfl ZAinW]jn
Ai=1 m=1 Cr=1 n=1
1 Ny 1 Ny b N:
Z 2 B;}'mVimk-i_(l ZB V1]k+b z Bj/'mVimk-’__2 ZBlZa’lVijn
m=1 l—l m=1 C n=1
le N Ny N,
+; ZA Z Aijlmk"‘b ) A;’m ZAknlen
=1 m=1 m=1 n=1
a N: A R a Ny
_2 Z lji’l (1_20 - ZBiIVVljk > Bijlmk+ szn ijn
¢ n= 4= b%m =1 c?n=1

1 Nx N 1 Ny N,
+— ZA,l ZAanlmk+ x> A;'m ZAinVljn
I=1 n=1 m=1 n=1

1)

(32)

(33)

olarak yazilir. Benzer olarak gerilme-deplasman bagimtilar1 i¢in tanimli denklemlerin DQ

analoglar1 yazilirsa;

2G Ny Ny N,

a
ax=(l_2u) A=0) ZAj5Up+0 Z AV i +—0 AL W

=1 m=1 ¢ n=1

2G Ny Ny a N,

ay=(— VX ARU e+ (1-0) X A;mVimk+;v Z Ai W iin

l=1 m=1 n=1

(34)

(35)
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2G Ny
0,=7 3|0 ZA,;UlijFD z AijzmkJr (1 v) ZAkn ijn (36)
(1-20) ,Z, S n=1

olarak denklemler elde edilir.
3.2.2. Serbest Titresim Hesab1

Statik analize benzer olarak kiitle kuvvetlerinin ithmal edildigi elastik izotrop ve homojen bir
dikdortgen plak i¢in hareket denklemleri

2, | A2 2 _ 2
21— Ot (1o gy) 021 Q7| oy | otw _ p(1-2v) 5%u (37)
0 x2 6y 072 ox0y 0Ox0z G 0¢2
2 2 2, ] A2 2 _ 2
2(1—1))M+(1—21)){a v, ov) otu otw _ p(1-2) o7 (38)
02 x2 0z%| Ox0y Oyoz G 942
2 2 20| A2 2 o) A2
21—y @Y 1oy O 07| 0% 07y p(1=20) 57w (39)
72 0 x2 0 y? Ox0z 0Oyoz G 042

seklinde tanimhidir. Bu hareket denklemlerini serbest titresim i¢in

u(xy.zt) =u ;j(xyz)e' ;!
VYL = v (xy2)el @ !

wEyzl) = w;(xyz)e @ ;!

seklinde tanimli fonksiyon kabulii asagidaki sekilde zamandan bagimsiz olarak ve X=x/a,
Y=y /b, Z=z /c; U=u/a , V=v/b, W=w/c i¢in boyutsuz formda yazip bazi diizenlemeler
yapilinca

2 252 2 2 209, _
2(1_0) +(12)a 8U+i6U+8V+aW:pUa(zu l)a)2
ox? p2 oy 2oz%| |oXxoy oxoz G
(40)
2 2 A2 2 A2 2 2 5 3
2(1- D)LV-F(I 2)baV BOV | oUW pV (2 l)wz
0y? a2ox? loz? oXoY oYoz G
(41)
2 2 2 2 _
2(1- v) +(1 2)caW 8W+6U+6V:ch(21) 1)a)2
2ox?: proy?| |oXoz ovoz G
(42)
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denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin DQ formunda ifadeleri sirasiyla;

Ny 2 N,
2(1_U)ZBflUljk+(l_20 z B/mUlmk+ szn ijn
=1 b m=1 C n=1
N Ny Ny N 2/9p —
Y x YN . pa-(2v-1)
+ X Ap X AV imk + 2 A ZAknlen ZTngwz (43)
I=1 m=1 I=1 n=1
Ny sz p2 N:
20-0) Y B, Vi + (120 ZB Vo0 +— ZB
gmV imk ljk kn ijn
m=1 Cl =1 C n=1
Ny Ny Ny N 2 _
x P pb(20-1)
H XAG X AjUpk+ 2 Ay Z AW imn :T l_jsz (44)
I=1 m=1 =1 n=1
N, 2 Na ) Ny
( )ZBknWyn+(l ZleVVljk z B/lemk
n=1 a’ =1 b2 n=1
N Ny N 2 _
X . z . z . pc (20 1)
| T AY TAUput Z A Z AiV in =TWW@2 (45)

I=1 m=1 I=1  n=1

ifadelerine ulasilir.

3.2.3. Burkulma Analizi

En genel durum i¢in yani her iki esas dogrultuda (x ve y dogrultularinda) P, ve P,
kuvvetlerinin etkimesi durumunda ilgili denklemler direkt olarak boyutsuz bir formda
yazilirsa

2 2 252 2 52 2 2
aU+(12)8U+a—8U+a—aU+aV+aW

0x2 Pyp?oy?

2
—zgx(l—v)(l—2 ){6 u PyaaU} 0 (46)

2 42 2 2 42 2 2
{6 V]+(1 2)[b 0 V+a V+b—a V}+[a U+a WJ

ay? 29x2 oay2 2az2| \0XoYy oYoZ
2 2 52 P
—P(lv)(l2baV yaVo (47)
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2 2 A2 2 42 2 2 2
calld +(1-20) <= 0 W+c76 W+a v + 0 U+a r
72 a20x2 p2oy? oz2 0Xo0Z 0YoZ

2 A2 2 22
_2?(1_0)(1_2,)){@ W+PycaW}0 (48)

denklemleri elde edilir. DQ metodunun bu denklemlere tatbik edilmesi ile

NX NX (12 Ny 2NZ
Y BU+(1-20) £ BiUu+ X BinUii+5 L BiuUsa
=1 I=1 b m=1 ¢ n=1

Ny Ny Ny Ny

+ZAZZA§mV1mk+ZAleAinW1jn
I=1 m=1 I=1 n=1

Py a? Ny
21)) Z leUljk I Z U imi =0 (49)
=1 Py b2y
Ny b2 Nx Ny p2 Nz
X BV it (1=20) = X BYV it Z BhV imet 5 L BinV i
m=1 a“i-1 m=1 2=l
Ny Ny Ny N,

+ X A;Cl x AﬁmUlmk_F 2 A;'m ) Aanimn

=1 m=1 m=1 n=1

b2N P Ny
)(1_20) ZBllVljk z B]mVlmk =0 (50)
a’i-1 Py
Ny 2 Nx 2 Ny Ny
ZBanVl]n_'_(l 2 2 Blllek+ 2 B]szmk+ Z:Bkn ijn
n=1 a | =1 b m=1 n=1
Ny Nz Ny Nz
+ 2 Aj ZAIchUljn+ )3 A;m ZA]chVimn
=1 n=1 m=1 n=1
2 Nx Py 2 Ny
U)(l_zv)_ZZBf[lek"‘ ZB]lemk =0 (51)
= xb?ioi

3.3. Simir kosullar:
1) Basit mesnet siir kosullar1 (B)

6,=0;v=0; w=0; x=0 vex=a igin
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gy=0; u=0;w=0; y=0 vey=> igin
11 ) Ankastre mesnet sinir kosullar1 (A)
u=0;v=0; w=0; x=0 vex=qa icinvey=0 vey=> icin

iii) Serbest kenar sinir kosulu (S)
ox=057,,=0;7,,=0; x=0 vex=a i¢in
0y,=0;17,,=0517,,=0; y=0 vey=>b igin
iv ) Serbest yanal yiizey sinir kosullar
0:=0517,,=0;7,,=0; z=0 vez=cigin
v ) Simetrik yiiklii yanal yiizey siir kosullar

gz——%; Tx,=0; Tyz=0; z=0 i¢in

q . . . -
O'ZZE, Tz =03 Tyz:O’ z=C 1¢in

Ilgili bagimntilar kullamlarak bu sinir kosullari boyutuz formda
a) Basit mesnet

(l_v)aU 8V a 8W

—+0—+—0—=0; V=0,ve W=0 X=0veX=1 i¢in

oX oY c¢ oZ
b) Ankastre mesnet

U=0;V=0; W=0:;X=0vel; Y=0 vel
¢ ) serbest kenar (S)

(l—v)a—U+va—V+ﬂva—W:0; X=0veX=1 igin
oX o0Y c¢ oZ

2

"V U . X=0veX=1 icin
g2 0X oY

a_W+£8—U:0; X=0 veX=1 i¢in
oX coZ

d) Serbest yanal ylizey sinir kosullari

50
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08_U+06_V+£(1_D)8_W_0
0 Y ¢ oz
adl oW _

c0Z o0X

bV oW _

c0Z boY

e) simetrik yiiklii yanal ylizey sinir kosullart (iist)

_, 26 U 26  ay .\ 2G W _ g
727 (1-w)ax  (1-20)0Y ¢ (1-20) 0z 2

_oW _adU _
XZ2Tox e oz

baV_I_aOW
2T oz b oy

seklindedir. Bu denklemlerin DQ formlar1 sirasiyla;

Basit mesnet i¢in(B);

N, N, a N:
=) S AR U0 5 AoV i+ S AW =0 (52a)
1=1 m=1 Cn=1
Vik= 0 (52b)
Wi =0 (52¢)

ankastre mesnet i¢in(A);

U =05 V=0 Wy =0 (53a,53b,53c)
serbest mesnet i¢in (S);
N, N
(=) S AYU 0 5 AV i+ 02 ZAkn jn="0 (54a)
=1 m=1 ¢ n=1
b2 N N
ZAZ,V,,k . AU i =0 (54b)

Cl I=1 m=1
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Ny Nz
ZAllWl]k+ ZAinUljn:O
I=1 n =1

serbest yanal ylizey sinir kosulu i¢in

N, N

UZAleljk+vz A]szmk+ (1 D) ZAkn yn:()
=1 m=1 n=1

N, a N:
ZA,]W]jk+ ZAinUz]n =0
=1 €=t

b
C

simetrik yiiklii yanal yiizey sinir kosullar1 (list; Z = 0)

1-
(1_2 )Z%lAllUle-i-D(l 2) Z_lAijzmk+ ( U)

ve simetrik yiiklii yanal ylizey sinir kosullari (alt; Z = 1)

26 Na 26 Yy 26 V: q

Z:Akn ijin =

n=1

R e IR U

26 s 26 26 e q

52

(54c¢)

(55a)

(55b)

(55¢)

(56a)

(56b)

(56¢)

(57a)

(57b)

(57¢)
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4. Plaklarn iki boyutlu hesabi (Ince plak teorisi)

Ince, dikdortgen bir plagin titresim, egilme ve burkulmasini yoneten diferansiyel denklemler
sirastyla;

4 4 4
6u+2 o*u +6 u=pcwzl (58)
0x* ox20y* oy* D
4 4 4

otu 5 0w o%u _q(x.y) (59)

ox*  ox20y® oyt D

4
au+2
ox* ox20y* oyt

4 4 2
o'u +6u:P8u

. (60)
8 x2

olarak verilirler. Burada; u plagin orta diizleminin deplasmani , p plak malzemesinin kiitle

......

E& /12(1-V) ile verilir , v Poisson orani, £ malzeme elastisite modiiliidiir. Denklemler
boyutsuz formda

4 4 4
0*U U 40U _

+242 02U (61)
ox* 0X20y? oy*
4 4 4 4
QU L OV 440U _4ga (62)
ox* o0Xx2%0y? oy D
4 4 4 2 A2
OV gp2 OU a0V _p a0l (63)
6X4 8X28Yz ay4 DaXz

seklinde yazilir. Burada U titresimin boyutsuz mod fonksiyonu, (2 boyutsuz frekans olup,
Q=w?a*pc/D ile verilir, X = x /a ve Y=y /b boyutsuz koordinatlar, a ve b plagin x ve y

dogrultusundaki boyutlari, £ = a / b plak kenarlarinin oran1 ve Py plak kenarlarina etkiyen
eksenel basing yiikiidiir. Yukarida boyutsuz formda verilmis olan (61), (62) ve (63)
denklemlerine DQ metodu uygulanarak

Ny Ny N)’ N)’
YXDpUy+2k* 2 XByB Utk X DU,;=0%U, (64)
k=1 k=1m=1 k=1

N N

Ny Ny y Y qa4
YDpUy+2k> X LBuBwUpmtk® X DyUy="— (65)
k=1 k=1m=1 k=1 D
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Ny Ny Ny Ny , P,
ZDikU]g-+2k2 Z B/'m ZBikUkm+k4 Z D/-kU,-k: —
k=1 k=1 m=1 k=1 D,

|| [\42

ByUy (66)
1

Burada N, ve N, sirastyla x ve y dogrultularindaki grid noktalar: (Cizelge 1), ve Di, Di, Bix
B degerleri ise diferansiyel quadrature yaklasimi i¢in dordiincii ve ikinci dereceden agirlik
katsayilaridir. Verilen bu (64), (65), ve (66) denklemleri dordiincii dereceden olup, stabilite,
egilme ve titresim denklemlerine ilaveten her bir kenar i¢in ilave iki sinir sart1 yazilmalidir.

4.1. Sinir Kosullar

1) Dort kenar1 tutulmus (A-A-A-A) : Deplasmanlar ve donmelerin kenarlarda sifir olmasi
sartindan

UX0)=UXI1)=0 ve U0Y)=U(LY)=0 (67a)
oU U oU oU
o —(x,0)= o —(x,)=0v - —(0,7)= X —(1,Y)=0 (67b)

yazilir. DQ metodu bu sinir kosullarina uygulanirsa

Uj=Uy=0 ve Uy=Un=0 (68a)
Uij=Uy=0 ve Uy=Un=0 (68b)
N, Ny
ZAlkUka ZANkUkao (680)
k=1 k=1
N, N,
2AwU = 2 AnUy=0 (68d)
k=1 k=1

i=12..,N ve j=23..,N—I igin

i1) Dort kenar basit mesnetli (B-B-B-B) : Deplasman ve momentlerin kenarlarda sifir olmasi
sartindan

UX0)=UXI1)=0 ve U@OY)=U(LY)=0 (69a)
o*U o*U Y o*U
(X0)= (X1)=0 ve (0,Y)= (LY)=0 (69b)

elde edilir. DQ metodu bu sinir kosullar1 i¢in tekrar uygulanirsa
Ujj=Uy=0 ve Uy=Un=0 (70a)

U UNJ 0 ve U,[ l],']v: 0 (70b)
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N N

ZBlkUka ZBNkUkao (70C)
k=1 k=1

N, N,

2By Uy= ZByUy=0 (70d)
k=1 k=1

5. Sayisal uygulamalar

Bu boliimde; yukarida iki ve {i¢ boyutlu durumlar i¢in verilmis olan ve dikddrtgen plaklarin
statik, serbest titresim, burkulma olaylarin1 yoneten diferansiyel denklemler ve mevcut sinir
kosullar1 kullanilarak sayisal uygulamalar yapilacaktir. Gz Oniine alinan plak mesnet
kosullart i¢in mevcut denklemler ile birlikte problem statik hesap icin bir lineer denklem
takiminin ¢ozlimiine indirgenir. Dort kenarindan ankastre tutulmus (A-A-A-A) plak i¢in orta
nokta deplasmani iki ve ii¢ boyutlu durum i¢in hesaplanmistir ( Sekil 4). Céziimde Poisson
oran1 (v) 0.3 olarak alinmstir. Ug boyutlu ¢oziim (3-B) diger iki boyutlu ve Du ve dig. [17]
tarafindan verilen analitik sonugtan biraz farklidir. Plak kalinligin plak boyuta orani (c/a)
artinca bu fark daha belirgin olmaktadir.

Uo=(uoD/qa")

0.003
c/a=10.02
>
—— Uo(2-B)
0.002 4 a Uo(3-B)
—a&— Analitik[Ref.17]
b 0
0.001 T T T b/a
1.2 1.4 1.6 1.8 2

Sekil 4. Dikdortgen plak orta nokta boyutsuz deplasmani i¢in iki ve ii¢ boyutlu ¢6ziim
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(o:/ a)x107

20

—e—a/b=0.5
—m—a/b=1.0
—o—a/b=15
—&—a/b=2.0

Sekil 5. Farkli grid (diiglim) nokta sayilar1 i¢in gerilme oranlari
(v=0.3;c/a=0.1; B-A-B-A dikdortgen plak)

Burkulma ytikiinii bulmak i¢in {i¢ boyutlu ¢6ziimde (49), (50) ve (51)denklemleri ve iki
boyutlu ¢6ziim icin (66) denklemi kullanilir. Plak mesnet kosullari i¢in yazilmig siir kosul
denklemi ile birlikte problem

(G1- 22[B)U =0 (73)

seklinde bir 6zdeger problemine indirgenir. Bu denklemdeki G ve B matrisleri burkulma i¢in
yazilan yonetici denklemlerden (49,50,51) ve g6z Oniine alinan siir kosullari (mesnet
kosullar) i¢in yazilan denklemlerden elde edilir. Bu formiilde ise deplasman vektorii olup U =
(Uit Vieg Wik ]T seklinde tanimlidir. Bu problemde dort kenari basit mesnetli olarak dikkate
alman plak i¢in (52a,52b ve 52c) denklemleri kullanilmistir. Bunlardan G matrisini teskil
edenler yonetici (governing) denklemlerden ve B matrisi sinir (boundary) kosullariyla ilgili
denklemlerden elde edilir. Elde edilen sonuglar Tablo 1°’de sunulmustur. Literatiirde ¢/b nin
0.05 olmasi durumu i¢in Mindlin plak teorisi ile ¢oziimler mevcuttur [38]. Bunlar da
karsilagtirma amaciyla DQ ve PDQ ile birlikte sunulmustur. Cizelgede P, plaga x
dogrultusunda etkiyen basing kuvvetini D ise plak egilme rijitligini gosterir. Plak kalinlig1 ¢

Tablo 1. Dort Kenar1 basit mesnetli (B-B-B-B) dikdortgen plak icin burkulma faktorii
A=(P. b ¢)/D

¢b ab PDQ(13x13x13) DQ (11x11x11) Mindlin Plak
Bu ¢alisma [39] Cozimii [38]
0.05 0.5 59.118 45.874 59.560
1.0 38.802 35913 38.922
020 0.5 40.450 - -
1.0 31.796 - -
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Plak serbest titresim hesab1 hem iki hem de ti¢ boyutlu durum i¢in yapilmistir. Titresim
hesab1 i¢in dort kenarindan Ankastre bagl plak (A-A-A-A) mesnet kosullar1 dikkate
almmistir. Ug boyutlu hesap i¢in ¢/b =0.01 olarak ¢oziimlere dahil edilmistir. Bu durumda
burkulma hesabina benzer olarak problem bir 6zdeger problemine indirgenir. Bdylece ¢oziim

((G]-Q[BPU =0 (74)

seklinde oOzdeger problemine indirgenir. Burada € boyutsuz frekans degeri olup
Q =wq?+/pc/D seklinde verilir. Bu formiilde o titresim frekansi, p malzemenin kiitle
yogunlugudur. iki boyutlu durum i¢in serbest titresim problemi

Hﬁiﬂ Ef,iﬂ{gi} i {Qz{?id}} (75)

seklinde tanimlanir. Bazi1 diizenlemeler ve matris islemlerinden sonra denklem

([1s1- 2l Tuat=0 (76)

halini alir. Iki ve {i¢ boyutlu plak ¢oziimleri ile elde edilen ilk ii¢ frekans Tablo 2’de Leissa
tarafindan verilen kesin sonuglar ile birlikte sunulmustur.

Tablo 2. Plak serbest titresim hesabi i¢in iki ve {i¢ boyutlu analiz sonuglar1
(A-A-A-A Plak, Ug boyutlu ¢dziim igin ¢/b = 1/100)

ab=1.0 Q Q, Q;
2-B-PDQ (5%5) 35.40 71.47 72.53
Esit aralikh grid
2-B-PDQ (7x7) 36.17 73.25 75.90

Bitisik -0 noktali grid
3-B-PDQ (5%5) 36.12 72.47 73.96
Esit aralikli grid
3-B-PDQ (7x7) 35.05 73.54 73.12
Bitisik -0 noktali grid
Kesin deger Leissa [15] 35.99 73.41 73.41

(Boyutsuz frekans= Q2 = 2 q*pc/D)

6. Sonuc¢ ve Tartisma

Calismada polinomal diferansiyel quadrature metodu dikdortgen plaklarin iki ve ii¢ boyutlu
teorileri dikkate alinarak egilme, burkulma ve serbest titresim hesabina uygulanmistir. Bu
calismada agirlik katsayilariin hesabinda Chebysev ve Lagrange polinomlar1 kullanilmigtir.
Klasik ortogonal polinom kapsaminda kalan diger polinomlarda DQ metotlarinda
kullanilabilir yapidadir. PDQ metodu daha az diigiim nokta sayisi ile daha hassas sonuglar
vermektedir. DQ metodu ise daha dogru sonuglar i¢in daha fazla sayida diigiim noktasina
ihtiya¢c duymakta, ancak daha ¢ok diigiim sayis1 kullanilinca hesap siiresi artmaktadir. PDQ
metodu ile agirlik katsayilarinin hesabi cebirik bir formiilasyon ile yapilabilmekte ve {iniiform
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yada tiniiform olmayan grid dagilimi i¢in uygun olabilmektedir. Sonuglardan goriilecegi lizere
plaklarin iki ve ii¢ boyutlu teoriye gore analizleri DQ yontemleriyle ekstra bir giicliik
dogurmamakta ii¢ boyutlu analizde daha ¢ok sayida denklem oldugundan sadece ¢oziim
siiresi birka¢ saniye artmaktadir. Sonuclarin yaklasikligi, gerektirdigi hesaplayici kapasitesi
ve uygulama alaninin ¢esitligi dikkate alininca DQ metotlarinin ve 6zellikle PDQ metodunun
cesitli tip yapilarin statik, dinamik ve burkulma hesaplarinda kullanilacak etkili bir metot
olacag1 ve bu islemlerin lineer olmayan analiz i¢in gelistirilebilecegi sdylenebilir.
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